Capitulo 1

Introducciéon. Grupos y
homomorfismos

1.1. Introduccion

I Las permutaciones, el arma que Rejewski enarbolaba cuando cargd contra la ma-
quina Enigma en otono de 1932, tenfan una historia milenaria, pero a diferencia de otros
objetos y problemas mateméticos, no concitaron la atenciéon de verdaderos genios hasta
bien avanzado el siglo XVIII. Desde la antigiiedad la enorme cantidad de ordenaciones de
un mismo conjunto habfa llamado la atencién de sabios y fil6sofos. Unos pocos elementos
dan lugar a cientos de ordenaciones, con solo siete ya se obtienen méas de cinco mil. Los
matematicos indios, siempre a la busca de magnitudes gigantescas, habian admirado los
ntimeros prodigiosos que se obtienen al ordenar dos o tres docenas de piedras. Pero a
pesar de este curioso efecto, todos los que habian estudiado las permutaciones con un
animo matematico o analitico habian concluido que eran mas aparatosas que instructi-
vas, v que clasificar las miles de quasi-repeticiones que generaba un conjunto mediano
no requeria de més virtud intelectual que la paciencia.

Todo cambi6é cuando en 1770 Joseph-Louis de Lagrange decidié utilizarlas para atacar
un problema que empezaba a acumular siglos. Desde el origen mismo del algebra se
habian encontrado facilmente métodos para resolver ecuaciones de segundo, tercer y
cuarto grado, expresando las soluciones en funciéon de los coeficientes de la ecuacion.
En cambio, todos los que habian buscado procedimientos para resolver ecuaciones de
quinto grado habian salido con las manos vacias. El plan de Lagrange para romper esa
barrera era examinar cuidadosamente los métodos conocidos y construir un caso general
que se pudiera utilizar no solo con las de quinto grado sino con las de cualquier grado.
Sus antecesores habian buscado las soluciones, llamadas en la jerga raices, de miles de
ecuaciones y después las habfan analizado. No habian hallado nada realmente sblido pero
si aportaron pistas prometedoras.

Por ejemplo, las soluciones de una ecuaciéon de segundo grado estan relacionadas
entre si por un conjunto de féormulas y eso mismo sucede con las tres soluciones de una
ecuacion de tercer grado y con las cuatro soluciones de una ecuacion de cuarto grado.
Las férmulas varian en cada uno de estos tres casos pero tienen una curiosa propiedad
en comun, son las mismas con algunos cambios del orden de las soluciones. De todos
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los valores con que es posible sustituir las variables de esas formulas, solo son conjuntos
de soluciones del polinomio aquellos cuyo orden se puede intercambiar. Es decir, las
soluciones de una ecuacién son los ntmeros que cumplen una serie de férmulas pero
solo aquellos que pueden ser intercambiados entre si dentro de estas. Las ecuaciones de
segundo grado solo tienen dos soluciones y por tanto estas solo pueden ordenarse de dos
maneras, pero las de cuarto grado tienen cuatro soluciones que se pueden ordenar de
24 maneras, proporcionando un material mucho mas jugoso para el analisis. No existia
una doctrina clara pero se sabia que solo algunos reordenamientos eran aceptables como
criterio. Lagrange estudié qué tenian en comin los que eran aceptables y para ello trajo
las permutaciones al centro del debate matemético de su época. Lagrange realiz6 muchos
descubrimientos y su nombre es familiar a cualquier estudiante de matemaéticas, pero en el
caso concreto de las ecuaciones de quinto grado sus esfuerzos fueron vanos. No encontro
ninguna forma general de resolverlas aunque tampoco quedé convencido de que fuera
imposible. Muchos matematicos sofiaban con la fama que les darfa ser los descubridores
de un método que llevaria para siempre su nombre.

Paolo Ruffini pertenecia a la generacién siguiente y era un experto en algebra de
polinomios. Estaba convencido que el fracaso de Lagrange y de todos sus antecesores
debia tomarse como prueba empirica de que para las ecuaciones de quinto grado no
podian construirse las férmulas que permitian hallar soluciones a partir de los coeficientes,
como se hacia en las ecuaciones de grado menor y que por tanto no tenfan soluciéon. Esta
opinién no era compartida por nadie, pero Ruffini, convencido de tener razon, decidio
demostrar algebraicamente la imposibilidad de la existencia de tales férmulas. Para ello
retomo el estudio de Lagrange sobre los reordenamientos de las soluciones pero subiendo
un paso en la escala de abstraccién. En lugar de trabajar con los ordenamientos en si,
defini6é las transformaciones de una ordenacién en otra y las llamé permutazioni. Asi
caracterizé un conjunto en el que las propias permutazioni eran los elementos y estudio
sus propiedades. Si se combinan dos permutazioni de cambio de orden entre si se obtiene
una tercera, pero el orden en que se haga la combinacion afecta al resultado (al contrario
de lo que pasa p.e. con la suma y la multiplicacion). Sobre este armazon de una incipiente
algebra de permutaciones edificé Ruffini su demostracion sobre la insolubilidad de las
quinticas. Cada uno de los conjuntos de cinco soluciones tendria 120 ordenamientos
posibles, pero solo algunos serian aceptables. La estructura de estos seria producto de
las formulas que debian permitir hallar los conjuntos de cinco soluciones. Ruffini buscaba
probar la inexistencia de las formulas demostrando la imposibilidad de esas estructuras.
Una vez terminada la demostracion se la envié al ya anciano Lagrange pero pasaron los
meses y este no le contest6. Ruffini pensé que su demostracion era demasiado complicada
y que Lagrange no la habia podido descifrar. La reconstruyé simplificando muchos pasos
y justificando con mas detalle las partes que utilizaban notacién novedosa. Para ello
se adentré6 mas y més en el estudio de las permutaciones, describiendo una taxonomia
completa que constaba de dos clases —semplize y composta— y tres subtipos dentro de la
segunda clase. Nuevamente solo recibié silencio de parte de Lagrange. Esta vez ademés,
recibié cartas de amigos que se hacian eco de los rumores que corrian sobre errores en
su demostracion. Ruffini la repasé una y otra vez, mejorandola y perfeccionédndola sin
encontrar esos supuestos errores pero sin lograr que fuera aceptada. El problema era
que la combinacién de dos permutaciones para formar una tercera resultaba demasiado
abstracta incluso para Lagrange, que habia estado muy cerca de formalizar el concepto.
La falta de reconocimiento de su trabajo matemaético hizo que Rufini se decantara hacia
su segunda profesion, la de médico. Murié en 1821 tras unos ultimos anos de vida muy
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condicionados por las secuelas de un tifus que cogié tratando a sus pacientes. La de
Ruffini es una historia tragica de incomprensiéon que tiene sin embargo una coda amable
que puede hacer las veces de irdnico final feliz. Un afio antes de morir, se enteré que
Agustin-Louis Cauchy, el coloso llamado a refundar toda la matematica, habia aceptado
su demostracion y le habia dedicado uno de los pocos halagos que dirigié nunca a alguien
que no fuera el mismo. El chiste final es que Cauchy estaba equivocado y aunque el
resultado de Ruffini era cierto, la demostracién contenia un error como muchos habian
afirmado sin saber ni de qué hablaban. El motivo por el que Cauchy no se apercibi6 del
error de Ruffini era que apenas utilizaba los resultados de los demas sin reformularlos de
arriba a abajo. Cuando Cauchy trabajaba sobre un tema, lo hacia con el impulso de un
urbanista moderno. Al igual que estos arrasaban las intrincadas callejas de los centros
medievales para construir barrios de amplias avenidas y manzanas cuadradas, Cauchy
hacia tabula rasa de siglos de notaciéon confusa y definiciones ambiguas. Redactaba de
nuevo todos los axiomas y colocaba cada uno en su lugar para construir sobre ellos un
solido entramado de teoremas y corolarios. En el barrio de la majestuosa ciudad que
construyd Cauchy, uno de los edificios estaba dedicado a las permutaciones. No era muy
grande ni muy vistoso porque el tema no tenia la vastedad conceptual ni la belleza
de otros objetos matematicos, pero contenia todo lo que se podia decir sobre el tema,
ordenado y sistematizado con elegancia y precisiéon. Como no les daba més importancia
que la instrumental, el libro sobre permutaciones fue uno de los ultimos que publico.
Alli se establecia la notacién moderna de ciclos, se actualizaba la taxonomia de Ruffini,
se enumeraban las propiedades de las combinaciones de permutaciones y se describia el
teorema de las conjugadas que tan tutil seria a Rejewski casi un siglo més tarde.

Cauchy puso en el mapa a las permutaciones y les dio el marchamo de alta mate-
matica que les permitiria participar en el mayor acontecimiento matemético del siglo
XIX. Lo protagonizaron dos roménticos personajes que practicaban la matemaética con
una voluntad mucho mas artistica que cientifica, nada que ver con el institucionalismo
feroz de Cauchy y sus compaiieros de la Reole Polytechnique. Ellos demostraron de una
vez por todas la insolubilidad de las ecuaciones de quinto grado y de paso fundaron el
algebra moderna.

El primero era Niels Henrik Abel, el hijo del parroco luterano de un remoto pueblo
noruego que lleg6 a Paris en 1826, con solo 24 afios, trayendo un folio por las dos caras en
que demostraba la imposibilidad de resolver ecuaciones de quinto grado. Entregé el folio
a Joseph Fourier, a la sazén secretario de la Academia de las Ciencias quien encontré la
letra muy apretada, la tinta demasiado clara y la notaciéon muy deforme por lo que se
lo entreg6 a Cauchy para que lo descifrara. Este ltimo lo extravidé por los cajones de
su lugar de trabajo y se olvid6 del tema. Abel esper6 respuesta unos meses pero al final
volvié a su pais natal para morir de tuberculosis a los 27 afios sin haber visto reconocido
su trabajo. Afios més tarde Cauchy fue obligado a buscar el documento hasta encontrarlo
y eso hizo que se haya conservado hasta nuestros dias.

El segundo fue Evariste Galois, otro romantico joven que murié a los veinte afios en
un duelo. Su muerte sucedi6é dos anos después que la de Abel y la leyenda del primero se
mezcld curiosamente con la del segundo. Galois también presentd a Fourier una prueba
de la insolubilidad de las quinticas utilizando el algebra de permutaciones. Este también
se la dio a Cauchy que tampoco le dio curso. En este caso sin embargo parece que la
negligencia no fue tan grande sino que hubo algunos accidentes —la muerte de Fourier
y Galois— y malentendidos que el antecedente de Abel hizo ver a los historiadores bajo
una luz exagerada.
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Aunque no se conocieron, ambos utilizaron la misma metodologia: el estudio de la
estructura del conjunto de permutaciones que se pueden aplicar a las raices de un poli-
nomio sin que dejen de cumplirse las ecuaciones que relacionan dichas variables. Resulto
que la estrategia de Lagrange era correcta y que el camino para demostrar la diferencia
entre el quinto grado y los grados menores, era proyectar en los conjuntos de soluciones
las restricciones que impone el dlgebra de permutaciones. Para encontrar esas restriccio-
nes, Galois habia creado un vocabulario matematico que describia de manera precisa lo
que era posible y lo que era imposible cuando se combinan permutaciones. A esas altu-
ras el problema de las soluciones a las ecuaciones de quinto grado ya no era perentorio
porque existian nuevas técnicas de encontrarlas, hasta el punto que la forma tradicional
ahora tenfa nombre, solucidn por radicales, para diferenciarla del resto de métodos. Lo
que dio a Galois (y a Abel hasta cierto punto) fama inmortal fue que el vocabulario
matematico creado para describir el mundo de las permutaciones funciona con mas o
menos restricciones para la mayoria de objetos matematicos. Las permutaciones fueron
las operaciones sobre las que primero se describi6 la estructura matematica llamada gru-
po , considerado el hallazgo matemético més importante de todos los tiempos. Aunque la
abstraccion en sentido moderno significa alejarse de la realidad para poder construir es-
tructuras comunes a muchas partes de esta, en la forma de ver las cosas anterior a Godel,
esa misma abstraccién era percibida como vislumbrar los principios fundamentales que
dan forma a los mecanismos matemaéticos que crean las irregularidades que percibimos
en la aritmética, la geometria, el analisis y el célculo.

En el otono de 1932 Rejewski se di6 cuenta que Enigma era una maquina de generar
permutaciones y que el algebra descrita por Cauchy —que Galois habia generalizado— era
el lenguaje en que se debia escribir el conjuro que la romperia.

1.2. Definiciones, ejemplos y primeras propiedades

Definicién 1.1. Un grupo G es un conjunto con una operacién binaria interna asocia-
tiva, con elemento neutro e inverso para cada elemento. Con notaciéon multiplicativa, la
operacion se denota -, o simplemente por yuxtaposicion, el neutro se denota 1 y el inverso
de g se denota g—'. Es decir, para elementos g, h, z € G cualesquiera se tiene:

i) (gh)z = g(hz),

i) 1-g=g-1=g,

iii) gg7 ' =g lg=1.
Ejemplo 1.2. Sea E el conjunto de los puntos de un espacio afin euclideo (se conoce
desde el bachillerato y se ha desarrollado en algebra lineal). Recuerda que un movimiento
es una aplicacién biyectiva que conserva las distancias entre los puntos.

Se tiene que la composiciéon de movimientos es movimiento y la inversa de un movi-
miento también lo es. Asi que el conjunto de todos los movimientos es un grupo con la
operacién composicion.

Dado un conjunto A de puntos del espacio (por ejemplo los vértices de un poliedro)
pensemos en los movimientos f que dejan invariante ese conjunto de puntos, es decir
Pl € A para todo P € A. Este conjunto de movimientos que fijan A es claramente
un grupo (de transformaciones de A). Al grupo de los movimientos que dejan fijo un
poliedro se le llama grupo de simetrias del poliedro.
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Estudiando geometria lineal se sabe que los movimientos que dejan fijo algtin punto
son giros (o rotaciones) alrededor de un eje, simetrias respecto de un plano (6 reflexiones)
y composiciones de rotaciones y reflexiones respecto de un plano perpendicular al eje. De
estos, son movimientos directos los giros. A los otros se les llama inversos (jencuentras
una explicacion?)

Ejercicio 1.3. Describe el grupo de rotaciones y el de simetrias de los prismas y pira-
mides rectas de base poligono regular de 4 y 5 lados. En general, para n > 3 lados.

Ejercicio 1.4. Describe el grupo de simetrias de un tetraedro regular.
Ejercicio 1.5. Describe el grupo de rotaciones de un cubo.
Ejemplo 1.6. Son ejemplos de grupos:

= Z. Q, Ry C con la suma ordinaria.

= Las unidades de un anillo con la multiplicacién, en particular los elementos no
nulos de un cuerpo.

= Conjunto .S, de todas las aplicaciones biyectivas de un conjunto de n elementos en
si mismo (grupo de permutaciones de grado n).

» GL(n,K) con la multiplicacién de matrices, que se llama grupo general lineal,
donde GL(n, K)es el conjunto de matrices cuadradas n x n de rango n sobre el
cuerpo K.

= El subconjunto de C, C' = {a + bila® + b* = 1} = {€*#|0 < ¢)27} con la multipli-
cacién de complejos, que se llama grupo circular.

= C, = {e¥™/"k =1,2,--- ,n} con la multiplicacion de complejos (grupo ciclico de
orden n).

Ejemplo 1.7. Sea X = {x1,...,2,} un conjunto finito de simbolos (también podria

ser un conjunto arbitrario). Ponemos X~ = {xl_l, ...,x,;1}. Consideramos el conjunto

de sucesiones finitas (palabras) de elementos en X U X~ y llamamos 1 a la palabra
vacia. Ademas, identificamos dos palabras w y w’ si una se puede obtener a partir de
la otra eliminando o anadiendo subpalabras de la forma z;z; Ls xl_lxl El conjunto que
se obtiene al hacer estas identificaciones es un grupo con la operacién de yuxtaposicion.
Este grupo se llama grupo libre en X y se denota F(X).

Proposicion 1.8. En todo grupo G se tiene:
a) El neutro es iunico.

b) Elinverso es unico.

1 1 _

¢) Siuwv =1, entoncesu™" =v yv - = u.

d) Para todo g € G, la aplicacion G — G que asocia a cada © € G el elemento xg es
una biyeccion en G.

e) Para todo g € G, la aplicacion G — G que asocia a cada x € G el elemento gz es
una biyeccion en G.

Demostracion. Ejercicio. O
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1.3. Subgrupos, coclases y subgrupos normales

Definicion 1.9. Un subgrupo H de un grupo GG es un subconjunto de G que con la
operacion restringida es también grupo. Se escribe H < G.

Por ejemplo, los grupos de simetrias de un poliédro en R? son subgrupos del grupo
de todos los movimientos del espacio. El grupo de todos los movimientos del espacio
es subgrupo del grupo de todas las permutaciones posibles de los puntos (aplicaciones
biyectivas del espacio en si mismo).

SL(n, K) el conjunto de las matrices n X n con determinante 1 es un subgrupo de
GL(n,K). A SL(n, K) se le llama grupo especial lineal.

Proposicion 1.10. Sea G un grupo.

a) Si H es un subconjunto no vacio de G, H es subgrupo si y solo si zy~* € H para
todo x,y € H.

b) La interseccion de una familia cualquiera de subgrupos es subgrupo.

¢) Si H es un subconjunto finito no vacio de G, H es subgrupo si y solo si xy € H
para todo x,y € H.

Demostracion. Ejercicio.
O

Notacion Si K C G denotamos (K) al menor subgrupo de G que contiene a K (la
interseccion de todos los subgrupos que contienen a K). A (K) se le llama subgrupo
generado por K. Si (K) = G se dice que K genera G o que es una familia generadora.

Sean X,Y C G. Se denota XY = {zy|z € X,y € Y}.

Proposicion 1.11. Sea G un grupo con dos subgrupos finitos H, K. Se tiene que
|[HK| = [H||K|/|HNK]|
Demostracion. Ejercicio. d

Si G es un grupo finito llamaremos orden de G al niimero de sus elementos, se denota
mediante |G|.

Proposicion 1.12. Si H, K son subgrupos finitos de un grupo G, se tiene que HK es
subgrupo de G si y solo st HK = KH.

Demostracion. Ejercicio. O
Ejercicio 1.13. Prueba el resultado anterior pero sin la hipotesis de que G es finito.
Ejercicio 1.14. Encuentra en S3 dos subgrupos H y K tales que HK no es subgrupo.

Definiciéon 1.15. Si H es un subgrupo de G y = € G al conjunto Hz = {hz|h € H} se
le llama clase a derecha de x modulo H (o coclase). Al conjunto xH = {zh|h € H} se
le llama clase izquierda de z moédulo H. En general Hx # xH aunque ambos conjuntos
contienen a .

Proposicion 1.16. Sean H subgrupo de G (H < G), z,y € G. Se tiene:
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(a) Hx e yH son biyectivos con H.
(b) xH = yH siy solo siy € zH.

(¢) tHNyH # () siy solo si tH = yH. Asi las clases a izquierda (también las clases
a derecha) forman una particion de G.

Demostracion. Ejercicio. O

Definicién 1.17. Si H < G, llamaremos indice de H en G al nimero de clases a derecha
y lo denotamos |G : H|. El teorema de Lagrange 1.18 implica que |G : H| es también el
nimero de clases a izquierda de H en G.

Teorema 1.18 (Lagrange). Sea G finito y H subgrupo de G. Se tiene
|G| =G : H[|H].

Demostracion. Por (b) de la proposicion 1.16 |Hz| = |H| = |zH| para todo z, luego
todas las clases tienen el mismo nimero de elementos y por (d) son disjuntas. O

Ejercicio 1.19. Sea G un grupo finito, H < K < G. Prueba que

|G:H|=|G: K||K : H|.

En general la operacion producto de clases a derecha (o a izquierda) no esta bien
definida. Se puede ver que la condicién necesaria y suficiente para multiplicar coclases
(por herencia de la multiplicacion en G) es la siguiente.

Definicion 1.20. Un subgrupo N de G se dice subgrupo normal y se escribe N < G si
se verifica
N = Nz,

para todo z € G. Esta condicion es equivalente a 2 ' Na = N para todo = € G.

Observacioén 1.21. Para probar que un subgrupo N es normal basta probar que para
todo z € G, 27 'Nxz C N. Esto es trivial en el caso finito, ya que ambos conjuntos tienen
el mismo nimero de elementos, luego si se cumple un contenido se ha de tener también
la igualdad. En el caso general, si se cumple esa condicién, entonces considerando un
x € G y su inverso, tenemos  'Nx C N y aNz~' C N y de esto ultimo se deduce
NCa 1INz

Notemos que si G es abeliano todos sus subgrupos son normales.

Proposicion 1.22. Sea N <G y H < G. Se tiene que NH = HN < G.
Ademds
NNHJH

Demostracion. Para todo z € H se tiene que a:_l(H NN)x C xr INz C N pues N < G.
Ademés 27 1(H N N)x C H por ser € H, luego se tiene

Y HNN)x CHNN

vHAN<H
O
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La siguiente proposiciéon es de demostracion facil.

Proposicion 1.23. Sea N < G. El conjunto G/N = {xN|z € G} es grupo con la
operacion
(xN)(yN) = zyN

para todo x,y € G, denominado grupo cociente. El neutro de G/N es N.

Ejercicio 1.24. Sea H un subgrupo de G que no es normal en GG. Prueba que para todo
par x,y € G, existen 2’ € Hx, vy € Hy tales que 2’y & Huxy.

1.4. Homomorfismos y conjugacion

Definicion 1.25. Un homomorfismo entre dos grupos (G,.) y (H,.) es una aplicacion
f: G — H tal que f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € G (conserva la operacion).

Un homomorfismo biyectivo se llama isomorfismo (se trata casi del mismo grupo con
distintos nombres de los elementos).

Ejercicio 1.26. a) Prueba que los grupos (Z,,+) y (Chy, .) son isomorfos.
b) Establece distintos homomorfismos de C,, en C,.

Proposicion 1.27. Sea f un homomorfismo entre (G,.) y (H,.). Se tiene
a) f(1) =1 y para todo a € G, f(a™') = (f(a))~!.
b) Se define ker f = {a € G|f(a) = 1} (nicleo de f) y se tiene que ker f I G

c) Se define imf = f(G) = {f(a)la € G} (imagen de f) y se tiene que imf < H (es
subgrupo de H ).

d) ker f =1 si y solo si f es inyectiva.
e) La composicion de homomorfismos de grupos es homomorfismo.
f) La inversa de un isomorfismo es isomorfismo.
Demostracion. Ejercicio. [

Ejercicio 1.28. Sea f : G — H un homomorfismo suprayectivo. Prueba que si N < G,
f(N)<H

Ejercicio 1.29. Sea f : G — H homomorfismo y Y < H. Se tiene que f~}(Y) = {z €
Glf(x)eY} <G.

Proposicion 1.30 (Teorema de isomorfia). Sea f : G — H homomorfismo. La aplica-
cion B

[ Glker f — f(G),
dada por f(xker f) = f(x), es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Ejercicio. O
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Nota Si tenemos un homomorfismo inyectivo f : G — H, se tiene que G es isomorfo a
un subgrupo de H. Y si renemos un homomorfismo suprayectivo f : G — H, se deduce
que G/ ker f = H.

Proposicion 1.31. Sea N < G.

a) La aplicacion 7 : G — G /N dada por w(g) = gN es un homomorfismo suprayectivo
ysi H<G,n(H)=HN/N.

b) Existe una biyeccion entre el conjunto {N C K < G} y el conjunto de los subgrupos
de G/N dada por K — K/N. Ademds K < G si y solo si K/N <G/N

c) Si H<G, entonces HNN < H y

H/HNN ~ NH/N.

d) Si M 4G con N C M, entonces

G/M ~ G/N/M/N.

Demostracion. a) Es claro que m es un homomorfismo. Si h € H, 7(h) = hN € HN/N.
Reciprocamete si hn € HN, se tiene que hnN = hN = x(h).

b) Dado un N C K < G le asociamos el subgrupo imagen por la aplicacion del
apartado a) que es K/N. Si tenemos un subgrupo Y de G/N, por el ejercicio 1.29,
f7HY) = K es un subgrupo de G y ademas N C K pues f(N) C Y. Es claro que estas
correspondencias son inversas una de la otra, luego son una biyeccion.

Por el ejercicio anterior se tiene la correspondencia entre subgrupos normales.

c¢) Consideramos la restriccion de la aplicacion 7 del apartado a) al subgrupo H,
H — G/N que tiene de imagen HN/N y de nicleo HNN. Por el teorema del isomorfismo
se tiene la tesis.

d) Consideramos la aplicacion G/N — G /M dada por gN — gM. Veamos que esta
bien definida.

Sea N = yN se tiene que y 'z € N C M luego oM = yM.

Es claramente un homorfismo suprayectivo, el nucleo es {g/N|g € M} = M/N y por
el teorema del isomorfismo se tiene la tesis.

O

Ejercicio 1.32. (optativo) Considera el grupo GL(n,R) = {A € M,(R)| A es regular}
con el producto de matrices. Sea F es el conjunto de puntos del espacio R?, identificando
cada punto con una terna (x,y,2) € R3 de modo que la distancia entre dos puntos
(z,y,2), (2,y,2"), es \/(x — )2+ (y — v)2 + (z — )%

Establece (de modo natural) un homomorfismo entre GL(3,R) y Sg. {Es inyectivo,
suprayectivo o biyectivo?

Ahora considera O,, = {P € GL(n,R)|PP! = I,,}. Ver que es subgrupo de GL(n,R).
Prueba que las imagenes de los elementos de O3 por el homomorfismo que has definido
antes son movimientos que fijan en origen de coordenadas (es decir, son aplicaciones que
preservan distancias). En realidad los movimientos de este tipo son precisamente los que
proceden de O3 (grupo ortogonal).
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1.5. GRUPOS CICLICOS. ORDEN DE UN ELEMENTO

Nota Sea G un grupo. El conjunto de todos los automorfismos de G con la composicion
de aplicaciones, es un grupo que llamamos grupo de los automorfismos de G, Aut(G).
Dado un elemento o € Aut(G) a veces sera mas conveniente denotar la accion de «
en el grupo de la forma habitual, es decir, como «(x) para x € G y a veces de forma
exponencial, es decir, como x®. Para pasar de la una a la otra definimos la notacién
exponencial asf:
%= o H(z).

Equivalentemente, a(z) = 2%

Proposicién 1.33. Sea G' un grupo y g € G. Denotamos 29 = g~ 'ag y lo llamamos
conjugado de x por g. Se tiene

a) La aplicacion G — G definida exponencialmente por x®9 := x9 (equivalentemente,
ag(z) =a% =9 ), es un automorfismo de G.

b) agop, = agy para g,h € G.
Demostracion. Ejercicio. O

Proposicion 1.34. Los automorfismos de G que son de la forma oy se llaman inter-
nos. El conjunto de los automorfismos internos de G, Int(G) es un subgrupo normal de

Aut(G).

.. . .. . ., . -1
Demostracion. Ejercicio. Si se usa notacion exponencial, hay que ver que (ag)ﬁ = [ ayf

OégB.

1.5. Grupos ciclicos. Orden de un elemento

Definicién 1.35. Sea x € G, al conjunto (z) = {z"|n € Z} (se conviene que 2" =1y
2" =x---x, n-veces y v~ " = (z71)" ) se le llama subgrupo generado por el elemento x
(ver que efectivamente es un subgrupo).

Un grupo G se dice ciclico si existe z € G tal que G = (z).

Ejemplos El grupo de las rotaciones de una piramide de base n-agono regular es ciclico
y es isomorfo al grupo aditivo Z,.

(Z,+) es ciclico.

(Q, +) es un grupo abeliano que no es ciclico.

Proposicion 1.36. Los subgrupos de (Z,+) son nZ = {nx|n € Z}.

Demostracion. Para cada subgrupo H de Z tomar el menor n positivo tal que n € H y
ver que H = nZ. O

Proposicion 1.37. Todo grupo ciclico es isomorfo a Z o a Z/nZ = Z,.

Demostracion. Sea G = (z), la aplicacion Z — (x) definida por m — 2™ es un homo-
morfismo suprayectivo. Por el teorema del isomorfia se tiene el resultado. O

Proposiciéon 1.38. Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.
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1.5. GRUPOS CICLICOS. ORDEN DE UN ELEMENTO

Demostracion. Si el grupo es infinito es isomorfo a Z y ya hemos visto que los subgrupos
de Z son nZ = (n). Supondremos ahora que G es finito. Sea G = (x) y H < G. Si
H = {1} obviamente es ciclico. En otro caso sea d el menor entero positivo tal que
z% € H. Veamos que H = (2%). Sea n tal que ™ € H. Por el algoritmo de la divisién en
Z se tienen = cd+r conr < dy x" = (z4)°z" Como 2™ y (x%)¢ estan en H se tiene que
x" € H y por la minimalidad de d tiene que ser r = 0 luego 2" = (z9)°. O

Definicion 1.39. Sea z € G. Si existe un natural n tal que 2™ = 1, al menor tal n se
le llama orden de x. Si no existe n se dice que x no tiene orden finito o que es de orden
infinito.

1 1

Notemos que si z tiene orden n, se tiene que =+ = z™*, asi que todas las potencias

de exponente negativo son potencias también de exponente positivo y
() ={1,z,--- 2" '}

Para el siguiente resultado, recordar que ¢ denota a la funcién de Euler, es decir, si
0 < m es un entero,

#(n) = {0 < s < n|s,n son relativamente primos}|.
Proposicion 1.40. Si G es un grupo ciclico de orden n se tiene:
a) Todo elemento tiene orden divisor de n,
b) Para todo d divisor de n hay exactamente ¢(d) elementos de G de orden d.

¢) Para todo d divisor de n eziste un unico subgrupo de orden d.

Demostracion. El apartado a) se deduce del Teorema de Lagrange.

Ahora, sea x tal que G = (z) y ponemos k tal que n = kd. Para el apartado b) vamos
a probar que un elemento de G tiene orden d si y solo si es de la forma z** con d y s
relativamente primos.

Suponemos primero que el elemento z’ tiene orden d. Entonces, ¢ = 1 luego n
divide a id, es decir, para cierto s se tiene id = ns = dks luego i = ks. Veamos ahora
que s y d son relativamente primos. Si no lo fueran, tendriamos que existe algin primo
p que divide a ambos, es decir, s = ps; y d = pd; con d; < d. Por lo tanto

(xz)dl _ kadl _ xkpsldl — :Eksld nsi _ 1

=z
lo que contradice el que el orden de z° sea d.

A la inversa, tenemos que ver que si d y s son relativamente primos, el elemento z**
tiene orden d. Claramente (2#%)? = z*¢ = 2" = 1. Supongamos que el orden es menor
que d, es decir, que existe un 0 < d; < d con zF*% = 1. Por la identidad de Bezout
existen t,7 con 1 = td + rs. Por tanto z = 22" luego

phdi — ptdkdy prskdi _ q

pero como 0 < dy < d, 0 < kdy < kd = n lo que contradice el que x tiene orden n.

Nos falta probar c), pero notemos que es consecuencia de a): por un lado, si k es como
antes, el subgrupo H = (z*) tiene orden d luego en H hay exactamente ¢(d) elementos
de orden d. Como en todo G también hay exactamente ¢(d) elementos de orden d, todos
estan en H asi que no puede haber ningin otro subgrupo de orden d (recordemos que
todos los subgrupos de G son ciclicos). Ul
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1.6. PRODUCTOS DE GRUPOS

Corolario 1.41. Si G es ciclico con n elementos, tiene exactamente ¢(n) generadores
distintos

Ejercicio 1.42. Para todo n € N, se tiene que

> o(d) =n.

din

Ejercicio 1.43. Sea p primo y # € Z que no es miultiplo de p. Prueba que 2P~ = 1
(modulo p) (pequeno teorema de Fermat).

Ejercicio 1.44. Sea G ciclico de n elementos, describe los elementos de Aut(G) y com-
prueba que es un grupo abeliano.

1.6. Productos de grupos

Proposicion 1.45. Sean N y M dos subgrupos normales de G tales que M NN = 1.
Para todon € N ym € M se tiene que mn = nm.

1 1

Demostracion. Se tiene que n= m~'nm € N N M =1 luego nm = mn. O

Proposicion 1.46. a) Sean G1 y Ga grupos. El producto cartesiano (conjunto de
pares ordenados) G1 X Ga con la operacion (x1,x2)(y1,y2) = (z1y1, T2y2) para
cada x1,y1 € G1, x2,y2 € Go es un grupo que se llama producto directo de Gy y
Goy se denota G1 X Go . FEste grupo tiene un subgrupo normal isomorfo a Gy y
otro isomorfo a Gy con interseccion trivial y producto todo el grupo.

b) Si G es un grupo y N1, N2 < G tales que Ny N No =1 y N1No = G. Se tiene que
G ~ N1 X Ny. Se dice que G es producto directo de N1 y No.

Demostracion. Ejercicio. ]
Ejercicio 1.47. Repasa los grupos abelianos finitos.

Proposicion 1.48. a) Si N QG y H < G tales que NH = G y HN N =1, se tiene
que cada g € G se escribe de manera inica como g =nh conn € N, h € H. Ademds la
operacion de G se puede realizar a través de las N y H mediante

Bl
9192 = n1hy nahg = niny' hihs.

b) Sea v : H — Aut(N) un homorfismos de grupos. En el producto cartesiano N x H
definimos la operacion (ny, h1)(na, ha) = (nlng(hil), hihga). Se tiene que es un grupo que
se llama producto semidirecto de H por N via ¢ y se denota [N|JH o N x H.

¢) SiN <Gy H<G tales que NH =G y HN N = 1, podemos definir ¢ : H —
Aut(N) dado por n?h) = ph_ Se tiene que G es isomorfo al producto semidirecto de H
por N wvia .

Demostracion. Ejercicio. d
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1.6. PRODUCTOS DE GRUPOS

Ejemplo 1.49. Sea H = (z) un grupo ciclico de orden 2 y N = (y) un grupo ciclico de
orden n. Sea
p: H— AutN

definida por p(1) = 1y y ¢(z) : N — N dada por n¥®) = n~! para todo n € N. Se tiene
que p(x) es automorfismo de N por ser N abeliano. Es claro que ¢ es un homorfismo.
El producto semidirecto de H por N via ¢ tiene 2n elementos, que son

( ) ( ) ( ) (y”_l,l),(l,x),(y,x),(yz,x),--- 7(yn—1,x)

y la operacion es ( 1)( 1) = (nn/,1), (n,1)(n',2) = (nn', ), (n,z)(n',1) = (n(n')~1, 2),
(n,z)(n',z) = (n ( )7L1),(n, (', 2) = (nn, ).

Ejercicio 1.50. Prueba que un grupo G tal que para todo z € G, 22 = 1, es un grupo
abeliano.

Ejercicio 1.51. Prueba que todo grupo de orden primo es ciclico.
Ejercicio 1.52. Prueba que dos grupos ciclicos de orden n, son isomorfos.
Ejercicio 1.53. Prueba que en cualquier grupo todo subgrupo de indice dos es normal.

Ejercicio 1.54. Consideremos los elementos de GL(2,C) siguientes:

(3 2)-(54)

Prueba que Qg = {1,a,a? a3 b,ab,a®b,a®h} = (a,b) es un subgrupo de GL(2,C) de
orden 8. Prueba que este grupo se puede escribir como

Qs = {£1, +i, £j, £k},
con las relaciones ij = k, ki = j, jk =1, ji = —k, ik = —j, kj = —i, > = j2 = k? = —

Ejercicio 1.55. Sea n un entero positivo. Consideremos los elementos de GL(2,C)

siguientes:
(&0 (0 1
a = < 0 E b — 1 0 )

a) Prueba que el orden de a es n, el orden de b es 2 y que bab = a

donde ¢ = 2™/ ¢ C.

-1

b) Prueba que Da, = {1,a,a?,---,a" 1, b,ab,a®b,---a" b} es un subgrupo de GL(2, C)
de orden 2n.

c) Prueba que este grupo es isomorfo al del ultimo ejemplo.

Ejercicio 1.56. Prueba que el grupo de los movimientos del plano que dejan fijo un
poligono regular de n lados es isomorfo al grupo que se ha descrito en el dltimo ejemplo.
Notar que es isomorfo al grupo de las rotaciones de un prisma de base un poligono regular
de n lados.
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Capitulo 2

El grupo simétrico y el alternado

2.1. Definiciones, notaciones y primeras propiedades

Una permutacién de un conjunto C no vacio es una aplicaciéon biyectiva de C en s{ mismo.
Estamos interesados en conjuntos finitos del tipo

C=1{1,2,...,n} obien C={a,b,...,z},

en este segundo caso se supone que C contiene las 26 letras usuales del abecedario. A
los elementos de C los llamaremos, indistintamente, cifras o letras. Las permutaciones se
indican frecuentemente mediante letras griegas mintdsculas.

Para indicar que la permutacién « aplica la cifra ¢ en la j utilizaremos la notacién
por la izquierda, es decir i« = j. Si ¢ # j diremos que « mueve i, o que la cifra ¢ esta en
a, en otro caso se dice que « fija 1.

Si por ejemplo C = {1,2,...,n}, una permutacion a de C se representa mediante
1 2 3 ... n
o =
la 2a 3a ... na

No obstante la notacién por ciclos, que se presenta a continuacién es méas usual e
interesante.

Definicion 2.1. Se dice que una permutacion « es un ciclo de longitud r, o un r-ciclo si
existen r cifras distintas y ordenadas, c1,ca, ..., ¢, de tal forma que @ mueve cada cifra
en la siguiente, la tltima en la primera y fija el resto de cifras, es decir, ¢; & = ¢;41 para
i=1,...,r—1, c,a=c1yca=cparac# c¢;. Un tal ciclo se suele indicar de la forma

a=(crcy...cp).

Claramente un ciclo esta determinado por esas cifras y por su ordenacién, salvo por
la ordenacion ciclica, es decir (c1ca ... ¢p) = (¢rer1ca ... cro1).

Por abuso de notacion permitimos que » = 1. Asi un 1-ciclo es la aplicacion identidad
t, y admitimos que ¢ = (¢) para cualquier cifra c.

La composicion de permutaciones o y 8 es una nueva permutaciéon que denotaremos
simplemente por af. De acuerdo con la notacién por la izquierda en el producto anterior
actia primero « y después 3, es decir

iaf = (ia)p.
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2.1. DEFINICIONES, NOTACIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES

asi, la composicién define una operacion interna que llamaremos producto. Por otra parte,
como una permutaciéon « es una aplicaciéon biyectiva, entonces existe la permutacion
inversa, a~!. Por ejemplo

(ciea ... cr)f1 =(¢rCro1 ... C201).

Definicién 2.2. El conjunto de todas las permutaciones de los elementos de un conjunto
no vacio C tiene estructura de grupo respecto de la operacién composicion. Este grupo
se denota S¢ y se llama grupo simétrico sobre C. Si C tiene n elementos pondremos S,
en lugar de S¢ y diremos grupo simétrico de grado n.

Observemos que el orden del grupo S, es n!. Y claramente el orden de un r-ciclo es

Dos permutaciones se dicen disjuntas si no existe ninguna cifra que la muevan ambas
permutaciones. Claramente si las permutaciones « y 3 son disjuntas, entonces a8 = Sa.
Por ejemplo

(abc)(de) = (de)(abc) = [ abede ] .

De hecho, se tiene:

Proposicion 2.3. Toda permutacion o se puede expresar como producto de ciclos dis-
juntos dos a dos y esta expresion es unica salvo por la ordenacion de los factores, y los
1—-ciclos. La expresion determina el orden de la permutacion de la siguiente manera: si
l1,..., 1k son las longitudes de los ciclos que aparecen en la expresion de o, entonces

lo| = mem{ly,... Ik}
Demostracion. Para una cifra ¢; cualquiera, considerar la sucesiéon
2
c1, cra, crat ...

Sea 71 el menor exponente con 1 > 0 para el que existe s < r1 con ¢ &'t = ¢1 . Se

sigue ¢; " 7% = ¢, por lo que s = 0, es decir, 71 es el menor ntmero natural tal que
c1 @™ = ¢1. Consideremos el ri-ciclo y1 = (c; 1 ... ¢ 0/“1*1). Sea ahora una cifra co
que no esté en 71, y de manera anéloga formamos el ciclo v2 = (c2 coax ... ¢ a”_l),

siendo ro el menor nimero natural tal que co &' = c. Por ser « inyectiva, estos ciclos

son disjuntos. Procedemos de manera analoga hasta agotar las cifras de C. Finalmente

se ve que « es producto de todos los ciclos asi formados, que son disjuntos dos a dos.
La unicidad se sigue puesto que si la cifra ¢ esté en el r—ciclo v entonces

y=(cca ... ca"h).
O
Por ejemplo, la siguiente permutacion de C ={a,b,...,z} se descompone en ciclos
disjuntos de esta forma

abcdefghijklmnopgrstuvwxyz |
ekmflgdqvzntowyhxuspaibrcj |

= (aeltphgxru) (bknw) (cmoy) (dfg) (iv) (jz) (s).

Definicién 2.4. Se llama tipo o estructura de ciclo de una permutacion a la sucesiéon de-
creciente de las longitudes de los ciclos de su expresién como producto de ciclos disjuntos,
incluyendo en esa sucesion tantos 1 como cifras fije dicha permutacion.
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2.2. CONJUGACION DE PERMUTACIONES

2.2. Conjugaciéon de permutaciones

Recordemos que dos elementos a y 8 de un grupo G se dicen conjugados si existe
otro v € G tal que

a=7"187,

y se escribe o = B7. También se dice que v conjuga ( a a.
Algunas propiedades de la conjugacién que son consecuencia de resultados que hemos
visto ya son las siguientes. Sea G un grupo y o, 3,7, € G. Se tiene:

(a) (aB)’ =a7p".

(b) (B~ =(B71)".

(c) (B7)° =p".

(d) Sia = /7, entonces a7 = B.

En el caso de grupos simétricos, ademas, tenemos un método muy sencillo para
calcular conjugados.

Proposicion 2.5. En un grupo simétrico se verifica:
(a) (crca ... cp)V =(c1y ey ... ).
(b) Dos permutaciones son del mismo tipo si y solo si son conjugadas.

(c) Sty B son conjugadas, entonces el nimero de permutaciones que las conjugan es

#{'7 | 04:57} =rire...Tst1! .yl

donde (r1,72,...,7s) €s el tipo comin de ambas permutaciones y los valoresty, ..., ty,
representan el numero de ciclos de cada una de las longitudes posibles en ese tipo
comun.

Demostracion. Para el apartado (a), sea ¢ una cifra cualquiera. Si ¢ = ¢;~y par algtn j,
se tiene

clcreg ... cr)7207_1(01 2 ...)y=cilcica ... )y =

=cjiriy=cy(ay 2y ... ¢y)=clay 2y ... ).

Si fuese ¢ # ¢jy para j = 1,...,r, como cy L £ ¢;j, podemos poner

clcreg ... cr)7267_1(01 cy ... cr)’y:c'y_lfy:c:c(clv Y . CY).

Para (b), notemos primero que (a) implica que permutaciones conjugadas tienen el
mismo tipo. Para ver el inverso basta expresar permutaciones que tienen el mismo tipo
como producto de ciclos disjuntos y una debajo de la otra, alineando los ciclos de la misma
longitud. Asi, la permutacién que aplica una cifra en la que se encuentre inmediatamente
debajo en esa expresion, es una permutacién que conjuga las permutaciones iniciales.

Finalmente, el nimero de permutaciones que conjugan las dos dadas se obtiene con-
tando las formas esencialmente distintas de colocar una permutaciéon debajo de la otra
segin se ha explicado en el parrafo anterior. ]
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2.3. TRASPOSICIONES Y GRUPO ALTERNADO

El apartado (b) de esta proposicion se conoce como el «teorema que permitié ganar
la segunda guerra mundial».

Ejercicio 2.6. En el grupo simétrico de grado n, jcuéntos ciclos hay de longitud k7,
jcudl es el orden de un ciclo de longitud k7, jcudl es el orden de una permutacion que
es producto se ciclos disjuntos de longitudes ki, --- , k;?

Ejercicio 2.7. Construye las tablas del grupo multiplicativo de las rotaciones de una pi-
ramide de base hexagonal y del grupo aditivo Zg. Compara estos dos grupos. Comparalos
con el grupo Ss.

2.3. Trasposiciones y grupo alternado

Definicién 2.8. Los 2—ciclos se denominan trasposiciones. Una involucién es una per-
mutacion « de orden 2, es decir o # ¢ y o> = +. En este caso,

a=a %
Proposicion 2.9. Una permutacion o es una involucion si y solo si es producto de
trasposiciones disjuntas.

Demostracion. Basta tener en cuenta que el producto de ciclos disjuntos es conmutativo
y que el orden de un ciclo coincide con su longitud. O

Las trasposiciones son elementos de gran importancia, de hecho vamos a ver que
constituyen una familia generadora del grupo simétrico y que son clave para definir un
importante subgrupo, el grupo alternado.

Proposicion 2.10. Toda permutacion se puede expresar como un producto de trasposi-
ciones.

Demostracion. Ya hemos visto que toda permutacion es producto de ciclos, como

(a1,a2, - ,a;) = (a1,a2)(a1,a3) - - - (a1, ax)

(no es la tnica forma) vemos que todo ciclo es producto de trasposiciones.
O

Proposicion 2.11. Si a es producto de un nimero par de trasposiciones, no puede ser
producto de un numero impar de trasposiciones.

Demostracion. Supongamos que la permutaciéon « se descompone de dos maneras dis-
tintas como producto de trasposiciones, o = 71 -+ -7 = 71 - - - Vs, siendo 7; y 7y trasposi-
ciones. Veamos que s es par si y solo si r también lo es.

Puesto que una trasposicién es inversa de ella misma se tiene que 71 - - - 75 - - - 71 = 1.
Asi probar que s es par si y solo si r también lo es, equivale a probar que 1 no se puede
poner como producto de un niimero impar de trasposiciones.

Probaremos esta tltima afirmacién. Para ello previamente vemos que si tenemos dos
transposiciones A1, A2 distintas de modo que A\; mueve la letra k, entonces existen otras
dos 91, uo tal que A\jAs = d1u0 v 01 fija k y ps mueve k.
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2.3. TRASPOSICIONES Y GRUPO ALTERNADO

Analicemos todas las posibilidades para A1 y Ao,

(k,a) (k,b) = (a,b) (a, k)
(k,a) (a,b) = (a,b) (b, k)
(k,a) (b,c) = (b,c) (k,a).

Probaremos que 1 no se puede poner como producto de un ntmero impar de traspo-
siciones. Razonamos por reduccién al absurdo: suponemos que 1 se puede expresar como
producto de un ntmero impar de trasposiciones. Podemos elegir el menor [ impar tal
que hay una expresion de esa forma, es decir, tal que A\;--- Ay =1conlos A\;, i =1,...,1
trasposiciones. Es claro que [ # 1 ya que 1 no es una trasposiciéon, por lo tanto [ > 3.
Vamos a probar que a partir de esta expresion se puede conseguir otra con como pro-
ducto de [ — 2 trasposiciones con lo que tendremos una contradiccion (por la forma en
la que hemos elegido ). Si \; = Ao se tiene 1 = A\ A2+ A\; = A3---\;. En otro caso, sea
k una cifra que mueve A;. Como A\; # As, utilizando la observacién anterior deducimos
que existen otras dos trasposiciones 1, o tal que AyAo = d1p0 y 61 fija k y pe mueve k.
Asi 1 :)\1)\2”'/\1 :(51[12'”)\1.

Si pa = As los eliminamos y tenemos un producto de dos factores menos, en otro
caso los sustituimos por dous tales que 9o fija k v pug mueve k. Asi 1 = Ajdg--- N =
0102443+ + Ay

Reiterando el proceso en algtin paso eliminamos dos factores o llegamos a un producto
de deltas y una p. Como las delta fijan k£ y p la mueve, el producto no puede ser la
identidad. Asi que forzosamente en algiin paso se eliminan dos factores. O

Definicién 2.12. Un elemento « de S, se dice que es par y que tiene signatura 1 si es
producto de un niimero par de transposiciones. En otro caso se dice impar y que tiene
signatura —1. La signatura de a se denota sign(«).

El conjunto de las permutaciones pares es un subgrupo de S, que se llama grupo
alternado de grado n 'y se denota A,

Proposicion 2.13. Sea Cy = {1,—1} (subgrupo multiplicativo de C —{0}). La aplica-
cion sign : S, — Cy que asocia a cada permutacion su signatura, es un homomorfismo
suprayectivo. Su nicleo es A, luego se tiene que A, < S, y

Sn /A ~= Cy.

Demostracion. La primera afirmacién es clara y la segunda es consecuencia del teorema
de isomorfia. ]

Muchas de las aplicaciones de los grupos simétricos se basan en resultados sobre
descomposiciones de elementos como producto de involuciones (o, equivalentemente, de
trasposiciones). Un ejemplo es el teorema de Rejewski que incluimos aqui para leer a
modo de ejercicio.

Proposicion 2.14. (Teorema de Rejewski) .

(a) El producto de dos r—ciclos disjuntos es producto de dos involuciones, mds concre-
tamente

(c1eges ... coprm1)(Cop Corma ... CqC2) =
= [(Cl 62)(03 84) e (Cgr_l CQT)] [(CQ 03)(64 65) e (CQT 01)].
18 Paz Jiménez Seral y Conchita Martinez Pérez

Departamento de Matematicas
Universidad de Zaragoza



2.3. TRASPOSICIONES Y GRUPO ALTERNADO

(b) Silas permutaciones a y B son involuciones sin puntos fijos, entonces cada nimero
que forma parte del tipo de o B aparece un nimero par de veces.

(c) Sty B son involuciones sin puntos fijos y la trasposicion (c1 c2) forma parte de
« entonces las cifras c1 y co pertenecen a distintos ciclos de la misma longitud de
entre los que forman parte de a8 (y de B ).

(d) Sia y B son involuciones sin puntos fijos y la trasposicion (¢ ¢') forma parte de o

4
(..ciccog ..) (... cy...)Cap,

entonces la trasposicion (c1 ) también forma parte de o y la (¢ ch) de B.

(e) Si~y es una permutacion tal que cada nimero de su tipo aparece un nimero par de
veces, entonces v = a3, con a y B involuciones sin puntos fijos.

Demostracion. (a) La igualdad es una simple comprobacion. Ahora se sigue la afirmacion
teniendo en cuenta la proposicion 2.9.

(b) Por la proposiciéon 2.9, a y 8 son producto del mismo ntimero de trasposiciones
disjuntas, y por no tener puntos fijos todas las cifras estdn en esas trasposiciones, en
particular el grado de las mismas debe ser par. Dada una cifra ¢, podemos formar una
sucesion de 2r cifras distintas ¢ = ¢1, o, . . ., co, tales que

(Cl 02)(63 64) .. (CQT»_l CQT») C o
(02 03)(04 05) - (CQT 01) C 5

Notese que r debe ser mayor o igual que 1. Teniendo en cuenta que ciclos disjuntos
conmutan, al calcular el producto « 3, por el apartado (a) anterior, se sigue que

(cieses ... cop1)(Cor Cor—a ... cqc2) Cap.

Si con las cifras anteriores se han agotado todas las cifras, la proposiciéon ha quedado
demostrada, en caso contrario tomamos otra cifra cor11 y procedemos de forma analoga
hasta agotar todas las cifras de C.

(c) Basta observar la igualdad del apartado (a) precedente.

(d) De nuevo se sigue observando el apartado (a), o bien directamente como se indica
a continuacion. Se tiene que ¢ a = ¢, por lo que ¢ a8 = ¢, es decir ¢, = ¢ . Por otra
parte ¢c1 a8 = ¢, luego ¢; @ = ¢ = ¢, como queriamos.

(e) Teniendo en cuenta la expresion de v como producto de ciclos disjuntos, empare-
jando ciclos de la misma longitud y aplicando a cada pareja el apartado (a) anterior, se
tiene lo que se querfa. O

Ejercicio 2.15. Expresa la siguiente permutacién como producto de dos involuciones
sin letras fijas de dos maneras distintas,

B =(1,2,4,5,6)(23,24,26,7,9)(3)(17)(13, 20, 21,8, 22, 19, 25)(18, 11,12, 14, 15, 16, 10).
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Capitulo 3

Acciones de grupos. Simplicidad de
Ar y teoremas de Sylow

3.1. Acciones de grupos

Definicion 3.1. Decimos que el grupo G actiia sobre el conjunto ) si tenemos un
homomorfismo de grupos
QY : G — Sq.

Si no hay lugar a error para i € Q y g € G, escribiremos 9 en vez de i?(9). De forma
equivalente, G actiia en {2 si y solo si cada g € G induce una permutaciéon

g : 2 —Q

i — 9
tal que si g, h € G, se tiene(i9)" = i9". El niicleo de la accién es
ker p = {g € G | ¥¥ =i para todo i € Q}.

Si el nucleo es trivial, es decir, si ¢ es inyectiva, se dice que G actiia fielmente sobre 2 y
en este caso G es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico Sq.

Ejercicio 3.2. Sea G el grupo de las rotaciones de un cubo. Considerando la accién de
G en los vértices, las caras, y las diagonales internas, establece homomorfismos inyectivos
de G a cada uno de los grupos simétricos Sg, Sg v 4.

Ejemplo. Sea H subgrupo de Gy = {Hxz|x € G} (las co-clases a derecha). La
aplicacion

p:G— Sq
dada por ¢(g) : Hr — Hxg para cada x € G es una accion de G sobre Q) = {Hz |z € G}.
Ejercicio 3.3.  a) Prueba que el nicleo de la acciéon anterior es
NzecH”,

siendo H* = {z~'hx|h € H}

b) Prueba que si H es subgrupo de G, H® = {z~'ha |h € H} también es subgrupo y
se llama conjugado de H por =

20



3.1. ACCIONES DE GRUPOS

c¢) Prueba que la accion anterior es fiel si y solo si G no tiene subgrupos normales no
triviales contenidos en H.

Definicion 3.4. Sea G actuando sobre el conjunto finito €2, (asi los elementos de G
estan asociados a elementos de Sq. La orbita de ¢ € € es

Orbg(i) ={¥9]ge G} CQ
y el estabilizador de 17 es
Stabg (i) ={g € G| =i} <G.

El estabilizador de i es un subgrupo de G (ejercicio). Por otra parte, si un elemento j de
) esta en la orbita de otro elemento j, entonces de hecho Orbg (i) = Orbg(j). Si existe
algtin elemento tal que Orbg(i) = Q (y esto es equivalente a que solo haya una orbita),
entonces diremos que la accién es transitiva.

Ejemplo. Considera el grupo G de las rotaciones de un piramide exagonal que actia
sobre las 12 aristas. Se puede considera como subgrupo de Sq siendo €2 las aristas de la
piramide. Encuentra las 6rbitas y los estabilizadores.

Lo mismo con las rotaciones de un cubo actuando sobre sus 6 caras.

Proposicion 3.5. a) Sea G un grupo que actia sobre 2, i € Q, O la orbita de i, H
el estabilizador de i. Se tiene que |O| = |G|/|H]|.

b) El conjunto de todas las drbitas forman una particion de Q.
¢) El estabilizador de i9 es HY9, en particular tiene el mismo orden que H.

d) (Este apartado no entra para examen) el nimero de drbitas es |G|~ >gec | Fi(g)]
siendo Fi(g) = {i € Q|9 = i}.

Demostracion. a) i9' =9 siy solo si 997" =g s y solo si g1g~! € H siy solosig; = hg
para algin h € H si y solosi g1 € Hg.

El cardinal de Hg := {hg|h € H}, que es el mismo que el de H, luego hay |H]|
elementos de G' que me llevan ¢ al mismo 9, asi |O| = |G|/|H]|.

b) Sean i,j €  tales que sus orbitas tienen un elemento en comun. Veamos que
son la misma oOrbita. Si existen g1, 9o € G tales que 9* = j92, entonces 919 = T = J
(siendo = = g1g5 ). Asi para todo y € G, j¥ = i® € O(I) y se tiene O(j) C O(i). Por
reciprocidad el otro contenido.

c¢) Sean i, j de la misma orbita, existe g € G tal que 9 = j.

x pertenece al estabilizador de j si y solo si j* = j si y solo si 19 = 9 si y solo si
9797 = j si y solo si grg™' € Hsiysolosiz € g 'Hg= HY.

d) Consideramos el conjunto de pares {(i,g) € Ax G |9 =i}. Contamos sus elemen-
tos de dos modos y tenemos que el nimero de tales pares es

YISt = IFi(g)l,

€A geG
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3.1. ACCIONES DE GRUPOS

con St(7) el estabilizador de ¢ y Fii(g) = {i € A|#9 = i}. Como los estabilizadores de
dos elementos de la misma oérbita tienen el mismo orden, si las 6rbitas distintas son

01, ,0, y elegimos una cifra x; € O; se tiene
> 1St 10i] = |Fi(g)l.
i=1, 7 geG

Por a) |0;| = |G|/[St(z:)], luego sustituyendo queda r|G| = 3_  [Fi(g)| y por tanto
r=|GI7 Xy | Fig)]- O

Ejercicio 3.6. (Este ejercicio no entra para examen.) Supon que tienes bolas blancas,
rojas y negras esféricas por las que se puede pasar un hilo por el centro. ; Cuantos collares
de 20 bolas puedes hacer?, ;jy de 21 bolas?

320 collares. Podemos hacer

Ayuda. Si pones el collar sobre la mesa, puedes formar
movimientos que me trasforman un collar en otro. Asi que esos dos collares no son en
realidad distintos cuando ya no estén fijos encima de la mesa.

;,Cual es el grupo de los movimientos que puedo hacer? Si numero los lugares en los
que pongo las bolas, los movimientos son elementos de Sag, deduce que son 40 movimien-
tos. Este grupo de 40 elementos acttia sobre los 32° collares y tengo que contar el niimero
de 6rbitas para ver cuantos collares hay distintos de verdad. Para cada movimiento hay
que contar los collares que deja invariantes.

Mira que la permutacion (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, 18,19, 20)
deja fijos los collares que tienen igual color la bola de 1 que la de 2, ... todas iguales, hay
tres collares . ..

Ejercicio 3.7. (Este ejercicio no entra para examen.) ;Cuantos cubos distintos se pueden
hacer si tenemos tres colores para pintar las caras?

Definicién 3.8. Consideramos la accién del grupo G sobre GG dada por la aplicacion
¢ :G — Perg

definida por ¢(g) : © — 29 para cada x € G. (Para ver que efectivamente es una accion
ten en cuenta que conjugar era un automorfismo, en particular es una biyeccién y ademas
se tiene (29)" = 29" para todos los g, h,z € G.)

El nucleo de esta accion se llama centro de G, Z(G) (son los elementos que conmutan
con todos, g € G tales que 29 = z para todos = € G, es decir gr = xg). A las orbitas de
esta accion se les llama clase de conjugacion de G.

Para cada x € G se llama centralizador en G de x al subgrupo

Ca(r) ={g € G|xg = gz}.

Fijate que es el estabilizador de la acciéon anterior y por tanto es subgrupo de G y ademas
en la clase de conjugacion de x hay |G|/|Cs(z)|, que es un divisor de |G|.

Observacion 3.9. Considerando la accién de un grupo en si mismo por conjugacion se
deduce que un subgrupo N de un grupo G es normal si y solo si es unién de clases de
conjugacion de G.

Ejercicio 3.10. Describe todos los subgrupos de A4 y prueba que hay uno normal de
orden 4 (se le llama 4-grupo de Klein).
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3.2. SIMPLICIDAD DE Ay

3.2. Simplicidad de A,

Probaremos que el grupo alternado A, con n > 4 no tiene subgrupos normales
propios.

Definicién 3.11. Un grupo G se dice simple si no tiene subgrupos normales propios.
Es decir si N < G implica N =10 N =G.

Ejercicio 3.12. Prueba que todo grupo abeliano simple, es ciclico de orden primo.
Proposicion 3.13. Sin > 4, A, es simple.

Demostracion. Primero hacemos la siguiente observacion: Si H < S, y H £ A, se tiene
que |[HNA,| = @ Efectivamente, por ser H € A, HA,, = S, y Sp/An >~ H/(HNA,).
Asi

|H| =2|HNA,|.

Comenzamos con As, para ello vamos ver cuantas clases de conjugaciéon hay.

Los elementos de A5 son 3-ciclos, 5-ciclos o con estructura (a,b)(c,d). Hay 20, 24 y
15 de cada tipo. Si dos elementos de As son conjugados en As, son conjugados en Sj
luego son del mismo tipo. Veamos con detalle cada uno de ellos.

» Sea g un 3-ciclo. Su clase de conjugacion en Sy tiene 20 elementos, luego |Cs, (g)| =
|S5]/20 = 6 (podemos deducir que Cg,(g) = (9)((4,5))). Se tiene que (4,5) €
S5 — As y por tanto Cs.(g) € As, luego Ca,(g) = Cs,(g) N As tiene orden la
mitad, es decir 3 elementos. Por tanto en la clase de conjugacién de g en As,
que denotaremos cla,(g), hay 60/3 = 20 elementos (o sea todos los 3-ciclos son
conjugados en As).

» Para g = (1,2)(3,4) tenemos que (1,3,2,4) € Cs,(g9) — Ca,(g), luego Cy,(g) <
Cs,(g) y tiene la mitad de elementos. |Cg,(g)] = |S5]/15 = 8. Asi C4,(g9) =
Cs,(g9) N As tiene 4 elementos. Por tanto |cla,(g)] = 60/4 = 15 (o sea todos los
elementos del tipo (a,b)(c,d) son conjugados en As).

» Si g es un 5-ciclo tenemos |Cg;, (g)| = |S5]/24 = 5, luego Cs.(9) = (g9) = Ca,(9)
y por tanto |cla,(g)] = 60/5 = 12, luego hay dos clases de conjugacion en As
formadas por 5-ciclos.

Resumiendo, las clases de conjugacion tienen los siguientes ntimeros de elementos 1, 20, 12,
12,15 y no hay ninguna suma con el 1 que de un divisor de 60, luego A5 no tiene ningtn
subgrupo propio normal.

Sea ahora A, con n > 5y supongamos que A,, es simple para todo m < n. Veamos
que A, es simple. Notemos que 4, acttia transitivamente sobre {1,2,...,n} (para cada
i,7 €{1,2,...,n}, existe g € A, tal que 9 = j).

Sea H el estabilizador de n, (permutaciones pares de {1,2,---n} que dejan fija la
letra n). Se tiene que H = A,,_1. Ademas, por ser la accion transitiva si o € A, fija una
letra (esta en el estabilizador de una letra), o esta en HY para algiun g € A,.

Sea N < A,,. Se tiene que HN N < H = A,_1 y por la simplicidad de H se tiene
que H< NoHNN =1.

Suponemos primero que H < N < A,,. Entonces, tendriamos que H9 < N para todo
g € A, y por lo dicho anteriormente N contiene a todos los ¢ € A, que fijan alguna
letra. En particular N contiene a todos los productos de elementos de la forma (a, b)(c, d).
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3.3. GRUPOS RESOLUBLES

Como todo elemento de A,, es un producto de un nimero par de trasposiciones, todo
elemento de A, estarfaen N, N = A,.

Podemos suponer pues que H NN = 1y por tanto HY NN = (H N N)9 = 1. Asi
que 1 # o € A, que fija alguna letra, no estd en N. Supongamos que N > 1 y sea
1 # 0 € N. La descomposicién de o como producto de ciclos disjuntos puede tener sélo
trasposiciones o tener un ciclo de longitud mayor o igual que tres.

En el primer caso, 0 = (a,b)(¢,d)--- es producto de trasposiciones disjuntas (al
menos dos por ser de A,). Sea e una cifra distinta de a, b, ¢, d, entonces (a,b)(d, e) € A,
luego ¢(@0)(4€) = (b a)(¢c,e)--- =1 € N. Se tiene o7 € N y o7 fija a y lleva d a e, asi
que no es la identidad, lo que contradice lo dicho.

En el segundo, 0 = (a,b,c,...)... es producto de ciclos disjuntos. Sean d, e cifras
distintas de a, b, ¢, asi (¢, d, e) € A, luego o(©%€) = (a,b,d,...) =7 € N. Como o # T,
se tiene que 1 # o7~ € N y fija a, otra vez contradiccion. Asi que N = 1 O

Ejercicio 3.14. Prueba que en S, con n > 2, el tnico elemento del centro (el tnico
elemento que conmuta con todos) es la identidad.

Proposicion 3.15. S, se puede generar con una trasposicion y un ciclo de longitud n,
o sea S, = ((1,2),(1,2,---,n)).

Demostracion. Sabemos que toda permutacion es producto de trasposiciones, luego 5,
se puede generar con todas las trasposiciones. Veamos que también se puede generar con
unas pocas trasposiciones, exactamente con estas

(1,2),(2,3),(3,4),...,(n—1,n).
En efecto, si H = ((1,2),(2,3),(3,4),---,(n—1,n)), para todo i < j, se tiene

(i,§) = (i,i 4+ 1)EHLH2E+243)..G-15) ¢ f

luego H tienen todas las trasposiciones y por tanto H = .5,,.
Ahora sea H = ((1,2),(1,2,...,n)), podemos escribir (1,2)1:2-m) = (2,3) € H,
(2,3)121) = (3,4) € H y hasta (n — 1,n) € H. Por lo anterior H = S,,. O

3.3. Grupos resolubles
Definicién 3.16. Un grupo G se dice resoluble si existen subgrupos G; verificando
1=Gp<G1 4---4Gp1 4G =G (3.1)
y Git+1/G; es abeliano para todo i.
Proposicion 3.17. Sea G un grupo.
a) Si H<G y G es resoluble, entonces H es resoluble.
b) Si N <G, entonces G es resoluble si y solo si N y G/N lo son.

Demostracion. a) Como G es resoluble podemos considerar la serie (3.1) anterior. Re-
cordemos que si N <Gy H< G, HNN < HyH/(HNN) ~ HN/N. Tenemos
HﬂGi+1 < Gi+1 yG; 4 Gi+1, luego HﬂGi+1mGi < HﬂGi+1, es decir HNG; < HﬂGi+1.
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Asi tenemos la serie
l=Hy<dGiNH<--- 4G NH<AG,NH = H,
y se tiene
(HNGip1)/(HNG;) = (HNGiy1)/(HNGip1 NG) ~ (H N Gig1)Gi/ G
El grupo (HNG;+1)G;/G; es abeliano por ser subgrupo de G;11/G;, luego H es resoluble.

b) Si G es resoluble y N < G, por lo anterior N es resoluble. Veamos que G/N es
resoluble. A partir de la serie (3.1) anterior construimos

1=Gy<GN/N<---<G_1N/N < G,N/N =G/N

Para ver que cada subgrupo es normal en el anterior, veamos que G;N < G;41 N
Veamos que (G;N)* = G;N para todo x = g;1-1m € G111 N con giy1 € Git1,m € N.
Un elemento z € G; N arbitrario es de la forma z = ¢g;n con g; € G;,n € N. Entonces

2 = ((gm)# = (gl sy

Como G; 4 Gip1, ¢7' = h; € G; y como N < G, n9+1 = ny € N asi que la expresion

7
anterior queda

2% = (hin1)™ = b = m™ hymn® = hih; 'm ™ hymn € G;N

donde hemos vuelto a utilizar que N es normal en G.
Asf tenemos

1=Gy < GIN/N <...d Gk_lN/N < GkN/N = G/N
y se tiene
(NGH_l/N)/(NGZ/N) ~ NGH_l/NGZ' = NGZGH_l/NGz ~ G1+1/(NGZ N Gi+1).

Como L = NG; N Giy1 es un subgrupo tal que G; < L < Gjy1. Se tiene que
(Gi+1/Gi)/(L/G;) ~ Git1/L, y por tanto G;+1/(NG; N Gi+1) es un cociente de un
abeliano y por tanto es abeliano para todo 1.

Reciprocamente, supongamos ahora que N y G/N son resolubles. Recordar que los
subgrupos normales de G/N son de la forma L/N siendo L < G. As por hipotesis
tenemos

1=NogdN; <--- N1 dN, =N

tales que N;;1/N; es abeliano y recordando cémo son los subgrupos normales de un
cociente,

1=Go<Gy/N Q- < Gny/N 4Gy/N =G/N
tales que (G;+1/N)/G;/N es abeliano. Luegoi
Git1/Gi ~ (Giy1/N)/Gi /N
es abeliano y por tanto la serie
1=NodN; <IN 1 ANy =NdG 4 4Gp1 4G, =G

prueba que G es resoluble. ]
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Proposicion 3.18. Un grupo finito G es resoluble si y solo si existen subgrupos G;
verificando
1=Go <G 9--- <G 4G =G,

con Giy1/G; ciclico de orden primo.

Demostracion. La implicacién hacia la izquierda es obvia. Demostraremos el reciproco
por induccion sobre |G].

Siexiste 1 # N < Gy N # G, como G/N y N tienen orden menor que G y son
resolubles, por induccién, cada uno de ellos tiene una serie con cocientes ciclicos de orden
primo. Las dos series se pueden juntar como hemos hecho en la demostraciéon del teorema
anterior construyendo una serie de G con cocientes ciclicos de orden primo. Si G es simple
y resoluble, por la definicién tiene que ser abeliano y por tanto ciclico de orden primo y
tenemos la serie con un tnico eslabén. O

Proposicion 3.19. Sin > 4, A, es el dnico subgrupo normal propio de Sy.

Demostracion. Como |S,, : Ap| =2, A, 1S5,.Seal # N <.S,. Se tiene que NNA4,, < A,
y por la simplicidad de A,,, NN A, =A4,0 NNA, =1.
SiNNA,=A,, A, <N < S, y por ser el indice de A, en S,, primo, se tiene que
N=A,0N=25,.
SiNNA, =1, A4, < A,N < S, y por la misma razon que antes, A,N = S,. Se
tendria que el grupo
N=N/NNA, ~A,N/A, =S,/A,

es ciclico de dos elementos.

Sin € N para todo g € S, por ser N normal, n9 € N y por tener solo dos elementos
nd = n, luego n conmuta con todos los elementos de .S,. Por el ejercicio 33 es una
contradiccién. O

3.4. Teoremas de Sylow

Ejercicio 3.20. El orden del grupo G es potencia de p. Prueba que Z(G) # 1.
Pista: Considera la accion de G sobre G por conjugacion y suma los elementos de
cada orbita.

Ejercicio 3.21. Si G/Z(G) es ciclico, prueba que G es abeliano.

Ejercicio 3.22. Prueba que los grupos de orden p? con p primo, son abelianos.
Pista: Utiliza los dos ejercicios anteriores.

Ejercicio 3.23. El orden del grupo G es potencia de p y 1 < N < G. Prueba que
Z(G)NN # 1.

Pista: Considera la accién de G sobre N por conjugaciéon y y suma los elementos de
cada orbita.

Ejercicio 3.24. Sabiendo que el primo p divide al orden de G, prueba que existe un
elemento de orden p y por tanto un subgrupo de orden p.

Nota: Este resultado se conoce como el Teorema de Cauchy. Los teoremas de Sylow
afirman maés: que para cada potencia de un primo p que divida al orden del grupo existen
subgrupos de ese orden.
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3.4. TEOREMAS DE SYLOW

Pista: Por induccién sobre el orden de G. Si G tiene un subgrupo H propio de orden
divisible por p, ya estd. En otro caso considera la accién de G sobre G por conjugacion
y cuanta las érbitas. Mira que las 6rbitas tiene un elemento o un ntmero divisible por p
y mira que p divide al orden del Z(G).

Ejercicio 3.25. Sea p el primo mas pequenio que divide al orden de G. Prueba que si G
tiene un subgrupo H de indice p, entonces H es normal en G.

Pista: Considera la acciéon de G sobre las coclases de H y mira el orden que tiene que
tener el nicleo.

Probamos a continuaciéon los teoremas de Sylow que afirman que para cada grupo
finito G y cada primo p divisor del orden de G existen subgrupos de orden la maxima
potencia de p que divide al orden de G. Estos subgrupos se llamaran p-subgrupos de
Sylow y son todos ellos conjugados.

Comenzamos con una propiedad de nimeros. Por comodidad, para un natural a
denotamos a, la mayor potencia de p que divide a a.

Lema 3.26. Sean m y n enteros positivos y p un primo. Si p no divide a m, entonces p

.. L . . ua
no divide al niimero combinatorio (ppfln).

Demostracion. El tal nimero combinatorio es un cociente e/ f con
e =p"m(p"m —1)(p"m =2)...(p"m — (p" = 1))

y [ = p"(p" — 1)...1. Tenemos p" factores en el numerador y en el denominador.
Simplificamos por p™ y buscamos los factores donde puede aparecer p como divisor.
Los factores del denominador son a tales que 1 < a < p™ — 1 y los del numerador
p"m — a (en m no aparece el factor p porque p no divide a m).
Para un entero x vamos a llamar x, a la mayor potencia de p que divide a x.
Veamos ahora que (p"m — a), = a, con lo que no nos quedara ningun factor primo
p v tendremos la tesis.
Ponemos a = pPa; con a; primo con p. Sabemos que a < p" —1 luego b < n. Entonces

n—bm _ al)

p"m—a=p’(p

y como p no divide a p"®m — a; se deduce que ap = P’ = (p"m — a)p.
Asi ¢ < n—1y p®dividen a p", de donde se sigue que p¢ divide a a y ya tenemos
que ap = (p"m — a),. O

Proposicion 3.27 (Teorema de Sylow). Sea G un grupo y |G| = p™m con p primo y tal
que p no divide a m. Existen subgrupos P de G tales que |P| = p™. A tales subgrupos se
les llama subgrupos de Sylow de G.

Demostracion. Sea §2 el conjunto de todos los subconjuntos X de G que tienen p"™ ele-
mentos. Veamos que alguno de ellos es grupo. Se verifica que €2 tiene un ntmero de
elementos que coincide con el combinatorio de p™m sobre p” y por tanto el ntimero de
elementos de €2 no es divisible por p.

Por otra parte, para cada X € Q y cada g € G, el conjunto Xg también tiene p™
elementos, luego esta en §2. Es claro que la aplicacion

G—Sa (9= (X — Xg))
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3.4. TEOREMAS DE SYLOW

es una accion de G sobre €). Si todas las 6rbitas tuvieran un niimero de elementos divisible
por p, £, que es union disjunta de las 6rbitas, tendria un nimero de elementos divisible
por p y hemos dicho que no es asi. Asi que existe un X €  tal que en su 6rbita Ox hay
un nimero de elementos que no es divisible por p.

Como |Ox| = p"m/|St(X)| se tiene que P = St(X) = {g € G|Xg = X} es un
subgrupo de G que verifica |P| > p™. Ademas si fijamos un x € X podemos considerar
la aplicaciéon de P en X dada por

P—X (9— xg9),

que es claramente inyectiva, luego |P| < p™ . Por ser X y P finitos y ser |P| > p" = | X|
se sigue que |P| = |X| = p" y como P es subgrupo tenemos la tesis. O

Proposicion 3.28. Sea p un primo divisor del orden del grupo finito G. St H es un
subgrupo de G de orden potencia de p y P es un p-subgrupo de Sylow de G, entonces
eriste g € G tal que H < PY.

Demostracion. Sea = {Pg | g € G} sabemos que || no es divisible por p. El grupo H
actua sobre 2 por multiplicacion a derecha

H — Sq (h— (Pg— Pgh)).

Tenemos €2 es la union disjunta de las 6rbitas y como en las 6rbitas hay un nimero
de elementos divisor del orden del grupo que actia que es H, el nimero de elementos de
una orbita es 1 o multiplo de p (potencia de p exactamente). Por ser la suma de multiplos
de p, multiplo de p y como || no es divisible por p, hay al menos una 6rbita con un sélo
elemento.

Asi existe ¢ € G tal que Pgh = Pg para todo h € H y por tanto ghg~* € P para
todo h € H, es decir h € PY para todo h € H y por tanto H < P9Y. ]

Corolario 3.29. Si P y Q) son p-subgrupos de Sylow de G, existe g € G tal que Q) = P¥Y.

Demostracion. Por el teorema anterior existe g € G tal que Q < PY y por tener el mismo
orden se tiene la igualdad. O
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Capitulo 4

Anillos, cuerpos y polinomios.
Existencia de raices

4.1. Anillo de polinomios sobre un cuerpo

Si R es anillo se de denota con R[] el anillo de polinomios sobre la indeterminada x
y con coeficientes en R. El grado de un polinomio p(z) se denota mediante §(p).

Definicién 4.1. Sean R y S anillos. Un homomorfismo de anillos, f : R — 5, es un
homomorfismo entre los grupos aditivos de R y S tal que para todo x,y € R se tiene
flay) = f(2)f(y) y f(1) =1.

El ntcleo de un homorfismo de anillos, ker(f) = {r € R|f(r) = 0}, es un ideal de
R (un ideal I es un subgrupo de R tal que para todo r € Ry x € I, se tiene que
ar, rx € R).

Ejercicio 4.2. Prueba que todo homomorfismo de cuerpos es inyectivo.

Proposicién 4.3. Homomorfismo evaluaciéon. Sea R un anillo conmutativo y a € R.
La aplicacion ey : R[z] — R definida por eq(p) = p(a) es un homomorfismo de anillos.

Demostracion. Ejercicio. ]

Recordemos que K|[z] es dominio euclideo con la funcién grado que denotamos gr, es
decir, que dados 0 # f,g € K|[z] existen ¢,r,q € K[z] tnicamente determinados (salvo
unidades) tales que f = gq+ r y gr(r) < gr(g).

Proposicion 4.4. K[z] es dominio de ideales principales. Si K es un cuerpo y I
es un ideal no nulo de K[z, existe un unico p € K[x| monico tal que I = (p) (se denota
I =(p) ={pqlq € Klz|} al ideal generado por p, es decir. el menor ideal que contiene

ap).

Demostracion. Elegimos en I un polinomio ménico f de grado de minimo, utilizando
el algoritmo de la division se prueba que f genera I y que es el inico moénico que lo
genera. [

Proposicion 4.5. Maximo comun divisor. Sean f,g € Klz|, no nulos, entonces
existe un unico d € K|x], monico tal que (f)+ (g9) = (d) y se tiene d divide a f ya g, y
sie divide a f y a g, d divide a e.
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Demostracion. Por ser K[z] dominio de ideales principales y ser (f) + (g) un ideal de
K [z] se tiene que existe un unico d € K[z] monico tal que (f)+ (g) = (d) y d divide a f
y ag.Siedivide a f y a g, se tiene (f), (g) C (e) luego (f) + (9) = (d) C (e) y e divide
ad. O

4.2. Polinomios irreducibles y cuerpos

Proposicion 4.6. Sean p € K[z| y a € K, entonces p(a) =0 si y solo si x — a divide a
p.

Demostracion. Utilizando que K[z] es dominio Euclideo se deduce que existen unos
tnicos ¢,r € K|x] tales que p = q(x —a) +r y o bien r = 0 o bien gr(r) < gr(g) =1, es
decir en ambos casos r € K y se tiene r = p(a). O

Proposicion 4.7. El polinomio p es irreducible si y solo si K[x]/(p) es un cuerpo.

Demostracion. Supongamos que K[z]/(p) es un cuerpo. Si p = fg con f,g € K[z] y
gr(f),gr(g) < gr(p), tendriamos (f + (p))(g + (p) = (p), es decir que (f + (p)), (9 + (p)
son divisores de cero en K|[z]/(p) luego no tienen inverso y por tanto K[z|/(p) no es
cuerpo. Luego si p = fg con f,g € K[z], uno de los dos polinomios es constante y por
tanto p es irreducible.

Supongamos que p es irreducible y sea f + (p) # (p). Se tiene que el maximo comin
divisor de f y p es 1 y por lo anterior existen a,b € K|z| tales que af + bp = 1. Asi se
tiene (a + (p))(f + (p) = 1+ (p) y por tanto todo f + (p) no nulo es unidad y K|[z]/(p)
es cuerpo. ]

Proposicion 4.8. Supongamos que p € K|[z| es irreducible, entonces existe un cuerpo
E que contiene a K como subcuerpo tal que p tiene una raiz en E.

Demostracion. Supongamos que p(x) = ag + a1 + -+ - + a,x™. Por la proposicion 4.7,
sabemos que F = K[z]/(p(z)) es un cuerpo. Consideramos el homomorfismos de anillos
K|[x] — E dado por f — f = f + (p).

Notemos que si 0 # a € K, entonces @ # 0, por lo que K es isomorfo a K = {@|a €
K} C E. Identificamos K con K. Con esta identificacion tenemos que el el polinomio p
se transforma en

po(X)=ap+@mX + - +a,X" € K[X].

Consideramos el elemento e =T € E. Se tiene
po(e) =p=0
y la proposicién queda demostrada. O

Definicién 4.9. El cuerpo primo del cuerpo K es la interseccién de todos los subcuerpos
de K.

Proposicion 4.10. Sea F' el cuerpo primo de K. Si la caracteristica de K es cero,
entonces F' es isomorfo a Q y si la caracteristica es p, entonces F' es isomorfo a Zy,.

Demostracion. Ejercicio. O
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Ejercicio 4.11. (Binomio de Newton). Sean a,b elementos del anillo R tales que
ab = ba. Si n es un entero positivo, probar que

(a+b)" = zn: ( ’; ) alb" .

j=0
(Dar la definicion de ( 7; ))

Ejercicio 4.12. En un cuerpo de caracteristica p probar que

(a+b)P =a?P +bP.

(Demostrar previamente que si 1 < j7 < p — 1, entonces p divide a ( ? >)

4.3. Raices y polinomios irreducibles

En el resultado siguiente denotaremos por f’ la derivada del polinomio f

Proposicion 4.13. Sea K un subcuerpo de E y f € K|z|. Se tiene:
a) Sia € E, a es raiz multiple de f si y solo si f(a) = f'(a) =0
b) Si f"#£0 y (f,f') =1, entonces f no tiene raices miltiples en E.
c) Si f es irreducible en K[z] y f' # 0 y, entonces todas las raices de f son distintas.

d) Sila caracteristica de K es cero, los irreducibles de K[x] no tienen raices maltiples
en ningun cuerpo extension de K.

e) Si la caracteristica de K es p, los irreducibles de K[z| de grado no multiplo de p,
no tienen raices miltiples en ningin cuerpo extension de K.

Demostracion. a) Se dice que a € F es raiz multiple de f si en E|[x] tenemos f = (z—a)"q
para algiin n > 1y q € Elx]. En este caso f' = n(z —a)" ¢+ (x —a)"¢/ y f'(a) =0
(recuerda que [’ € K|x]).

Reciprocamente, si a no es raiz multiple, f = (z —a)q de modo que ¢g(a) # 0. En este
caso f'=q+ (z —a)q'y f'(a) =q(a) #0.

b) Si (f, f) = 1, existen A, B € K|[x] tales que Af + Bf' =1y si existiera una raiz
miultiple a, seria por a) f(a) = f'(a) =0, y asi 1 = 1(a) = 0, que es contradiccion.

¢) Por ser f’ # 0, se deduce la tesis de b).

d) La derivada de un polinomio no constante no es nula y se puede aplicar lo anterior.

e) La derivada de un polinomio de grado no multiplo de p no es nula y se puede
aplicar lo anterior. O

Proposicion 4.14. Criterio de Eisenstein. Sea f(x) = ap + a1z + - -+ + apz™ con
a1 € Z. Supongamos que existe un primo p de Z tal que pla; para 0 < i < n—1, p no
divide a a, y p* no divide a ag. Entonces f es irreducible en Q[x].

Demostracion. Se conoce de segundo curso. O
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Proposicion 4.15. Sea E un cuerpo de caracteristica cero ¢ p tal que p no divide a n,
en el que f = 2™ — 1 factoriza como producto de polinomios de grado 1, sus raices se
llaman raices n—ésimas de la unidad.

El polinomio f tiene exactamente n raices distintas y forman un grupo ciclico con la
multiplicacion de E.

Demostracion. Como la caracteristica de K es cero, f' = na" ! # 0, ademas f y f’ son
primos entre si, luego por lo anterior se tiene que las raices de f en E son todas distintas.

Sea H el conjunto de las n raices de f. Es claro que H es un grupo abeliano con
la multiplicacién de E. Los elementos de H que estan en un subrupo de orden p, con p
divisor de n, son raices de P — 1, luego solo pueden existir p elementos de este tipo, es
decir, solo existe un subgrupo de H de orden p, que solo lo cumplen los grupos ciclicos
(repasar lo visto en segundo curso sobre grupos abelianos). O

Asi para H = {raices de 2" — 1} existe £ € H tal que H = (&) = {1,£,&%,--- &1}
A una tal € se le llama raiz n-ésima primitiva de la unidad.

Ejercicio 4.16. Recuerda que las raices en C de 2" — 1 forman un grupo ciclico para el
producto, generado por € = e2™/" = cos2r /n+isen2m/n. Encuentra las raices de 2 —a
siendo a € R positivo (conociendo C).
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Capitulo 5

Extensiones de cuerpos

5.1. Extensiones de cuerpos y grado de la extensién

Definiciéon 5.1. Decimos que E/K es una extension de cuerpos si K es un subcuerpo
de E.

Es claro que F es un K—espacio vectorial. La extension se dice finita si la dimension
de FE como K-espacio vectorial es finita. Escribiremos |E : K| = dimg(E) y a este
nimero lo llamaremos grado de la extension.

Observamos que si £/K es una extension finita, existen ai,---,a, € E tales que
todo elemento de F es una K—combinacion lineal de ay, - , a,.

Definiciéon 5.2. Si E/K es una extension y X C E escribiremos K (X) para denotar la
interseccion de todos los subcuerpos de E que contienen a K y a X. Es obvio que K (X)
es el menor subcuerpo de E que contiene a K y a X. Notemos también que K(X) no
depende realmente de E siempre que K, X C E.

Notaemos que si E/K es una extension y a € E, entonces el cuerpo K(a) debe
contener a todos los elementos f(a) con f € K[z] y sus inversos. Se tiene lo siguiente

Ejercicio 5.3. Prueba que si E/K es una extension y a € E, entonces

K(a) = {f(a)/g(a)| f,g € K[z],9(a) # 0}

Ejercicio 5.4. Sea E//K una extension de cuerpos y L un cuerpo intermedio, K C L C
E. Entonces E/K es finita si y solo si E/L y L/K lo son. En este caso probar que se
tiene que |E : K| =|E : L||L : K|.

Ejercicio 5.5. Sean FE;/K; una extension finita y 0 : F; — Es un isomorfismo de
cuerpos. Si Ko = o(K), probar que |E; : K1| = |Ea : Ka|.

Ejercicio 5.6. Sea E//K una extension y aj,--- ,a, € E. Prueba que K(a, -+ ,a,) =
(K(ala s aak))(ak—‘rla s aan)-

5.2. Extensiones algebraicas

Definicion 5.7. Si F/K es una extension y a € E, diremos que a es algebraico sobre
K si existe 0 # p(x) € K[z] tal que p(a) = 0. La extension se dice algebraica si todos
los elementos de E son algebraicos sobre K. Diremos que a es transcendente sobre K si
no es algebraico.
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Es claro que todos los elementos de K son algebraicos sobre K porque x — k se anula
en k. Los niimeros reales 7 y e son transcendentes sobre Q, aunque estos teoremas son
complicados de probar.

Proposicion 5.8. Si E/K es finita, entonces E/K es algebraica.

Demostracion. Sea a € E'y supongamos que |E : K| = n. Queremos probar que a es raiz
de algin polinomio no cero de K[z]. Podemos suponer que a # 0. Si existen i > j > 0
tales que a’ = a’, entonces a es raiz del polinomio 2'~7 — 1 € K|[x]. En caso contrario el
conjunto 1,a,a?, - -- ,a" tiene n+ 1 elementos y por tanto es K-ligado. Por tanto existen
ko, k1, , kn, € K no todos nulos tales que

k0+k1a+---+k‘na”:0.

Entonces el polinomio no nulo
ko + kix + -+ kya™ € K[ZL‘]

se anula en a, luego a es algebraico sobre K.
O

Proposicion 5.9. Teorema del elemento algebraico. Sean E/K una extension y
a € E algebraico sobre K. Se tiene:

a) Ezxiste un dnico polinomio mdnico p € K|z| irreducible en K[z] tal que p(a) = 0.
Ademds, para todo q € K[x], entonces q(a) = 0 si y solo si p divide a q.

b) K(a) ={f(a)| f € Kz}

c) Sigr(p) =n, entonces {1,a,--- ,a" '} es una K-base del espacio vectorial K (a).
Por tanto |K(a) : K| = gr(p).

Demostracion. a) Definimos ¢ : K[z] — E por ¢(f) = f(a), que es la restriccion a K|[z]
del homomorfismo evaluacion, luego es homomorfismo de anillos. Como a es algebraico,
el ideal I = ker(p) no es cero. Por ser K|[z] un dominio de ideales principales (ver 4.4)
existe un tnico p € K[x] monico tal que I = (p) (de grado minimo en I). Tenemos que
si ¢ € KJ[z] entonces g(a) = 0 si y solo si p divide a ¢q. Para ver que p es irreducible,
supongamos que p = gh. Entonces se tiene que 0 = g(a)h(a) luego g 6 h estan en I en
contra de la minimalidad del grado de p, luego p es irreducible. Cualquier otro polinomio
de I es divisible por p, luego p es el tnico polinomio de I irreducible y ménico.

b) o(Klz]) ={f(a)| f € K[x]} C K(a). Como p es irreducible K[z]|/(p) = K|[z]|/ ker ¢
es cuerpo, luego ¢(K[z]) ~ Klz|/ ker ¢ es cuerpo, claramente contiene a K y al elemento
a € F, luego p(K[a]) = K(a) y {f(@)f € K[z]} = K(a).

c) Sea gr(p) = n, si {1,a,---,a" 1} fuese K-ligada existirfa un polinomio no nulo
g € K[z] de grado n — 1 tal que g(a) = 0 en contra de a). Todo elemento de K(a) es
de la forma f(a) para algin f € KJz]| por ¢). Por ser K[z] dominio euclideo, existen
q,r € K[z] tales que f =gp+r y gr(r) < gr(p) = n. Se tiene que

fla) = q(a)p(a) + r(a) = r(a)

y como gr(r) < n, r(a) es una K-combinacién lineal de {1,a,--- ,a" " '}. Asi {1,a,--- ,a" "1}
genera K(a) y se tiene d).
0
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Notacion. Al polinomio p anterior se le llama polinomio minimo o irreducible de a
sobre K.

Ejercicio 5.10. Consideremos p(z) = 23 — 2 € Q[z]. Este polinomio es irreducible por
el criterio de Eisenstein. Consideramos la tnica raiz real que tiene, /2 € R. Por la
proposiciéon anterior tenemos

Q(V2) = {a+ bV/2 + cV4|a,b,c € Q}.

Si u = 1+ /2, vamos a ver de dos formas distintas cémo expresar 1/u como Q-
combinacién lineal de la base {1, v/2, v/4}.

Forma 1: La aplicacion f : Q(v/2) — Q(¥/2) dada por f(z) = ux es una aplicacién
Q-lineal y es biyectiva.

La matriz de f en la base anterior (por columnas) es

1 0 2
1 1 0
01 1
Resolviendo el sistema
1 0 2 a 1
1 1 0 b = 0 |,
01 1 0

obtenemos 1/u = 1/3(1 — /2 + v/4).

Forma 2: sabemos que Q(v/2) = Q[z]/(2® —2) y el isomorfismo lleva v/2 a la clase de
X. El elemento u corresponde por tanto a la clase del polinomio 1+ x en el cociente de la
derecha. Para calcular inversos en un cociente de esta forma podemos usar la identidad
de Bezout, es decir, buscamos polinomios s y ¢t en Q[x] tales que

1=14z)s+ (2 —2)t

y al tomar clases en el cociente, vemos que la clase de s sera inversa de la de 1+ x. Para
buscar s y t dividimos y obtenemos

3 —2=(1+z)(2?—z+1)-3

luego
l=1+2)(z*-z+1)/3—(23-1)/3

asi que s = (2% — 2 + 1)/3. Bajo el isomorfismo anterior este elemento corresponde a
(\3752 — /2 +1)/3 que es por tanto el inverso de u.

Proposicion 5.11. Sean E/K una extension y ai,--- ,a, € E algebraicos sobre K.
Entonces K(a1,--- ,a,)/K es finita.

Demostracion. Lo demostramos por induccién sobre n. Para n = 1 se tiene por el teorema
del elemento algebraico. En otro caso, sea L = K(a1, - ,an—1), por induccion L/K es
finita y también lo es L(ay,)/L. Por el ejercicio 5.4, L(ay)/K es finita y como, por el
ejercicio 5.6, L(a,) = K(ai,--- ,ay,) se tiene lo que queriamos.

O
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Consecuencia. De las dos proposiciones anteriores se sigue que la suma y producto
de elementos algebraicos es algebraico.

Lema 5.12. Un isomorfismo de cuerpos se extiende (de forma natural) a un isomorfismo
en los correspondientes anillos de polinomios.

Demostracion. Sea o : K1 — Ko homomorfismo de cuerpos, entonces es la aplicacién

o(ag + a1z + -+ + apz"™) = o(ag) + o(ar)x + -+ - + o(ay)z"”

define un isomorfismo de anillos o : Kj[z] — Ka[x].
O

En particular se tiene que p € Kj[x] es irreducible si y solo si lo es o(p) € Kslx].
Observar que también hemos llamado ¢ al isomorfismo en los anillos de polinomios.

Proposicion 5.13. Sean E1/K; y E2/Ks extensiones, o : K1 — K un isomorfismo,
p1 € Kilz| irreducible y po = o(p1) € Kalz|. Supongamos que a; € E; es raiz de p;
para i = 1,2. Entonces o se extiende a un isomorfismo 0 : Ki(a1) — Ka(ag) tal que
0(a1) = as.

Demostracion. Podemos suponer que p; es monico (y por tanto también ps). Entonces
tenemos que p; es el polinomio irreducible de a; y ps es el polinomio irreducible de
as. Sabemos por la proposicion 5.9 (apartado c¢) que Ki(a1) = {f(a1)|f € Ki[z]} ¥
Ka(az) = {g(az) |g € Kala]}.

Definimos 6 : Ki(a1) — Ks(ag) del siguiente modo. Si f € Kj[z], entonces

0(f(ar)) = o(f)(az)

Para ver que esta aplicacion esta bien definida notemos que si f, g € Ki[z], f(a1) = g(a1)
siysolosi (f—g)(a1) = 0siysolosip; dividea f—gsiysolosio(py) divideao(f)—o(g)
si y solo si py divide a o(f) — o(g) siy solo si o(f)(az2) = o(g)(az).

Esto prueba que la aplicaciéon estd bien definida y que es inyectiva. Es inmediato
comprobar que es suprayectiva y que respeta la multiplicacién y la suma. Ademas 6
extiende a o y 6(a1) = as.

O

Corolario 5.14. Supongamos que E/K es una extension y p € K|x] irreducible. Si
a,b € E son raices de p, entonces existe un isomorfismo de cuerpos 6 : K(a) — K(b) tal
que 6(a) = b y 6(k) = k para todo k € K.

Demostracion. En la proposicion anterior considerar o = 1. O

Ejercicio 5.15. También se cumple a la inversa, es decir: si /K es una extension y
a,b € E son algebraicos sobre K tales que existe un isomorfismo de cuerpos 6 : K(a) —
K(b) tal que 6(a) = by 0(k) = k para todo k € K, entonces b es raiz del polinomio
minimo de a, es decir, existe p € K|[x] irreducible tal que a,b son raices de p.
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5.3. Cuerpos de escisiéon

Definiciéon 5.16. Sea f € K[x] un polinomio no constante, decimos que f se escinde
en E si existen a,aqi, -+ ,a, € E tales que f = a(x —a1)---(z — ay). Si ademés E =
K(ay, -+ ,ay), se dice que E es cuerpo de escision de f sobre K.

Si todo polinomio no constante en K|[z] se escinde en K, se dice que K es algebrai-
camente cerrado.

Nota. Teniendo en cuenta la factorizacion tnica en el anillo K[z], podemos escribir lo
siguiente.

= Todo polinomio de grado 1 en K[x] se escinde en K.

» Un polinomio f en K|[z] se escinde en K si todos los polinomios no constantes en
la descomposicién de f como producto de irreducibles son de grado 1.

» Si f=a(zx—ay)--(x—ay) se escinde en K con a,ay,--- ,a, € K, las raices de f
en cualquier extension E de K son exactamente aq,:- - , Gy.

» Si f en K[z] se escinde en K y p € K[z] es no constante con p | f, entonces p se
escinde en K .

Nuestro proximo objetivo es probar que todo polinomio p € K[z tiene cuerpo de
escision y que este es tnico salvo un isomorfismo que fija los elementos de K. Para ello
serd fundamental la proposicion 4.8.

Teorema 5.17. Existencia cuerpos de escision. Sea f € K|[z]| no constante, entonces
existe un cuerpo de escision de f sobre K.

Demostracion. Lo probamos por induccién sobre el grado de f. Si f se escinde en K,
entonces K es cuerpo de escision de f. Asi podemos suponer que hay un factor irreducible
f1 de f que no se escinde en K.

Por la proposicion 4.8 sabemos que existe una extension F'/K tal que F' contiene
una raiz a de fi. Por tanto f(a) = 0. En este caso f € K(a)[z] y sabemos que existe
g € K(a)[z] tal que

f=(z—a)g.

Ahora por induccion existe un cuerpo de escision para g sobre K (a), es decir existe una
extension F /K (a) donde

g=">b(x—b1)(x—0bg)--(z — by)

con

E=K(a)(b,- - by).

Por el ejercicio 5.6 tenemos que E = K(a,by,---bg) y como f =b(x—a)(x—b1)(z —
by) - -+ (x — by), el teorema queda probado.
0
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Ejemplo 5.18. El polinomio f(z) = z* — 422 + 2 € Q[z] es irreducible por el criterio
de Eisenstein. Las raices de f en R son a =v/2 +v2, 8 =V 2 —V/2, —a y —f. Por tanto

el cuerpo (deberiamos decir “un", pero probaremos la unicidad) de escision de f sobre
Q es Q(a, B).

Ahora aff =v2 = a? —2 € Q(a) con lo que # € Q(a) y Q(a, B) = Q(a). Ademas
|Q(a) : Q = 4.

Definicion 5.19. Una extension E/K se dice que es normal si existe un polinomio f en
K[x] no constante tal que E es cuerpo de escision de f sobre K.

Nota. Por la proposicion 5.11 las extensiones normales son finitas. Si E/K es normal
y L es un cuerpo intermedio K C L C E, se tiene que E/L es normal.

Ahora nos proponemos probar la unicidad de los cuerpos de escision.

Teorema 5.20. Sean o : K1 — Ko isomorfismo, fi € Ki[x] no constante, fo = o(f1) €
Ks[x] y E; cuerpo de escision de f; sobre K; parai = 1,2, entonces existe un isomorfismo
7 : B — Es que extiende o.

Demostracion. Probaremos el teorema por induccion sobre |Fy : Ki|. Tenemos que |Fy :
K| =1 siy solo si fi se escinde sobre K;. En este caso las raices de f1 sobre cualquier
extension de Kj estan en Kj (ver la nota tras 5.16). Asi £} = K;. Como o es un
homomorfismo de anillos fo = o f; se escinde en Ky = (K1) y también Ey = Ky y se
tiene el teorema.

Supongamos |Ey : K1| > 1. En este caso existe un factor irreducible p de f; de grado
mayor o igual que 2. Como fi se escinde en Ep, p se escinde en E; y o(p) se escinde en
Es.

Sea a una raiz de p en E; y b una raiz de o(p) € Ka[z] en Es. Por la proposiciéon 5.13
existe un isomorfismo de cuerpos p : Kj(a) — Ka(b) que extiende o. Notemos que E;
es un cuerpo de escision de fi sobre Ki(a) y que E es un cuerpo de escision de o(f1)
sobre Ko(b). Ademas

|E1 ZK1| = |E1 : Kl(a)HKl(a) . K1| = |E1 :Kl(a)\gr(p) > ‘El : Kl(a)|

Por inducciéon existe un isomorfismo 7 : By — Es que extiende p, luego extiende o.
O

Corolario 5.21. Unicidad de los cuerpos de escision. Sean Ei y Fo cuerpos de
escision de un polinomio no constante sobre K , entonces existe un isomorfismo 7 : E1 —
Es tal que 7(k) = k para todo k € K.

Demostracion. Hacer 0 = 1k y se tiene lo que queremos.
O

Corolario 5.22. Sean E/K una extension normal y K C My, My C E subcuerpos. Si
o : My — Ms es un isomorfismo que fija K, entonces existe un isomorfismo § : E — E
que extiende o.

Demostracion. Por hipotesis E es cuerpo de escision de algtn polinomio f € Klz]| no
constante. Tenemos que E es cuerpo de escision de f sobre M; para ¢ = 1,2 y ademaés
o(f) = f. El resultado se sigue por el teorema.

O
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Corolario 5.23. Sea E/K una extension normal y p € Klx| irreducible. Si a,b son
raices de p en E, entonces existe un isomorfismo 7 : E — E tal que 7(a) =b y 7(k) = k
para todo k € K

Demostracion. Aplicar sucesivamente los corolarios 5.14 y el anterior.

O]

Ejercicio 5.24. Hallar los polinomios minimos en Q[x] de i, @, “/ngl v V2 — /3.

Ejercicio 5.25. Hallar los grados de las siguientes extensiones de cuerpos: Q(v/3)/Q,

Q(v2,v3)/Q, Q(v2,v3,1)/Q, Q>iv2)/Q.

Ejercicio 5.26. Sea f(x) = (22 —3)(z3+1) € Q[z] y g(z) = (22 —22—-2)(2?+1) € Q[z].
Prueba que Q(+/3,1) es cuerpo de escision de f y g sobre Q.

Ejercicio 5.27. Prueba que toda extension de grado 2 es normal.

Ejercicio 5.28. Prueba que las extensiones Q(v/2) y Q(4) son isomorfas como Q-espacios
vectoriales pero no como cuerpos.

Teorema 5.29. Sea E/K una extension finita. Entonces E/K es normal si y solo si
todo p € K|[z| irreducible que tiene una raiz en E se escinde en E.

Demostracion. Supongamos primero que todo polinomio irreducible que tenga una raiz
en E se escinde en E. Como F/K es finita, podemos encontrar {aq,-- - , a,} una K-base
de E. En particular, £ = K(ay,--- ,ay,). Por 5.8 los elementos a; son algebraicos sobre
K. Sea p; el polinomio irreducible de a; sobre K. Por hip6tesis tenemos que todo p; se
escinde en E[z]. Ahora esta claro que E es el cuerpo de escision de p;---p, € K|x].
Concluimos que F/K es normal.

Supongamos que E/K es normal. Existe un polinomio f € K|[z] no constante tal que
f=cl®x—c) - (xr—cp) con E=K(cy, - ,cp). Sea p € K|z] irreducible con una raiz
aen k.

Queremos probar que p se escinde en E. Como p € Elz|, por 5.17 podemos encontrar
una extension M/FE tal que p se escinde en M. Por tanto p = d(x — dy) - - - (x — d,,) con
d; € M. Basta probar que d; € E para todo i. Sea b = d;, por 5.13 existe un isomorfismo
o : K(a) — K(b) que fija los elementos de K.

Se tiene que E es cuerpo de escision de f sobre K(a). Ademés f € K(b)[z] y como
E(b) = K(b)(c1,- -+ ,cpn) se tiene que E(b) es cuerpo de escision de f sobre K (b).

Como o(f) = f por 5.20 existe un isomorfismo 7 : E — E(b) que extiende o luego
extiende a la identidad. Asi por el ejercicio 5.5,

|E: K|=|E(b): K|.
Y también
|K(a): K|=|K(): K|.
Ahora,
|E:K|=|E(b): K|=|Eb): E|E: K|,

luego se deduce que E(b) =F y b€ E.
0
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5.4. Cuerpos finitos

Teorema 5.30. Sea K un cuerpo finito, entonces existe algun primo p y algun entero
n tal que |[K| = p". Ademds, Z, es el cuerpo primo de K y K es el cuerpo de escision
sobre Zy, del polinomio f = P — .

Demostracion. Sabemos que por ser finito la caracteristica debe ser un primo p y por
4.10, el cuerpo primo de K es Z,. Por ser K finito K es Z,-espacio vectorial de dimension
finita luego existen ai,--- ,a, € K que son una Z,-base. Como cada elemento de K se
escribe de manera tinica como Zy,-combinacion lineal de los elementos a; concluimos que
K| =p".

Veamos ahora que todo elemento a € K es raiz de f. Esto es evidente si a = 0, asi
que podemos suponer a # 0. Entonces a pertenece al grupo multiplicativo Ky que tiene
p™ — 1 elementos, luego a tiene orden finito que divide a p™ — 1 y por tanto

1=a" !

luego multiplicando por a
a=ad’ .

Asi, los p™ elementos de K son todos raices de f. Como f tiene grado p" no puede tener
mas raices en ninguna extension, luego escinde completamente en K y evidentemente K
estd generado sobre Z, por estas raices. O

Asi, vemos que todo cuerpo finito tiene p™ elementos para algin primo p. De hecho,
vamos a ver ahora que para cada posible cardinal hay un tnico cuerpo finito.

Teorema 5.31. Para todo primo p y entero positivo n, existe, salvo isomorfismo, un
unico cuerpo de p" elementos.

Demostracion. Sea E el cuerpo de escision de f = zP" — x sobre Z,. Notemos que
f' = —1, luego no tiene factores comunes con f y en tal caso por 4.13 las raices son
distintas y |U| = p™, siendo U el conjunto de las raices de f en E. Si a,b € U se tiene
por el ejercicio 4.12 que a — b € U, y si b # 0, a/b € U. Tenemos pues que U es un
subcuerpo de E' y como E = Z,(U) se tiene que U = E' y |E| = p".

Sea K otro cuerpo de p™ elementos. Por el Teorema 5.30 K es el cuerpo de escision
de zP" — x sobre Zy, y por la unicidad de los cuerpos de escision de un mismo polinomio
(ver 5.21) se tiene que K es isomorfo a E.

O

Al cuerpo de p" elementos se le denota GF(p") (GF por “Galois Field").
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Capitulo 6

El grupo de Galois

6.1. Grupo de Galois de una extensiéon
Definicion 6.1. El grupo de Galois de la extension E/K es el grupo
Gal(E/K) = {0 : E — F isomorfismo tal que o(k) = k para todo k € K}.

Es inmediato comprobar que Gal(E/K) es un subgrupo del grupo Aut(E) = {o :
E — E isomorfismo}, respecto de la operacion composiciéon de aplicaciones. Si f es un
polinomio en K[X], definimos su grupo de Galois como

Galk(f) = Gal(E/K)

con E el cuerpo de escision de f sobre K. Si el cuerpo K esta claro por el contexto,
pondremos simplemente Gal(f).

Definicién 6.2. Sea E un cuerpo y o € Aut(E). El cuerpo fijo de o es
Fixgp(o) ={e€ E | o(e) = e}

(es facil comprobar que Fixg(o) es efectivamente subcuerpo de E). Analogamente, si G
es un subgrupo de Aut(FE), definimos

Fixg(G) = ﬂ Fixg(o) = {e € E | o(e) = e para todo o € G}.
oeG

Notemos que si H < G < Aut(FE), entonces Fixg(G) < Fixg(H).

Ejercicio 6.3. Si E = K(a1, - ,a,) y 0 € Gal(E/K) son tales que o(a;) = a; para
todo i, entonces 0 = 1g. (Ayuda: ver que el subcuerpo Fixg (o) contiene a K y a los
elementos a;.)

Proposicion 6.4. Sean E/K una extension y f € K[z]. Sia € E es una raiz de f y
o € Gal(E/K), entonces o(a) es raiz de f. Ademds Gal(E/K) actia sobre el conjunto
de las raices de f en E.
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Demostracion. Sea f = ag+ai1x+---+anx”, f(a) =0, entonces f(o(a)) = ap+aio(a)+
ot apo(a)t =o(ag + ara+ - - + apa™) = 0. Luego o(a) es raiz de f.

Con lo anterior es claro que la restriccion de o en el conjunto 2 de las raices de f
en E es una permutacion. Asi tenemos un homomorfismo de grupos Gal(E/K) — Sq
donde Sq es el grupo simétrico sobre el conjunto €2, es decir que a cada elemento de
Gal(E/K) le corresponde una permutacion de €.

O

Proposicion 6.5. Sea E/K una extension de cuerpos, f € K[X] y Q el conjunto de las
raices de f en E. Entonces Gal(E/K) actia en § y se tiene:

a) Si E es el cuerpo de escision de f sobre K, la accion es fiel. En particular G es
isomorfo a un subgrupo de Sq.

b) Si E/K es normal y f es irreducible en K[x], la accion es transitiva, es decir,
dados a,b € Q existe algin o € Gal(E/K) con o(a) = b.

Demostracion. Por la proposicion 6.4 tenemos que G actiia sobre 2. Para a), suponemos
que Q = {a1,...,an,} vy E = K(a1,--- ,ay) y entonces el ejercicio 6.3 implica que la
accion es fiel.
Para b), si f es irreducible, entonces la accion es transitiva por el corolario 5.23.
O

6.2. Extensiones normales y grupo de Galois

Ejercicio 6.6. Sea F/K una extension y aj,--- ,a, elementos de E. Sea 0 : E — L
isomorfismo de cuerpos. Prueba que

o(K(a1,---,an)) = o(K)(o(ar), - o(an)).

Si tenemos una extension F/K y un cuerpo intermedio K C L C E, sabemos que
si F/K es normal también lo es la extension F/L pero L/K no tiene porqué serlo. De
hecho se puede caracterizar cuando lo es utilizando el grupo de Galois.

Proposicion 6.7. Sea K C L C E. Se tiene:
a) Gal(E/L) < Gal(E/K).
b) Si L/K es normal, entonces o(L) = L para todo o € Gal(E/K).

¢) St E/K es normal, entonces L/K es normal si y solo si (L) = L para todo

o € Gal(E/K). En este caso Gal(E/L) < Gal(E/K) y

Gal(E/K)/Gal(E/L) ~ Gal(L/K).

Demostracion. a) Es claro que los automorfismos que fijan L en particular fijan K.

b) Como L/K es normal se tiene que L = K(ay, - ,ay), donde Q = {ay, - ,a,}
son las raices de un cierto polinomio f € K[z] no constante. Si o € Gal(E/K) sabemos
por 6.4 que () C Q y por ser finito, o(2) = Q y por el ejercicio anterior o(L) = L.
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¢) Supongamos que o(L) = L para todo o € Gal(E/K), veamos que L/K es normal.
Sea p € K[z| irreducible con una raiz a € L. Por 5.29 basta probar que p se escinde en
L. Sabemos, por ser E/K normal que p se escinde en E. Sea b € E otra raiz de p. Por
ser la accion transitiva existe o € Gal(E/K) con o(a) = b. Como o(L) = L se tiene que
o(a) =be L.

Consideramos la aplicacion de Gal(E/K) — Gal(L/K) que a cada automorfismo o
le asocia su restriccion a L que estd definida por ser o(L) = L. Es suprayectiva por
5.22 y su nucleo es Gal(E/L). Por los teoremas de isomorfia de grupos se tiene lo que
queremos.

O

Ejercicio 6.8. Sean Ej/Lj un extension y 7 : Fy — FEj un isomorfismo. Si Ly = 7(L1),
prueba que Gal(FEy/L1) ~ Gal(Es/Ls) via o +— 107 1.

Ejercicio 6.9. Sean K C L C E, H = Gal(E/L) < Gal(E/K) y 7 € Gal(E/K).
Prueba que )
H™ = Gal(E/7(L)).

Ejercicio 6.10. Decidir si las siguientes extensiones son normales.
a) Q/5i)/Q.
b) Q(V5)/Q.

Ejercicio 6.11. Si E/L y L/K son normales probar que E/K no tiene por qué ser
normal.

Ejercicio 6.12. Construir cuerpos de escisiéon sobre Q de los polinomios z3 — 1, 2% +
50245y xb — 8.

Ejercicio 6.13. Prueba que Aut(Q) = 1 y Aut(R) = 1. Ayuda: Prueba que para todo
o € Aut(R) si x < y se tiene que o(z) < o(y) y tener en cuenta que para todo par de
ntimeros reales distintos existe un racional entre ellos.

Ejercicio 6.14. Sea f € K|[z] irreducible y a € F raiz de f. Supongamos que f se
escinde en K (a). Prueba que entonces |Gal(K(a)/K)| = |K(a) : K|.
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6.3. Extensiones de Galois

Definicion 6.15. Una extension de Galois es una extension normal E/K tal que los
polinomios irreducibles en K que tienen alguna raiz en F, las tienen todas distintas
(no tienen raices miltiples en E). En particular, en caracteristica cero, toda extension
normal es de Galois.

Proposicion 6.16. Si E/K es de Galois, entonces se tiene

|E: K| =|Gal(E/K)| vy Fixg(Gal(E/K)) =K.
Demostracion. Sea G = Gal(E/K). Tenemos
K C Fixp(G) C E.

Si a € Fixg(G) — K, como E/K es finita, a es algebraico sobre K. Sea p € K|[z] el
polinomio irreducible de a. Tenemos que grado de p es al menos 2 luego existe al menos
otra raiz b, ademés, por la definiciéon de extension de Galois esta otra raiz ha de ser
distinta de a, es decir b # a. Por ser E/K normal, b € E y por la transitividad de la
accion de G existe o € G tal que o(a) = b, asi que a ¢ Fixg(G), es decir, tenemos una
contradiccion. Por lo tanto deducimos Fixg(G) = K.

Probaremos |E : K| = |Gal(E/K)| por induccién sobre |E : K|. Si |E : K| = 1,
E=KyGal(E/K)=1g.

Si F # K tomamos a € F — K y p su polinomio minimo sobre K. Sea € el conjunto
de las raices de p, sabemos que || es el grado de p.

Por 5.23 G = Gal(E/K) actua transitivamente sobre ). Ademas, el estabilizador del
elemento a es precisamente Gal(E/K (a)) luego por la formula del orden de una orbita

9 = |G|/|Gal(E/ K (a))].
Ademas
|K(a) : K| = grado del polinomio p = |€].

Asi se tiene

|G| = 9] [Gal(E/K(a))| = |[K(a) : K| |Gal(E/K(a))|

Como FE/K(a) también es de Galois, podemos aplicar la hipotesis de induccion y
poner

|E: K(a)| = |Gal(E/K(a))|,
por lo que nos queda
|G| =|K(a): K||E: K(a)| = |E: K|.
O

Proposicion 6.17 (Teorema del elemento primitivo). Sea E/K una extension finita de
caracteristica cero, entonces eziste a € E tal que E = K(a).

Demostracion. Sabemos que existen ay,---a, € F tales que F = K(ay,---ay) con lo
que es suficiente probar que si £ = K (b, ¢) existe a € E tal que E = K (a).

Sea p1 el polinomio minimo de b sobre K y po el polinomio minimo de ¢ sobre K.
En algtn cuerpo de excision F; de pipe que contenga a E, estdn todas las raices. Sean
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b="by,- -, b, las distintas raices de p1 y ¢ = ¢1, -+ , ¢ las de py (en ambos casos, en
Ey).

En E; tenemos n x (m — 1) elementos de la forma (b; —b)/(c—¢;). Por ser K infinito
existe t € K tal que, parai=1,...,n, 7 =2,...,m,

t# (bi = b)/(c —¢j)

y se tiene
t(C — Cj) 75 (bl — b),

luego
a=tc+b#tc;+ b

Vamos a ver que ¢,b € K(a) (notemos que a € K(c,b), ya que t € K). Consideramos el
polinomio que resulta al sustituir x en p; por a—tx, es decir, h(z) = p1(a—tx) € K(a)[z],
que es un polinomio de grado n. Ademaés se tiene que

h(c) =p1(b) =0

pero para j = 2,...,n,
h(cj) = pi(a —te;) # 0

porque a — tc; # b;.

Asi el polinomio minimo de ¢ sobre K(a) es divisor de h(z) y de pa. Si fuese un
polinomio de grado mayor que 1, en el cuerpo F; tendriamos dos raices comunes a p2 y a
h que no existen, ya que hemos visto que el resto de las raices de ps no son raices de h. Asi
el polinomio minimo de ¢ sobre K (a) es de grado 1 y ¢ € K(a). Como b =a—tc € K(a)
y K(a) C K(b,c) se deduce K(a) = K(b,c).

O

Proposicion 6.18. Sean K un cuerpo de caracteristica cero, E/K una extension de
Galois y H un subgrupo de G = Gal(E/K), entonces se tiene que

H = Gal(E/Fixp(H)).
Demostracion. Sea L = Fixg(H), tenemos
K CL=Fixg(H) CE.
Es claro que H < Gal(E/L), luego
|E: L| = [Gal(E/L)| > |H|.

Por el teorema del elemento primitivo, existe a € E tal que E = L(a). Consideramos el
polinomio
hiz) =[] (@ - aa).
aceH

Recuerda que si 8 es un automorfismo de E, también induce un automorfismo del anillo
de polinomios E[x], en particular esto sucede para los elementos de H. Para todo f € H
se tiene que B(h(x)) = h(z) porque SH = H. Asi que los coeficientes de h(z) quedan
fijos por todos los 8 € H luego estan en L = Fixg(H) y h(z) € L[z]. Como h(a) = 0,
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el polinomio minimo de a sobre L es un divisor de h(z) luego su grado es menor o igual
que el grado de h(x) que es |H|. Asi

E:L| = |L(a): L| < |H]

y se tiene la igualdad
|E: L| = |H|

y como sabemos que H < Gal(E/L), tenemos de hecho

Gal(E/L) = H.
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Capitulo 7

Teoria de Galois

7.1. La correspondencia de Galois

Relacionaremos los cuerpos intermedios de una extension con los subgrupos del grupo
de Galois.

Proposicion 7.1. (Teorema fundamental de la teoria de Galois). Supongamos
que E/K es Galois, G = Gal(E/K), S el conjunto de los subgrupos de G y K el conjunto
de los subcuerpos intermedios de la extension E /K, entonces se tiene:

(a) Las aplicaciones f : S — K y g : K — S, dadas por f(H) = Fixg(H) y
g(L) = Gal(E/L) son biyecciones, una inversa de la otra.

(b) Si K C L CE, entonces L/K es normal si y solo si Gal(E/L) < Gal(E/K). En
este caso

Gal(E/K)/Gal(E/L) ~ Gal(L/K).

Demostracion. (a) Sea K C L C E un cuerpo intermedio. Entonces g(L) = Gal(E/L) y
fog(L) = Fixg(Gal(E/L)). Sabemos que E/L es de Galois y por la proposicion 6.16,
tenemos que

Fixg(Gal(E/L)) = L

luego f o g(L), es decir, f o g es la identidad (y en particular f es suprayectiva y g
inyectiva).
Al contrario, sea ahora H < G un subgrupo. Entonces f(H) = Fixg(H) y go f(H) =
Gal(E/Fixg(H)). Por 6.18,
H = Gal(E/Fixg(H)).

Asigo f(H) = H, fog es laidentidad (y en particular g es suprayectiva y f inyectiva).
(b)Sea K C L C Ey H = Gal(E/L). Se tiene que H Q4 G siy solo si H™ = H para todo
T € G. Por el ejercicio 6.9 H < G si y solo si Gal(E/7(L) = H = Gal(E/L) para todo
7 € G.Y por (a) esto ocurre si y solo si 7(L) = L para todo 7 € G y por el apartado c)
de la proposicion 6.7 esto ocurre si y solo si L/K es normal. En este caso también por

6.7 ¢) se tiene el isomorfismo.
O
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Observacion 7.2. Las aplicaciones f y g de la correspondencia de Galois invierten
contenidos, es decir, si tenemos (con la notacion anterior) subgrupos H; < Hy < G,
entonces

FiXE(H1> = f(Hl) ;) f(HQ) = FlXE(HQ)
y si tenemos cuerpos intermedios K C L1 C Ly C E, entonces
Gal(E/Ll) = g(Ll) Z g(Lz) = Gal(E/Lg)

Ejemplo 7.3. En un ejemplo en una leccién anterior (ver 5.18) consideramos el poli-
nomio f(x) = z* — 42% + 2 € Q[x]. Observamos que f es irreducible por el criterio de
Eisenstein. Las raices de f en R son h

a=\/24+V2, B=\2-V2, —a, —8. (7.1)

Vimos que el cuerpo de escision de f sobre Q es Q(«r). Ademas |Q(a) : Q] =4y E/Q es
Galois con E = Q(«). Vamos a calcular el grupo de Galois G = Gal(E/Q).

Sabemos que |G| =4y 1,a,a?, o es Q base de E, luego cada elemento o € G queda
determinado por o(a). Como las raices de f son (7.1), hay un o € G tal que o(a) = .
Sabemos que a8 = a? — 2 y por tanto 3 = a~!(a? — 2). Calculamos ahora

a b =a+ba+ca’®+do?;  (a+ba+ca®+dod)a = 1.
Como se tiene que a* — 4a? +2 = 0, es aa + ba? + ca® + d(4a? — 2) = 1, por tanto
1=-2d,a=0,b+4d=0,c=0y o' =2a— a3 As
L 3y 2 3 1 5 3 3 Lo 3 3
,8:(204—504 ) —2) =2« —4a—§a +a’ =2« —4a—§(4a —2a) +a”,
B=—3a+a’
Se tiene que
o*(a) =0(f) =o(-3a+a’)=-38+3° =38+ (2—V2)3 =

—(-342-VDB = (-1 V2B = (—1 - (>~ 2)f = (1 - a%)(~3a + a?) =
= 3a+a®+3a% - a® = -3a+40® - (40® — 2a) = —a.

Asi que o € G tiene orden 4 y por tanto GG es ciclico. Por el teorema de los subcuerpos
intermedios solo existe una extension intermedia Q C L C F tal que [L : Q] =2y
L = Fixg(0?), es decir,

L = {a+ba+ ca® +da’|o*(a + ba + ca? + da®) = a + ba + ca? + da?},
L= {a+ba+ca®+da|a—ba + ca® — do® = a + ba + ca® + da?},
L ={a+ca?a,cecQ}=QW2).

Ejemplo 7.4. Consideramos el polinomio irreducible f = 23 —2 € Q[z]. Sea w = AT"“/‘;’Z
raiz tercera primitiva de la unidad (las otras son 1 y w?). Las raices de f en C son

(5, win, W)
y el cuerpo de escisién de f sobre Q es E = Q(w, ¥/2), que no esta contenido en R.
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Como Q(v/2) C Ry |Q(v/2) : Q| = 3 se tiene que |E : Q| > 3 y si G es su grupo
de Galois sobre Q sabemos que |E : Q| = |G| y G es un subgrupo de S3 y como no hay
subgrupos propios de mas de 3 elementos, G ~ S3. Vamos a describir los elementos de
G y los cuerpos intermedios.

El polinomio minimo de w es de segundo grado, z2+x + 1. La otra rafz es w?, ademas
o € G queda determinado por o(w) y o(¥/2). Una Q base de E es

{1,w, V2,wV2, V4, wV/4}).

Proposicion 7.5. Sea K un cuerpo de caracteristica cero, E/K una extension y sean
K C F,L C E cuerpos intermedios. Supongamos que F'/K es de Galois, E estd generado
por los subcuerpos L y F y M = LN F. Entonces E/L es de Galois y la restriccion

Gal(E/L) — Gal(F/M)
estd bien definida y es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Por ser F//K normal, existe f € K[z] tal que f = (x —a1) - (x —ap) y
F =K(ay, - ,an). Ademéas, como E esta generado por L y F se tiene E = L(F) luego
E = L(a,--- ,an)y como f € L[z, se deduce que la extension E/L es normal luego es
de Galois ya que estamos en caracteristica cero. Claramente F'/M es de Galois.

Por ser F//M normal, la restriccion Gal(E /M) — Gal(F /M) esta bien definida y por
tanto tenemos

b : Gal(E/L) — Gal(E/M) — Gal(F/M).

Veamos primero que 1 es inyectiva. Sea o € Gal(E/L), si sigma esta en ker, se
deduce que el cuerpo Fixg(o) contiene tanto a F' como a L. Como F es el cuerpo generado
por L y F, esto implica Fixg(o) = E luego o = 1.

Veamos para terminar que v es también suprayectiva. Sea H = imyp < G =
Gal(F/M). Por ser F/M de Galois, utilizando la correspondencia de Galois, para ver que
G = H basta ver que tienen el mismo cuerpo fijo, es decir, que Fixp(H) = M. Es obvio
que M C Fixp(H). Si = € Fixp(H), se tiene que 7(z) = x para todo 7 € Gal(E/L),
luego x € Fixp(Gal(E/L)) = L por el teorema 7.1y asix € LNF = M.

O

7.2. Polinomio resoluble por radicales

Definiciéon 7.6. Una extension E/K se dice radical si existe subcuerpos K = Ky C
K, C .- C K, = FE tales que K; = K;_1(a;) donde a?i € K, 1 para ciertos enteros
positivos n;, parat=1,--- ,m.

Decimos que un polinomio no constante en K[z es resoluble por radicales si existe
una extension radical E/K que contenga un cuerpo de escision de f.

Ejemplo 7.7. Todo polinomio de grado 2 es resoluble por radicales. También lo son los
polinomios de la forma z™ — a con a € K.

En esta seccién veremos que el grupo de Galois de un polinomio resoluble por radi-
cales, es resoluble. En la siguiente, demostraremos el reciproco.

Proposicion 7.8. Sea E/K una extension y £ € E una raiz n-ésima primitiva de la
unidad. La extension K(§)/K es normal con grupo de Galois abeliano.
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Demostracion. Sabemos que las raices de f = 2" —1 € K|[x]son H = {1,£,£2,--- &7 1},
luego K () es cuerpo de escision de f sobre K y K(£)/K es normal.
Sea 0 € G = Gal(K(§)/K), se tiene por 6.3 que o(H) C H y como o es biyectivo
y H finito o(H) = H y o es un automorfismo de H (conserva el producto de H, -).
Ademaés, como K () es el cuerpo de escision de f sobre K, la accion es fiel, es decir,
olg = 1y se tiene que o (§) = § y 0 = 1k (¢). Asi que G es un subgrupo del grupo de los
automorfismos de un grupo ciclico, que por el ejercicio 1.38 sabemos que es abeliano.
O

Proposicion 7.9. Sea K de caracteristica cero y E/K una extension. Supongamos que
K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad y que E = K(a) para un cierto
a € E tal que b = a" € K. Se tiene que E/K es de Galois y Gal(E/K) es ciclico de
orden un divisor de n.

Demostracion. Sea & € K una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Sia =0 FE =K y la
tesis es obvia.
Si a # 0 consideramos el polinomio f = z™ — b € K|z|. Los elementos

{CL, gaa 5261, T 7£n—1a}

son todos distintos y son raices del polinomio f y como todas estén en E, E es cuerpo
de escision de f sobre K y E/K es de Galois.

Para cada 0 € G = Gal(F/K) sabemos que o queda determinado por o(a) ya que
1,a,a?,--- es K-base de E. Ademas o (a) tiene que ser por 6.3 raiz del mismo polinomio
minimo de a divisor de f luego o(a) = ¢'a para algtn i.

Definimos la aplicacion ¢ : Gal(E/K) — (£) que asocia a cada o € Gal(E/K), el
elemento & € (£) tal que o(a) = £'a. Se tiene que si 01,09 € Gal(E/K) y o1(a) = £a'y
o2(a) = &a, entonces

g103(a) = 01(¢a) = o1(a) = ¢

Lo anterior prueba que la aplicacion ¢ es un homomorfismo de grupos. Es claro que
siaun o € Gal(E/K) le asociamos el elemento 1 € ( es que o(a) = a y entonces o0 = 1p.
Asi que tenemos un homomorfismo inyectivo de grupos y Gal(E/K) es isomorfo a un
subgrupo de un ciclico de orden n y por 1.40 es ciclico de orden divisor de n.

O]

Lema 7.10. Sea K un cuerpo de caracteristica cero y L/ K una extension. Sea la cadena
de subcuerpos
K=KyCKiC--CKp=1L,

tales que Ki+1/K; es de Galois con grupo de Galois abeliano para i = 0,--- ,m — 1.
Supongamos K C E C L tal que E/K es de Galois. Entonces Gal(E/K) es resoluble.

Demostracion. Lo probamos por induccién sobre m. Sim =0y E = K el resultados es
obvio. Sea Ej el subcuerpo de L generado por K1y Ey M = K1 N E, como E/K es
de Galois, también lo es E/M y por 7.1 se tiene que Ej/K; es de Galois con grupo de
Galois isomorfo a Gal(E/M). Aplicando induccién a la cadena K1 C Ko C --- C K, = L
y al subcuerpo intermedio F; tenemos que Gal(E;/K7) es resoluble y por tanto lo es
Gal(E/M).
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Como Gal(K;/K) es abeliano, todos sus subgrupos son normales y por el teorema
7.1 (b) todas las extensiones intermedias son normales, asi que M /K es normal. Ademés,
su grupo de Galois cumple

Gal(M/K) = Gal(K, /K)/Gal(K, /M)

luego es abeliano. De nuevo por el teorema 7.1 pero ahora aplicado a la extension E/K
tenemos

Gal(M/K) ~ Gal(E/K)/Gal(E/M)

y por 3.17 (b) deducimos que Gal(E/K) es resoluble.
O

Proposicion 7.11. Sea K de caracteristica cero, si f € K[z| es resoluble por radicales,
su grupo de Galois es resoluble.

Demostracion. Sea E cuerpo de escision de f y R/K una extension radical tal que
E C R. Sabemos que existe una cadena de subcuerpos K = K C K1 C---C K,, = R
tales que K; = K;_i1(a;) con a;" € K;_ para ciertos enteros positivos n; y para cada
1<i<m.

Sea m = ny---ny ¥y w una n-ésima rafz primitiva de la unidad. Consideramos las
extensiones

K C K(w) = Ko(w) € K1(w) C -+ € K (w) = R(w).

Tenemos K;(w) = K;_1(w)(a;) y como K(w)/K es radical, R(w)/K es radical. Cada
extension K;_1(w)(a;)/K;—1(w) tiene grupo de Galois ciclico por 7.9 y ademas el de
K(w)/K es abeliano por 7.8, luego por el lema 7.10 Gal(E/K) es resoluble.

O

Nuestro siguiente objetivo sera ver un ejemplo concreto de un polinomio con coefi-
cientes racionales no resoluble por radicales. Necesitaremos algunos resultados y conside-
raciones previas. El cuerpo de escisién del polinomio z! +1 sobre R es el cuerpo complejo
C = R(4). El grupo de Galois Gal(C/R) es el grupo ciclico de dos elementos generado
por 7, la conjugacion compleja, dada por 7(a + bi) = a — bi con a,b € R.

Lema 7.12. Sea E/K una extension normal con E C C y K CR. Sea T la conjugacion
compleja. Entonces T(E) = E luego 7|p € Gal(E/K).

Demostracion. Basta usar 6.4 b). O

En el siguiente lema vamos a utilizar el teorema fundamental del dlgebra, que afirma
que todo polinomio con coeficientes complejos escinde completamente en C. Esto implica
que el cuerpo de escision de todo polinomio f € Qx| esta contenido en C.

Lema 7.13. Sea f € Qx| irreducible de grado el primo p. Supongamos que f tiene
exactamente dos raices no reales, entonces Gal(f) = Sp,.

Demostracion. Sea E el cuerpo de escision de f (que por el teorema fundamental del
algebra suponemos contenido en C). Denotamos por a y /3 las dos raices no reales de f.
Como f tiene p raices distintas sabemos que hay un homomorfismo inyectivo

¢ : Gal(E/Q) — S,
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con S, el grupo simétrico de grado p. Sea H = im¢, entonces H = Gal(E/Q), es decir,
Gal(E/Q) es isomorfo a un subgrupo de S,. Ademés, Q(a) € E'y |Q(«) : Q| = p luego
p||E : Q| = |Gal(E/Q)| y por el teorema de Cauchy, existe en Gal(E/Q) un elemento
o de orden p. Por tanto ¢(0) € H también tiene ordenp. Notemos que en S, los tnicos
elementos de orden p son los p-ciclos luego ¢(o) es un p-ciclo.

Por el lema 7.12, la restricciéon de la conjugacién compleja es un elemento 7 €
Gal(E/Q) que tiene orden 2, fija las raices reales y tal que 7(a) = 3, 7(8) = «a. Por
tanto ¢(7) € H es una trasposicion.

Al establecer el isomorfismo ¢, podemos numerar las raices de forma que « corres-
ponda con la cifra 1, o(«a) corresponda con la cifra 2, etcétera, de forma que ¢(o) =
(1,2,---,p) € H. La otra raiz no real § correspondera con alguna cifra k y por tanto
¢(1) = (1,k) € H. Ademas, si consideramos la potencia k —1 de o, tenemos un elemento
de H de la forma

¢(0k71)) =(Lk,---)€eH

En 3.15 hemos probado que S, esta generado por (1,2,---,p) y la transposicion (1,2).
Esto implica que si conjugamos por cualquier otro elemento g de S, también tenemos
una familia generadora. Observemos que podemos elegir un elemento g € S, tal que
29 =k, 19=1y (1,2,...,p) = ¢(¢*"!)) € H. Las dos primeras condiciones implican
(1,2)9 = (1,k) = ¢(7) € H. Es decir, los dos elementos (1,2,...,p)? y (1,2)? generan
todo S, y estdn en H y por tanto H = 5),. O

Proposicién 7.14. El polinomio f = x° — 4z + 2 € Q[z] no es resoluble por radicales.

Demostracion. El polinomio f es una funcién continua que toma valor negativo en —2 y
positivo en —1, asi que tiene una raiz real en (—2, —1). En 1 vuelve a ser negativo luego
tiene un raiz real en el intervalo (—1,1). En 2 es positiva, luego tiene otra raiz real en
(1,2). Con caculo elemental, estudiando el crecimiento y decrecimiento se tiene que solo
tiene tres cortes con el eje horizontal, tres raices reales. Por el lema anterior Gal(f) es
isomorfo a S5 que sabemos no es resoluble, luego por el teorema 7.13, f no es resoluble
por radicales.

O]

7.3. Grupo resoluble y polinomio resoluble por radicales

En esta seccién probaremos el reciproco de la proposicion 7.11, es decir, si un poli-
nomio tiene su grupo de Galois resoluble, entonces es resoluble por radicales. Primero
observemos que un automorfismo de un cuerpo K es una aplicacién de K en K y recor-
demos que KX = {aplicaciones K — K} es un K-espacio vectorial. Las combinaciones
lineales de automorfismos son vectores de KX pero no son automorfismos de K. En este
contexto se tiene el siguiente importante teorema de Dedekind.

Proposicion 7.15 (Teorema de Dedekind). Sea K un cuerpo y sean 11, , T auto-
morfismos distintos de K. Entonces 11, -+ ,Tn, son K-linealmente independientes.

Demostracion. Por induccién sobre n. Empezamos con el caso n = 1 y suponemos que
para cierto a € K se tiene ar = 0. Entonces 0 = a7 (1) = a.
Supongamos ahora que es cierto hasta n > 1 y que tenemos sea a7+ - -+ a,7, = 0.
Entonces
a1 () + -+ apmn(z) =0,
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para todo « € K. Si algtn a; es cero, por inducciéon todos son cero. Supongamos pues
que a; # 0 para todo i. Para x,y € K cualesquiera se tiene

0=arm(zy) + -+ anTa(zy) = ar7i(2)T1(y) + -+ + anTn(2)Ta(y)-
Como a17i(x) + - - - + ap7p(z) = 0, multiplicando por 7i(y) se tiene
0=a1mi(2)71(y) + - + ann(z)71(y)-

Restando esta ultima igualdad con la anterior, se tiene para todo r € K

0= asm2(2)(r2(y) — 11 (¥)) + - + anTn(2) (70 (y) — 71 (¥))-

Asi
0= ax(r2(y) —m1(y))m2 + - + an(ta(y) — 11(y))70 = 0.

Por hipétesis de induccion a;(7(y) — 71(y)) = 0 para 2 < i < n y para todo y € K.
Como a; # 0, se tiene 7 = 7; para 2 < i < n, por ejemplo 71 = T3, que contradice la
hipétesis.

O

Necesitamos el reciproco de la proposicion 7.9, que probamos a continuacion.

Proposicion 7.16. Sea K un cuerpo de caracteristica cero y sea E/K una extension de
Galois de grado n. Supongamos que K contiene una raiz m-ésima primitiva de la unidad
con n|m. Supongamos que Gal(E/K) es ciclico. Entonces eziste a € E tal que E = K(a)
ya" e K.

Demostracion. Como K contiene una raiz m-ésima primitiva de la unidad y n|m, K
contiene también una raiz n-ésima primitiva de la unidad que denotamos &.

Sea Gal(E/K) = (r), como E/K es de Galois tenemos |(7)| = |E : K| = n. Bus-
caremos un elemento 0 # a € E tal que 7(a) = {a. Veamos que este elemento cumple
lo que queremos: por un lado, tendremos que 7(a”) = 7(a)"” = £"a™ = a™ y por tanto
7¢(a™) = a" para todo 0 < in y ¢ := a" € Fixg(Gal(E/K)) = K. Ademas, a es raiz
del polinomio f = 2" — ¢ € K]Jz] luego si ¢ es el polinomio minimo de a sobre K, ¢ es
divisor de f asi que el grado de g es menor o igual que n. Como 7(a) = €a, 7'(a) = £'a y
7(a),7(a), - -7 !(a) son raices distintas de ¢ (son distintas ya que a # 0) y se concluye
que g debe ser de grado al menos n. Por tanto f = ¢ tiene grado n. Asi |K(a) : K| =n
luego E = K(a).

Vamos pues a buscar un elemento a € E tal que 7(a) = wa. Por el teorema de
Dedekind, como 1g, 7,72, ---7" "1, son automorfismos distintos, se tiene que
1 1 5 1
1E+ET+?T +"'+8Lj7
es una aplicacién no nula y existe b € F tal que
1 L o L
Este a € E verifica que 7(a) = a.
O
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Ahora probamos el teorema final de la teoria de Galois.

Proposicion 7.17. Sea K un cuerpo de caracteristica cero y E el cuerpo de escision de
un polinomio f € K[z]. Si Galg(f) = Gal(E/K) es resoluble, entonces f es resoluble
por radicales.

Demostracion. Sea m = |E : K| = |Gal(E/K)|. Sea { una raiz m-ésima primitiva de
la unidad en algiin cuerpo E tal que E C Ey E = E(£). Si llamamos K = K (&),
se tiene que F estd generado por E'y K. Sea M = ENE. Por 7.5, E/K es Galois y
G = Gal(E/K) es isomorfo a Gal(E/M) que es un subgrupo de Gal(E/K) y por tanto
es resoluble y de orden divisor de m. Vamos a probar que la extensiéon K C F es radical,
con esto ya estara probado el resultado ya que E contiene al cuerpo de escisiéon de f
sobre K, que es E.
Como G es resoluble, tenemos una serie normal con cocientes ciclicos

1=G,, <Gpn1<...4Gy=G
y por la correspondencia de Galois, si denotamos
K; = Fix5(G)),

se tiene

En cada paso tenemos Gal(E/K;11) = Gi+1 < G; = Gal(E/K;) y como E/K; es de
Galois, se deduce que K;y1/K; es normal con grupo de Galois isomorfo al cociente

Gal(F/KZ)/Gal(E/K,H) = Gl/GiJ,-l

que es ciclico cuyo orden denotamos n; y es un divisor de m. Ademas, K; contiene una
raiz m-ésima primitiva de la unidad luego también contiene una raiz primitiva de la
unidad de orden n; asi que por la proposicion 7.16 anterior, K;;1/K; es una extension
radical simple, es decir, existe algin a; € K;41 con a?" € K; y Kit+1 = Ki(a;). Como
también K = K (&) con €™ € K, se tiene que E//K es radical y por lo tanto f es resoluble
por radicales.

O]

7.4. Ejemplo de grupo de Galois de un polinomio

Ejemplo 7.18. Encuentra el grupo de Galois del polinomio f = 2% — 2 sobre Q.

Solucién. Este polinomio es irreducible por el criterio de Eisenstein y tiene una raiz real
v/2. Las raices son ff, —\‘75, \%i, —/2i.

El cuerpo de escision E sobre Q es Q(v/2,1). La extension intermedia Q(+v/2)/Q no
es normal, porque estd en R y por tanto no contiene a las raices que no son reales, asi
que el grupo de Galois no puede ser abeliano. Como i ¢ Q(+/2) el polinomio minimo de
i sobre Q(v/2) es 22 + 1y |Q(v/2,4) : Q(v/2)| = 2, como |Q(v/2) : Q| = 4 se tiene que
|Q(v/2,1) : Q] = 8 y |Gal(f)| = 8. Denotamos a = v/2.

Sea N = Gal(E/Q(7)), como E/Q(7) tiene grado 4 y Q(¢)/Q es normal, N es un
subgrupo de orden 4 que es normal en G. Ademas E tiene como Q(7)-base al conjunto
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{1,a,a?,a®} con lo que los elementos de ¢ € N quedan determinados por o(a). Ademas
o(a) puede ser a,ai, —a, —ai.

Si elegimos o € N tal que o(a) = ai, tenemos 0%(a) = o(ai) = io(a) = iai = —a, y
vemos que no es la identidad, luego o no tiene orden 2 asi que debe tener orden 4 y N
es ciclico.

Sea H = Gal(E/Q(a)), como E/Q(a) tiene grado 2 y Q(a)/Q no es normal, H es
un subgrupo de orden 2 que no es normal. Es claro que los elementos de Gal(E/Q()) N
Gal(E/Q(a)), fijan a y finan i luego son la identidad. Asi G = HN.

Vamos a escribir los elementos de G como elementos de Sy por su accién sobre las
cuatro raices del polinomio que numeramos 1,2, 3,4 en este orden v/2, —v/2, v/2i, —v/2i.
Asi el sigma anterior es el ciclo (1,3,2,4).

El elemento 1 # 3 € H es tal que (i) = —i asi que f(a) = a, f(—a) = —a,
B(ai) = —ai y f(—ai) = ai, luego es la transposicion (3,4).(Notar que G no es todo Sy)

Ahora (1,3,2,4)34 = (1,4,2,3) = (1,3,2,4)~' y G es isomorfo al diédrico de 8
elementos. Ademas de los subgrupos H y N que se corresponden con los cuerpos Q(a) y
Q(i), tenemos los subgrupos siguientes:

1) (0?) = Z(G) < N y tiene 2 elementos. Le corresponde un cuerpo K; = {e €
E|o?(e) = e} que contiene a Q(i). Notar que ¢ no fija ninguna de las 4 raices de p, es
(1,2)(3,4) y como |E Ki| =2, |K1 : Q| = 4. Buscamos b = tg + t1a + tza® + t3a® € E
(t; € Q(4)), tal que o(b) = b. Podemos escribir

o*(to +t1a + tea® +t3a®) = to + t102(a) + t20%(a?) + t30°%(a’) =
= tg — t1a + taa® — tza® =
= tg + t1a + taa® + tza®,

y por tanto t; = t3 = 0.
Es claro que a® € K;. Como a? = ¥/2 tiene polinomio minimo sobre Q de grado 2,

|Q4/2) : Q] = 2. Y como i € Q(/2), se tiene que |Q4/2,i) : Q| =4 y K1 = Q(/2,1).

2) (02,8) ~ Oy x Cy tiene 4 elementos Le corresponde un cuerpo Ky = {e
E|o?(e) = e, B(e) = e}. Notar que o2 no fija ninguna de las 4 raices de p, es (1,2)(3 4)
y como |E : Kao| = 4, |K1 : Q| = 2. B(a) = a luego B(a?) = a® y como o%(a?) = a?,
V2 = a? € K y por dimensiones, Ko = Q4/2).

3)(0?B) ~ Cs. Le corresponde un cuerpo K3 = {e € E|(8 0 0?)(e) = e} y como
|E: K3| =2, |K3: Q| =4. 028 = (1,2)(3,4)(3,4) = (1,2), luego fija la raiz ai y por
dimensiones K3 = Q(a1).

4) (o) ~ Cy. Le corresponde un cuerpo Ky = {e € E|(foo)(e) = e} y como
|E: K4l =2, |K;1: Q] =4.08=(1,3,2,4)(3,4) = (1,4)(2,3) asi que no fija ninguna
raiz.

Sea b = tg + t1a + taa® + tza® + tyi + tsai + tga’i + t7a®i € E, (t; € Q) tal que
(Boo)(b) =b Se tiene

(Boo)(ty + tia + tea® + tza® + t4i + tsai + tea’i + t7a%i) =
—to+t1(Bo0o)(a) +ta(Boa)(a®) ++...+t6(Bo0)(a) +tr(B o) (a’) =

=ty + t16(ai) + t25(—a?) + t3B(—a3i) + t4(i) + t55(aii) + teS(—a?i) + t:5(—a’ii) =
=tg + t1(—ai) + ta(—a?®) + t3(a’i) + ta(—i) + t5(—a) + te(a’i) + t7(a®).
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Asf tenemos t5 = —t1,ta = 0, t7 = t3,t4 = 0,y b = to+t1(a—ai)+t3(a®+ai)+tg(a’i)
y por tanto Ky = Q((a — ai), (a® + a®i), (ai)). Para expresarlo d eforma mas sencilla
tener en cuenta que (a(1 —i))? = —2a%i y que a%i(a — ai) = a®i + a® esto prueba que
Ky = Q(a(1 —1)).

5) (638) ~ Cs. Le corresponde un cuerpo K5 = {e € E|(B o d®)(e) = e} y como
|E: Ks| =2, |K5: Q| =4. 038 = (1,4,2,3)(3,4) = (1,3)(4,2), asi que no fija ninguna
raiz. Notar que 02(a) = 02(ai) = o(aii) = aiii = —ai.

Sea b = tg + t1a + taa® + tza® + tyi + tsai + tga’i + t7ai € E, (t; € Q) tal que
(Boa3)(b) =b. Se tiene

(Boc®)(to + tia + taa® + tza® + tgi + tsai + tea®i + tra’i) =
=to + t18(—ai) + toB(—a®) + t3B(a®i) + taB(i) + tsB(—aii) + teB(—a’i) + t7B(a’ii) =
=to + t1(ai) + to(—a?) + t3(—a3i) + t4(—1) + t5(a) + te(a?i) + t7(—a®).

Asitenemos t5 = t1, ty = 0, —t7 = t3,t4 = 0,y b = to+t1(a+ai)+t3(a®—ai)+te(a%i)
y por tanto
Ks = Q((a + ai), (a® — i), (a?1)).

Para expresarlo de forma mas sencilla tener en cuenta que (a(1 +i))? = 2a% y que
a%i(a + ai) = a®i — a3, esto prueba que K5 = Q(a(1 +1i)).

6) 2) (02,08) ~ Oy x Oy tiene 4 elementos. Le corresponde un cuerpo Ko = {e €
E|o?(e) = e,08(e) = e}. Notar que o2 no fija ninguna de las 4 raices de p, es (1,2)(3,4)
y como |E : K| = 4, |K1 : Q| = 2. 8(a) = a luego B(a?) = a® y como o?(a?) = a?,
V2 = a? € K5 y por dimensiones, Ky = Q4/2).

Hemos descritos todos los cuerpos intermedios porque no hay mas subgrupos en el
grupo diédrico.
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