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TEMA 1. Los origenes de la Mecanica Cuantica

Los origenes de la Mecéanica Cuantica. Radiacion y materia: el cuerpo negro. Efecto
fotoeléctrico. Hipdtesis de De Broglie. El espectro del &tomo de hidrégeno y el modelo
de Bohr para el atomo de hidrégeno. Principio de incertidumbre de Heisenberg.
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1.1. Los origenes de la Mecanica Cuantica

La mecénica cuéntica estudia las leyes que gobiernan el comportamiento de las particulas
microscopicas como electrones, nticleos, atomos y moléculas.

La mecanica clasica no es valida para explicar el comportamiento de los sistemas
microscopicos. Los sistemas microscopicos no se comportan como nada de lo que
tengamos experiencia directa. Los entes microscopicos no se comportan como bolas o
como piedras, ni como pesas, péndulos o muelles, ni como nubes, ni como ondas, ni como
nada que hayamos visto alguna vez.

Toda la experiencia humana directa y la intuicion humana proceden de la observacion del
mundo macroscopico. Sabemos, incluso de forma intuitiva, como se comportan los
objetos grandes. Pero los sistemas microscopicos no actuan de la misma forma ni tienen
las mismas propiedades que los macroscopicos.

Por tanto, nuestra forma de aprender acerca del mundo microscopico debera ser abstracta,
y no por conexion con nuestra experiencia directa. La formulacion de la mecénica
cudntica es matematica y abstracta.

La fisica clésica es la fisica desarrollada antes de 1900. Comprende:
-La mecanica clasica o newtoniana

-La teoria de Maxwell sobre la electricidad, el magnetismo y la radiacion
electromagnética

-La termodinamica
-La teoria cinética de los gases

En el siglo XIX, después de que Maxwell enunciara sus leyes que unificaban la
electricidad, el magnetismo y la radiacion electromagnética (1860), muchos fisicos
creyeron que la estructura tedrica de la fisica estaba completa. Sin embargo, en el Gltimo
cuarto del siglo XIX se obtuvieron varios resultados experimentales que no podian ser
explicados por la fisica clasica. Estos resultados condujeron al desarrollo de la teoria
cuantica y la teoria de la relatividad. La comprension de la estructura atomica, el enlace
quimico y la espectroscopia debe basarse en la teoria cuantica. En los sistemas estudiados
en esta asignatura, no es necesario tener en cuenta de forma explicita la teoria relativista,
ya que los electrones de valencia de los atomos y moléculas se mueven con velocidades
mucho menores que la de la luz.

Veremos a continuacion los fallos méas importantes de la mecéanica clasica en su
aplicacion a los sistemas microscopicos, asi como los descubrimientos mas relevantes
que llevaron al desarrollo de la mecénica cuantica, y al consiguiente abandono de la
mecanica clasica para la descripcion de estos sistemas.

Hitos historicos



1801. Young demostré experimentalmente que la luz exhibia fenomenos de difraccion e
interferencia, lo que se asocia con un comportamiento ondulatorio.

1860. Maxwell: Leyes de Maxwell que unifican electricidad y magnetismo.
1885. Balmer: relacion de la frecuencia con las lineas espectrales del atomo de H.
1886/7. Hertz: descubrimiento del efecto fotoeléctrico.

1887/8. Hertz: parecid que demostraba que la luz se comportaba como una onda. Detecto
ondas de radio producidas por cargas eléctricas aceleradas en una chispa/bujia.

1895. Joseph J. Thomson: el electron como particula subatdémica.

1900. Planck: Mecénica Cuantica (explicacion de la relacion intensidad-frecuencia de la
radiacion emitida por un cuerpo negro).

1904. Modelo atomico de Thomson.
1905. Einstein explico el efecto fotoeléctrico extendiendo la hipotesis de Planck.

1907. Einstein aplico la cuantizacion de la energia a las vibraciones de los atomos en un
solido y mostré que Cv de un s6lido tiende a 0 cuando T tiende a 0K, en concordancia
con las observaciones experimentales.

1909. Rutherford: dispersion de particulas alfa. Geiger, Marsden.

1911. Rutherford: Modelo planetario del atomo.

1913. Bohr: Cuantizacion de la energia al atomo de H: modelo atémico.

1923. De Broglie: aspecto ondulatorio de los electrones y otras particulas.

1925. Heisenberg, Born, Jordan: formulacion de la Mecanica Cuéantica usando matrices.

1926. Schrodinger: formulacion de la Mecanica Cuantica usando ecuaciones
diferenciales.

1927. Davisson y Germer: observacion difraccion de electrones.
1927: Heisenberg: principio de incertidumbre.

1932. Searm: fendmenos de difraccion con haces de atomos de He y la molécula de Hoa.



1.2. Radiacion del cuerpo negro

Segun la fisica clésica, la luz (radiacion electromagnética) es una onda formada por un
campo eléctrico y otro magnético oscilantes, perpendiculares entre si y perpendiculares a
la direccion de propagacion de la onda. El ojo humano es sensible a radiaciones
electromagnéticas cuyas frecuencias caen en el intervalo entre 4x10'* y 8x10'* s
(longitudes de onda entre 780 y 380 nm), que es la llamada luz visible. Sin embargo, la
radiacion electromagnética puede tener cualquier frecuencia. Usaremos el término luz
como sindnimo de radiacion electromagnética, no restringido a la luz visible.

A (lambda): longitud de onda (m, cm...)
v (nu): frecuencia, (s = Hertzios (Hz) = ciclos/s)
c: velocidad de la luz, velocidad de propagacion de la onda (m/s, cm/s...).

¥ (himero de ondas) = 1/ A (m™!, cm™, ...).

vzcl,obien: /lzcl
1%

campo
eléctrico

E~

~ sentido de
campo propagacion
magneético

Figura 1. Oscilacion de los campos eléctrico y magnético en una onda electromagnética.?!
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Figura 2. Onda sinusoidal.2

! Imagen extraida de: https://www.newtoncbraga.com.mx/index.php/component/content/article?id=1822:curso-
de-electronica-09
2 Imagen extraida de: https://elbibliote.com/resources/Temas/html/632.php
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Figura 3. El espectro electromagnético. La escala es logaritmica.3

Al calentar un s6lido, éste emite luz (ejemplo: un quemador de una estufa eléctrica, o el
hilo de una bombilla incandescente). Las frecuencias e intensidades de la radiacion
emitida varian de un cuerpo a otro y con la temperatura. Un “cuerpo ideal” que absorbe
y emite radiacion de todas las frecuencias se llama “cuerpo negro” (ya que absorbe toda
la radiacion electromagnética que incide sobre €1, sin reflejar ni transmitir nada) y sirve
como idealizacion de cualquier material radiante. Una buena aproximacion es una
cavidad con un orificio minasculo; la radiacion que entra por el orificio se refleja
repetidamente en el interior, y cada vez el cuerpo absorbe una fraccion de ella, hasta que
la absorbe por completo. Cuando la cavidad se calienta las paredes emiten luz, una
porcion de la cual escapa por el poro.

El cuerpo negro emite luz, igual que la absorbia, en todas las frecuencias. La velocidad
de emision de radiacion por unidad de superficie de un cuerpo negro es funcion soélo de
la temperatura y es independiente del material de que esté hecho. A cada temperatura,
hay frecuencias en las que se emite preferentemente.

Describiremos la distribucion de frecuencias de la radiacion emitida por el cuerpo negro
por la funcion R(v), donde R(v)dv es la energia con frecuencias en el rango de va v+dv
que es radiada por unidad de tiempo y por unidad de area superficial. Es decir, R(v)
representa cOmo se reparte la energia radiada por un cuerpo negro entre las diferentes
frecuencias. Por ejemplo, un cuerpo negro a 2000 K emite mas radiacion en el infrarrojo
cercano que en el visible, y casi nada en el ultravioleta. La figura 4 muestra las curvas
experimentales observadas a dos temperaturas. Al aumentar, el méximo se desplaza a
frecuencias mas altas.

3 Imagen extraida de: https://edbar01.wordpress.com/segundo-corte/espectro-electromagnetico/
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Figura 4. (a) Una cavidad que actiia como un cuerpo negro. (b) distribucion de frecuencias de la radiacion del
cuerpo negro a dos temperaturas. (La region visible es de 4x104 a 7x1014 s'1),4

En junio de 1900, Lord Rayleigh desarrolld la expresion teorica para la radiacion del
cuerpo negro segun la fisica clésica:

27T

C

R(v)= v2 (1)
Siendo & la constante de Boltzmann = 1.38066 x 10 2 J K! y ¢ la velocidad de la luz =
2.99792458x10% m s™! (en el vacio).

Este resultado predice que la radiacion crece indefinidamente con la frecuencia, lo que
implica que a frecuencias altas (ultravioleta), la energia seria infinita, lo cual carece de
sentido fisico. Por ello, esta prediccion también se conoce como “catdstrofe
ultravioleta”. Realmente, la radiacion emitida alcanza un méaximo y luego decae hacia
cero al aumentar v.

Asi, la fisica clésica fracasa al predecir la radiacion de un cuerpo negro. La razén del fallo
radica, en términos generales, en que la fisica clasica asume que la radiacion en una
cavidad podia tener cualquier valor continuo de energia. Ademas, la distribucion de
energia en fisica cldsica es equiparticionada (es decir, cada modo de vibracion teniene, en
promedio, la misma energia), y el nimero de modos de vibracién crece muchisimo con
la frecuencia. Esto lleva a que los modos de alta frecuencia (muy abundantes) acumulen
energia ilimitada, lo cual no concuerda con la realidad.

El 19 de octubre 1900 Max Planck anuncio el descubrimiento de una formula empirica
que se ajusta con gran exactitud a las curvas experimentales:

3

av

R(v)=—2V" 2
(V) ebV/T_l ( )

4 Imagen extraida de: Physical Chemistry, 6" Edition, Ira N. Levine, Mc Graw Hill. ISBN 978-0-07—
253862-5



Siendo a y b constantes.

Planck obtuvo esta formula por ajuste, y en ese tiempo no existia ninguna teoria capaz de
explicarla. Poco después, el 14 de diciembre de 1900, present6 una teoria que conducia a
la féormula empirica que habia obtenido unos meses antes. La teoria identifico las
constantes como:

_ 27h h

a=—"— Yy b=—
c2 k

Siendo / una nueva constante fisica, la constante de Planck
h=6.626x10"*J s
La expresion para la distribucion de frecuencias del cuerpo negro quedaba:

27h V3
R(v)= 3
)= T ®)

Para obtener esta expresion, Planck introdujo la hipotesis de que los atomos o moléculas
radiantes del cuerpo negro podian emitir o absorber energia electromagnética de
frecuencia v sélo en cantidades enteras de /v . Asi, si AE es el cambio de energia de
un atomo del cuerpo negro debido a la emision de radiacién electromagnética de
frecuencia v, entonces AE =hv .

Esto contrasta con la fisica clasica, segtn la cual la energia toma un rango continuo de
valores y un sistema puede perder o ganar cualquier cantidad de energia. Segun la
hipotesis de Planck, un 4tomo de un cuerpo negro que emita radiacion de frecuencia v
esta restringido a emitir una cantidad de energia dada por Av. Planck llamé a esta
cantidad de energia quantum (cuanto).

De este modo, a bajas frecuencias el valor de #v es mucho menor que la energia térmica
promedio (k7), lo que permite que los modos se exciten con facilidad y que la formula de
Planck reproduzca la prediccion clasica. En cambio, a frecuencias altas los cuantos de
energia resultan muy grandes en comparacion con k7, excitar dichos modos requiere
demasiada energia, por lo que la probabilidad de que estén ocupados disminuye de
manera exponencial —recuerda que la energia térmica determina una distribucion
probabilistica de ocupacion de niveles energéticos, y no una energia unica. Como
consecuencia, los modos de alta frecuencia no acumulan energia ilimitada, lo que resuelve
el problema planteado por la fisica clasica.

En fisica clasica la energia es una variable continua; en mecanica cudntica la energia esta
cuantizada, lo que significa que puede tomar sélo determinados valores.

En los afios 1900-1926 el concepto de cuantizacion de la energia se extendid a todos los
sistemas microscopicos.

1.3. Efecto fotoeléctrico y fotones



El efecto fotoeléctrico es uno de los procedimientos por los que pueden emitirse
electrones de la superficie de un metal, entre los que se incluyen:

— Calentando lo suficiente el metal para que la energia térmica permita que los
electrones salgan de la superficie (emision termoidnica).

— Mediante un campo eléctrico lo suficientemente fuerte (emision por campo).

— Bombardeando la superficie del metal con particulas, de modo que la energia
cinética de éstas sea transferida a los electrones, lo que les permite abandonar la
superficie (emision secundaria).

— Haciendo incidir luz de frecuencia adecuada sobre la superficie del metal (emision
fotoeléctrica o efecto fotoeléctrico).

En todos los casos es necesario proporcionar al electron energia suficiente para que pueda
abandonar el metal. El trabajo experimental de Lenard y otros, alrededor de 1900, habia
demostrado que:

— Los electrones eran emitidos solamente cuando la frecuencia de la luz incidente
era igual o superior a una frecuencia minima denominada frecuencia umbral, vo,
cuyo valor difiere para distintos metales y cae en el ultravioleta para la mayoria
de ellos.

— Aumentando la intensidad de la luz aumenta el nimero de electrones emitidos,
pero no cambia su energia cinética.

— Aumentando la frecuencia de la radiacion aumenta la energia cinética de los
electrones emitidos.

Estas observaciones sobre el efecto fotoeléctrico no pueden explicarse segiin la imagen
cléasica de la luz como una onda. En fisica clésica, la energia de una onda es proporcional
a su intensidad, pero independiente de su frecuencia. Deberia esperarse que la energia de
los electrones emitidos aumentara al aumentar la intensidad y fuera independiente de la
frecuencia, y que luz de cualquier frecuencia arrancara electrones del metal si era
suficientemente intensa.

En 1905 Einstein explicoé el efecto fotoeléctrico extendiendo a la radiacion
electromagnética el concepto de cuantizacion de la energia introducido por Planck.
(Planck habia aplicado la cuantizacion de la energia a los procesos de emision, pero seguia
considerando la radiacidon electromagnética como una onda). Einstein propuso que,
ademas de sus propiedades ondulatorias, la luz podia considerarse como constituida por
“particulas de luz” (cuantos de luz), a los que llamo fotones. Cada foton tiene una energia:

Eroton = hv (4)

La energia de cada foton depende de su frecuencia, no de la intensidad de la radiacion.
La energia total de un haz de luz es la suma de las energias de los fotones que lo forman,
y esta, por tanto, cuantizada, no puede adquirir cualquier valor. La intensidad de un haz
de luz depende del numero de fotones que lo forman, y, por tanto, la energia del haz es
mayor cuanto mayor es su intensidad, lo que no afecta a la energia de cada foton.

Cuando se hace incidir la luz sobre la superficie de un metal, los fotones (particulas)
chocan con los electrones del metal. En el choque el foton desaparece y le transfiere su
energia (hv) al electron. Si esta energia es suficiente, el electron sale del metal; si es
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excesiva, el exceso se invierte en comunicarle al electron arrancado una energia cinética;
si la energia no es suficiente, el efecto fotoeléctrico no se produce. Segun esto,

Efoton = hv = W+%mv2 = hvo +%mv2 ©)

Donde W es la llamada funcion trabajo, que representa la energia minima necesaria para
arrancar un electron al metal, y es igual al producto de / por vy, la frecuencia umbral. La
funcion trabajo difiere para los distintos metales, siendo la mas baja la de los alcalinos, m
y v son la masa y la velocidad del electron emitido, y por tanto mv?/2 es su energia
cinética. A mayor intensidad, mayor niimero de fotones absorbidos y mayor numero de
electrones emitidos.

Asi, la luz parece mostrar una naturaleza dual, seglin cudl sea el fenomeno que se estudia:
corpuscular (fotones, efecto fotoeléctrico) y ondulatoria (difraccion, interferencia, etc.).
En la propia ecuacion de Einstein el concepto de Erowon €5 corpuscular pero la frecuencia
v es un concepto ondulatorio.
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1.4. Espectros atémicos

Un cuerpo negro emite radiacion en todas las frecuencias, emite un espectro amplio y
continuo.

Un gas formado por un conjunto de dtomos de un elemento (o de moléculas de una
sustancia) emite radiacion en unas frecuencias determinadas, caracteristicas de la
sustancia (las mismas en las que se absorbe), se dice que el espectro es discontinuo y esta
formado por las lineas espectrales.

..
7
.
-
-
,
,
-
.
-

Slit Prism

Richard Megna/Fundamental Photographs, NYC
-

Helium \
lamp

Figura 5. Espectro atomico del He.5

Estas frecuencias a las que aparecen las lineas espectrales corresponden a frecuencias a
las cuales los atomos de ese elemento absorben o emiten energia (en el caso de moléculas
las frecuencias a las que las moléculas absorben o emiten energia). Por tanto, la energia
de los atomos y las moléculas deber estar restringida a ciertos valores porque vemos que
la energia solo la pueden absorber en ciertas cantidades.

Desde 1885 a 1910 Balmer, Rydberg y otros investigadores encontraron que la siguiente
féormula empirica reproducia correctamente las frecuencias espectrales encontradas para
el &tomo de hidrogeno, que aparecen agrupadas en varias series:

— 1 % 1 1
v=2=2=R(%-5) 6
A c n? n§ ( )
Siendon;=1,2,3,...;n2=1,2,3, ...; con la condicidon n2 > n;. R es la constante de

Rydberg = 1.096667 x10° cm™.

5 Imagen extraida de: General Chemistry. Principles and Modern Applications, 11" Edition, Ralph H.
Petrucci, Pearson. ISBN 978-0-13-293128-1.
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Serie de ni n: Zona del espectro
Lyman 1 2,3,4, ... Ultravioleta lejano
Balmer 2 3,4,5,... Visible y UV préximo
Paschen 3 4,5,6, ... Infrarrojo proximo
Bracket 4 56,7, ... Infrarrojo
Pfund 5 6,7,8, ... Infrarrojo

Cada serie tiene su limite correspondiente cuando n, — oo

No hubo explicacion de esta formula hasta el trabajo posterior de Bohr, 1913.

l | | |
80 90 100 110

10—3%/cm—1

Figura 6. Representacion esquematica de la serie de Lyman del atomo de hidrégeno.*
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1.5. Teoria de Bohr del atomo de hidrogeno

Previamente al trabajo de Bohr ya se habian emitido algunas teorias modernas sobre la
estructura de los 4tomos:

Modelo de Kelvin-Thomson (1892): propone que el atomo estd formado por una esfera
de una ““sustancia” con carga positiva uniforme, dentro de la cual se encuentran inmersos
los electrones (negativos), de manera que el &tomo es neutro. Los electrones se disponen
en anillos concéntricos, y varios anillos con varios electrones (segun el &tomo) giran uno
dentro de otro.

Modelo de Rutherford (1911): en 1909-10 Geiger y Marsden bombardearon con
particulas alfa una fina ldmina de oro, observando que la mayoria de las particulas se
desviaba muy poco al atravesar la lamina, pero que algunas de ellas “rebotaban”.
Basandose en estos resultados, Rutherford propone un nuevo modelo “planetario” del
atomo, segun el cual la carga positiva y practicamente toda la masa del &tomo se encuentra
situada en el centro (nace el concepto de nucleo atdmico). Alrededor del nucleo, girando
en oOrbitas, se encuentran los electrones. Propone que el nucleo es mucho mas pequefio
que el total del atomo (unas 10000 veces), de modo que la mayor parte del atomo es
espacio vacio. Sin embargo, este modelo es inestable: segun la fisica cldsica, una carga
eléctrica acelerada emite energia en forma de radiacion electromagnética; por tanto, los
electrones irian perdiendo energia y sus orbitas serian cada vez mas cercanas al nucleo,
describiendo una espiral que acabaria por precipitarlos sobre el nucleo. Entre 1911y 1913
no se encontro la explicacion del fallo de este modelo.

Bohr, en 1913, propuso que las frecuencias de las lineas espectrales de una sustancia
corresponden a las frecuencias a las cuales los &tomos de esa sustancia absorben o emiten
energia. Asi, la energia de los &tomos o moléculas no puede tomar cualquier valor, sino
que debe estar restringida a ciertos valores: debe estar cuantizada.

1.5.1. Postulados de la teoria de Bohr para el atomo de hidrégeno

1° Un atomo en un estado estacionario solo puede tomar valores discretos de energia E1,
E>, E3, ... Bohr denomina estado estacionario a un estado de energia constante, no
significa en absoluto que el atomo o el electron estén en reposo.

2° Un atomo en un estado estacionario no emite radiacion electromagnética.

3° Cuando un atomo sufre una transicion de un estado estacionario de energia E, a otro
estado estacionario de energia menor Ep, emite un foton de luz. Dado que la energia del
fotén es hv, la conservacion de la energia indica:

Ey—Ep=hv 8)
Un 4tomo también puede pasar de un estado de energia menor Ep a un estado de energia

mayor E,, absorbiendo un foton de frecuencia v.

Comparando con la formula de Rydberg para el atomo de hidrogeno:
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1 1 hcR hcR

1
Ey—Ep=Ey —E| =hv=hc— =hcR ===~ |- )
A ngoony ns n{
hcR
g _ner (10)
n2

La energia del atomo esta cuantizada, siendo » el numero cudntico.

Bohr introdujo otros dos postulados con objeto de obtener una expresion teorica para la
constante de Rydberg, y asi poder comparar con el valor experimental y contrastar la
validez de su teoria:

4° El electron, en un estado estacionario del atomo de hidrogeno, se mueve en circulo en
torno al nticleo, y obedece las leyes de la mecénica clasica.

F centripeta — F electrostatica electron-nticleo (1 1)

E atomo — E cinética del electron T E potencial electrostatica electron-ntcleo (1 2)

Sustituyendo términos en (11) se obtiene el valor de 7, radio de la 6rbita del electron
para el atomo (de hidrogeno) en estado estacionario (trabajando en el SI):

mv2:| —e2 | (13)
r ‘47zgor2 ‘
e2
r=——- (14)
dreomv2
Sustituyendo términos en (12) se obtiene el valor de E, energia del atomo con el
electron en la orbita de radio » (estado estacionario):
1 2
E=-my2--5 (15)
2 4regr
2
E=-_¢ (16)
8reor

Siendo m la masa del electron, v la velocidad del electron, e la carga del electron, 7 el
radio de la 6rbita y & la permitividad dieléctrica del vacio (8.85x10712 C’m=N™).

5° Solo estan permitidas las 6rbitas en las que el momento angular del electron es un
multiplo entero de la constante de Planck reducida (el momento angular del electrén esta

cuantizado). Estas orbitas permitidas corresponden a los estados estacionarios, en los
cuales el electron no emite energia (contradictorio con la fisica clasica).

[ =mrv=nh (17)
e

f=—=—
mv  dmeomv2

(18)
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e2
\

= 19
Adreonh (1)

Las velocidades, asi como los radios y las energias, permitidas para el electron en los
estados estacionarios estan cuantizadas.

242
. 4rson+h (20)
me?2
— me4 —heR
(21)

- 327[283112712 Y

Despejando la constante de Rydberg (R) se obtiene un valor tedrico obtenido por el
modelo de Bohr que coincide con el experimental, por tanto, su modelo da los valores
correctos para la energia del &tomo de hidrogeno.

_ met @)
883h3c

Sin embargo, cuando se intentd aplicar el modelo de Bohr a 4tomos de mas de un electron
no se lograron reproducir los resultados experimentales. La razon es que los postulados
4°y 5° de la teoria, basados en la mecénica clasica, son totalmente falsos. De este modo,
la teoria de Bohr fue reemplazada en 1926 por la ecuacién de Schrodinger, que
proporciona una imagen correcta del comportamiento electrénico en atomos y moléculas.
Los postulados 1° 2° y 3° si que son consistentes con la mecénica cuantica.
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1.6. Hipétesis de Luis de Broglie (1923)

Basandose en los descubrimientos y hechos:
— Planck: la energia emitida por un cuerpo negro estd cuantizada.

— FEinstein: la energia de la luz esta cuantizada en los fotones y existe la dualidad onda
particula.

— Bohr: la energia de los 4&tomos y las moléculas esta cuantizada.

— En la mecénica clasica la energia de las particulas no estd cuantizada, sin embargo,
en la fisica clasica la cuantizacion existe inicamente en el movimiento ondulatorio.

o —
—— ——

Second overtone

- TN

— -

First overtone

Fundamental

Figura 7. Una cuerda tensa, fijada en los extremos, tiene modos de vibracion cuantizados. La cuerda puede vibrar
a su frecuencia fundamental v, a la de su primer sobretono, 2v, a la de su segundo sobretono, 3v, etc. Las
frecuencias intermedias no son permitidas.*

De Broglie postula que, por consiguiente, asi como la luz presenta naturaleza dual
onda-particula, la materia debe tener igualmente naturaleza dual.

Un electron (considerado hasta entonces como particula) deberia mostrar también un
comportamiento ondulatorio que se manifestase en los niveles de energia cuantizados de
los electrones en atomos y moléculas. Fijando los extremos de la cuerda se cuantizan sus
frecuencias vibracionales. De manera analoga, confinando al electrén en un atomo se
cuantiza su energia.

De Broglie obtuvo una ecuacion para la longitud de onda asociada a una particula material
razonando por analogia con los fotones.

Eotsn= hv (Einstein, efecto fotoeléctrico) (23)
Etoton = mc? (Einstein, Teoria especial de la relatividad) (23)

Siendo ¢ la velocidad de la luz y m la masa relativista del foton. Igualando ambas

ecuaciones obtuvo la longitud de onda del foton:
h=hS=me2; A=t (24)
A mc

Por analogia, de Broglie propuso que una particula material de masa m y velocidad v
deberia tener una longitud de onda A dada por
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A=—=— (25)
my p
Siendo p el momento lineal de la particula. Para un electréon con v = 1.0x10° m/s, el valor
del A es 7x107'°m, 7 A. La longitud onda del electron es del orden de dimensiones
moleculares. Los efectos ondulatorios son importantes en los movimientos electrénicos
en atomos y moléculas.

Para una particula macroscopica de m=1.0 g con v = 1.0 cm/s, A es 7x107% m. El efecto
cuantico es inobservable para el movimiento de objetos macroscopicos (por la pequetia
magnitud de su A).

En 1927, Davisson y Germer observaron efectos de difraccion cuando un haz de
electrones se reflejaba en un cristal de Ni y es la comprobacion experimental de la
hipotesis de De Broglie. Thomson observd efectos de difraccion cuando un haz de
electrones atravesaba una fina lamina de metal. Posteriormente, se han observado efectos
de difraccién similares con neutrones, protones, atomos de helio y moléculas de
hidrégeno. La hipétesis de De Broglie se aplica a todas las particulas materiales no solo
a los electrones.

1.6.1. Contradiccion aparente de la dualidad onda particula de la materia y de la luz

Los electrones y otras “particulas” tienen un comportamiento corpuscular demostrado
mediante experimentos con rayos catodicos mientras que la luz ha demostrado ese mismo
comportamiento en el efecto fotoeléctrico. Tanto los electrones como la luz han probado
tener un comportamiento ondulatorio en el fenomeno de la difraccion y los patrones de
interferencia.

Los modelos ondulatorio y corpuscular son incompatibles mutuamente. Un ente no puede
ser a la vez una onda (entidad deslocalizada) y una particula (entidad localizada).
Considerar la luz o el electron como una onda o como una particula nos lleva a
contradicciones insalvables, pues eliminando uno de los dos modelos no podemos
explicar satisfactoriamente su comportamiento. Pero la contradiccion no estd en la
naturaleza de los entes microscopicos, sino en nuestra forma de interpretar su
comportamiento. El lenguaje ordinario esta establecido para comunicar experiencias
comunes de nuestra vida, pero el mundo microscdpico se comporta de forma totalmente
diferente a lo que estamos acostumbrados. Tendemos a identificar el comportamiento de
los entes microscopicos como de los macroscopicos, que son los que entran dentro de
nuestra experiencia, y por eso decimos que un electrén se comporta a veces como una
onda y a veces como una particula. En realidad, el electron no es ni una onda ni una
particula (conceptos macroscOpicos), sino un ente material con unas determinadas
propiedades que se manifiestan en los experimentos. Algunas de estas propiedades
pueden recordar a las de las ondas macroscopicas o a las de las particulas macroscopicas,
pero el electron no es ni lo uno ni lo otro. No se «comporta como» o «se transforma» en
onda o particula segun las ocasiones, sino que se comporta siempre simplemente como lo
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que es: un electron. Al hablar de “dualidad” onda corptsculo tratamos de expresar con
palabras comunes algo que realmente no acepta vocablos usuales para su descripcion.

Lo mismo ocurre con la luz. La luz tiene su origen en el mundo microscépico de los
atomos y las moléculas (paso de atomos o moléculas de unos niveles de energia a otros
mas bajos emitiendo la energia sobrante en forma de luz). Por tanto, no puede ser
totalmente comprendida en términos de modelos macroscopicos, visualizables por la
mente humana. La luz no es onda ni particula, sino un ente material con propiedades
caracteristicas, no asimilable a los entes macroscopicos, aunque pueda presentar en
determinadas condiciones propiedades similares. La luz no se comporta a veces como una
onda y a veces como una particula, sino siempre como lo que es: luz.

Aunque tanto la luz como las particulas (electrones, protones, nucleos, atomos...)
presentan esta aparente dualidad onda-corpusculo, hay diferencias significativas entre
estos entes.

uz: viaj veloci vaci
Luz: 1aja a la velocidad c en el vacio

los fotones tienen masa nula en reposo
“particulas”:  viajan siempre a velocidades inferiores a ¢

tienen masa no nula en reposo
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1.7. Principio de incertidumbre (o indeterminacion) de Heisenberg, 1927

La aparente "dualidad" onda corpusculo de la materia y de la radiacion impone
limitaciones sobre la informacion que podemos obtener de un sistema microscopico. Si
conocemos la posicion de un electron respecto al eje X con una incertidumbre (posible
error), habrd una incertidumbre respecto al momento lineal del electron en el eje X tal
que:

AxApx > h (26)

Lo mismo sucede con los ejes Y y Z. Cuanto més exactamente conozcamos la posicion,
mads incertidumbre tendremos respecto al momento lineal (velocidad), y viceversa. El
principio de incertidumbre parece ser un principio fundamental de la naturaleza, que
afecta no solo a la posicion y al momento lineal, sino también a otras parejas de
magnitudes. Veremos una formulaciéon mas general a partir de los postulados de la
mecanica cuantica

Asi, el principio de incertidumbre tiene consecuencias muy importantes para el estudio
de los sistemas microscopicos y debido al pequeiio valor de 4, no tiene consecuencias
para los sistemas macroscopicos.

1.7.1. Mecanica cuantica

Los sistemas microscopicos no obedecen la mecanica clésica. Para su estudio hay que
utilizar la mecénica cuantica, que se basa en la cuantizaciéon de la energia y en la
"dualidad" onda corpusculo de la materia y de la radiacion electromagnética.

A escala macroscopica, los efectos cuanticos son indetectables; solo a escala
microscopica son de importancia fundamental. Esta es la razoén de que no se descubriran
hasta finales del siglo XIX, cuando los medios técnicos fueron lo suficientemente
sofisticados como para investigar el mundo microscépico.

Las leyes de la mecanica cuédntica fueron descubiertas por Heisenberg, Bohr y Jordan
(1925) y Schrodinger (1926). Heisenberg formuld su mecéanica cudntica utilizando
matrices, y Schrodinger usando ecuaciones diferenciales. Posteriormente, se comprobd
que ambas formulaciones eran perfectamente equivalentes y que cada una de ellas podia
ser deducida de la otra. Estudiaremos a continuacion las leyes o postulados de la mecénica
cuantica y sus consecuencias mas importantes, pero antes introduciremos una herramienta
de trabajo que vamos a necesitar para su formulacion: los operadores.
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ANEXO 1: Unidades

Sistema Cegesimal de Unidades (CGS) Gaussiano:

Longitud: cm; masa: gramos; tiempo: segundos; fuerza: dinas; energia: ergios
La magnitud de la fuerza culombiana entre las cargas q/[ y q/z, en unidades electrostaticas

de carga (ues), separadas una distancia » en el vacio viene dada por:

q,4q,

72

F:

En el sistema internacional (SI)

Longitud: metros; masa: kg; tiempo; segundos; fuerza: Newton; energia: Julio (J)
La ley de Coulomb se escribe:

1 q,9,

dne, 12

Dénde g, y g, son las cargas en culombios, & es una constante (la permitividad del vacio)
cuyo valor experimental es 8.854x107'2 C>2N"!m2.

En el SI la carga es una unidad fundamental pues no se puede expresar en términos de
unidades métricas (metros, kilos, segundos). El Sistema Internacional es el recomendado,

pero la forma tan sencilla que tiene la ley de Coulomb en unidades gaussianas hace que
éstas sean relativamente populares en quimica cuéntica.

Cuando veamos:

q,q,

F:
72

podemos pensar que ¢, y g, son las cargas en ues, r viene en centimetros y ' en dinas.

También podemos verla en el SI » en metros, ' en newton, y q'] y q/z como la abreviatura

)1/2 )1/2

de g1/(4n &)"* y g2/(41 &)~ donde g1y g2 son las cargas en culombios.
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ANEXO 2: Nimeros complejos

i=(-1); z=x+iy; x=Re(z); y=Im(z). Tantox como y son numeros reales.

Representacion de un numero complejo:

k r= /(x> + y*) = [z]=r (valorabsoluto o modulo de z)

7 (I x=rcos@, y=r-=sinf, 0=fasedez
\ | S .. ;
J2) | z=rcos 0+ irsin@=r(cos O +isin6) = re?
X ¢’ = cos O+ isinb

Ntmero complejo conjugado (z*) de un complejo dado (z): z* =x-iy =re™

Numero real si: Im(z) =0 & z =z*
2=+ 1) i) =2 - () =y =
i0-i0— .

De forma equivalente: z:z* = re® - e =2 e 2= x2 4?2

Suma y diferencia de nimeros complejos:
(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i+d
(a+ib)-(c+tid)=(a-c)+i(b-d)
Producto de nimeros complejos:
(a+ib)(c+id)=ac+iad~+ibc+i’bd= (ac-bd) +ilad + bc)
Cociente de nimeros complejos:

zy _ (a+bi) (a+bi)(c-di) (ac+bd) +i(bc-ad)

z, (c+di) (c+di(c-di) (@ +d?)

También puede obtenerse como:

0,
Zp _ mme ﬂei(el-ez)

Z, r2el s

El complejo conjugado de un producto es el producto de los complejos conjugados:
(z;z)* =z, %2,*
Demostracion:

*

£ *
(z;z,)" = (1”16191 .rzell%) =(r1rzel(91+92)) =rrye i(0;+62) — riryef- gt2=z7,% 7,

De forma semejante:

% %
— = _*
Z2 23

* * * * * *
(z)+2z) =z, +z, (2 — z) =z, —z;
Para los valores absolutos:

_ Ll

VA 4) il VA N V41 BN
21221 =Iz 2| =

i
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ANEXO 3: Probabilidad y estadistica
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Una forma de determinar la probabilidad de un determinado suceso se basa en llevar a
cabo un experimento muchas veces. Supongamos que se realiza el experimento N veces
y que en N; de estos intentos se produjo el suceso j. la probabilidad de que j ocurra se
define como:

(N
7= fin ()
Como 0 < N; <N, debe cumplirse que 0 < Pj < 1.

Si Pj=1, se dice que j es el suceso seguro, y si Pj =0, se dice que j es imposible.

Si representamos por i a los distintos sucesos posibles, i=1, 2, ..., n, debe cumplirse que:

z N =N = Z P =1
i=1 i=1

Esta ultima condicidn se llama condicidon de normalizacion.

Supongamos que cierta cantidad x; esté¢ asociada con el resultado Pi. La media de x o el
valor medio de x sera:

n n
(x) =f=2xl- P = zxi p (x;)
i=1 i=1
En la Gltima expresion se usa p(x;) para indicar la probabilidad de que sea x;.

La desviacion estandar se define como:

oy = 4/<(x — (0)’)= [ZI ;= ()P,

Hasta aqui nos hemos referido a probabilidades y distribuciones de variables discretas.
En Quimica Fisica hay que trabajar con variables contintias, por ejemplo, la probabilidad
de encontrar una particula a lo largo de la coordenada X. No tiene sentido hablar de la
probabilidad de encontrar la particula en un determinado punto como x=0.5000..., puesto

172

que hay un niimero infinito de puntos sobre el eje X y para cualquier nimero finito de
medidas que hagamos, la probabilidad de tener exactamente x=0.5 es infinitesimal. En
vez de ello hablamos de la probabilidad de encontrar la particula en un pequefio intervalo
del eje X entre x y x+dx, siendo dx un elemento infinitesimal de longitud. Esta
probabilidad sera naturalmente proporcional a la longitud del pequeio intervalo, dx, y
cambiard para las distintas partes del eje X. Por tanto, la probabilidad de que se encuentre
la particula entre x y x+dx serd igual a:

dN,
- g(x)-dx=Prob (x, x+dx)

donde g(x) es una funcioén que indica como varia la probabilidad a lo largo del eje X. N
es el numero de sistemas idénticos sobre los que hemos realizado la medida (una medida
a cada sistema) y dNy denota el nimero de medidas para las cuales la particula se hallo
entre x y x+dx. La funcién g(x) se denomina densidad de probabilidad puesto que es
una probabilidad por unidad de longitud en nuestro ejemplo. Puesto que las
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probabilidades son niumeros reales no negativos, la funcién g(x) debe ser una funcion real
que no toma valores negativos:

dv, .
gx) = Vi - densidad de probabilidad

(Cual es la probabilidad de que la particula esté en una region finita del eje X, por
ejemplo, a < x < b? Para hallarlo sumamos las probabilidades g(x)dx de encontrar la
particula en todas las regiones infinitesimales entre a y b, pero esto no es otra cosa que la
definicion de integral definida:

b
Prob (a <x<b)= j g(x)dx

La condicion de normalizacion sera: 1= f

dN 13 L] »
E T", donde TE representa “todo el espacio”.

Esto también puede interpretarse como: N= /. dN, = /. N-g(x)dx.

Asi, podemos emplear la densidad de probabilidad para calcular valores medios:

() = f xg(¥)dr
TE

(x?) = f x%g(x)dx
TE
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ANEXO 4: Coordenadas Polares Esféricas

Aunque las coordenadas cartesianas (x,),z) son adecuadas para muchos problemas, hay
otros en los que es mas conveniente utilizar coordenadas polares. En vez de localizar un
punto en el espacio especificando sus coordenadas cartesianas (x,y,z) se utilizan r, 8y ¢.
r es la distancia del origen al punto; € es el angulo que el vector » forma con la parte
positiva del eje Z (el angulo que forma el vector » con el eje que une el centro-origen con
el polo norte) y, por tanto 0 < 0 < 1t; el &ngulo que forma la proyeccion de » sobre el plano
XY con la parte positiva del eje X es ¢, por tanto 0 < ¢ < 2w, véase figura 8.

z

Figura 8. Coordenadas cartesianas y esféricas.®

Puede verse la relacion entre ambos conjuntos de coordenadas:
x =rsen(f)cos(p) (1) y=rsen(0)sen(d) 2) z=rcos(0) (3)
r2=x?+y?+z? 4) cos(0) =z /\Jx*+y*+ 2% (5) tg(d) =y/x (6)

El elemento diferencial de volumen en coordenadas cartesianas es dt = dxdydz. La figura

9 muestra un elemento diferencial de volumen en coordenadas esféricas. Realizando el
cambio de variable se obtiene que:

dt = (r sen(0)-dp)-(r d 0)-dr = r? sen(6)-dr dO d¢

] rn'-“ad.

4
FRin Dag \\ |
1 LY

Figura 9. Superficie de una esfera en coordenadas esféricas.

® Imagen extraida de: Quimica Cuantica, 5* Edicion, Ira N. Levine, MacGrawHill, ISBN: 84-205-3096-4.
25



Ejemplo: Si queremos calcular el volumen de una esfera de radio a:

0<r<a; 0<0<r 0<¢=<2rm

r ‘ " 2 a’ 4
V= f j f rzsen(e) dr do d(l) = f rzdrj sen(@)d@f d(l) =— 22t =—-43
0 Jo Jo 0 o ; 3 3

Ejemplo: el volumen de una capa esférica de radio interior 7 y espesor dr (ver figura 10).
Al tener un espesor infinitesimal no hay que integrar r:

T 2n
sen(0)d0 | d¢ = 4nr’dr
0

dV =r2dr f
0

Figura 10. Espesor de una esfera en coordenadas esféricas.

Volviendo a la figura 9, podemos ver que en coordenadas polares el diferencial de area
sobre la superficie de una esfera de radio R es:

dA = dS = 1’ sen(0) dO d¢

Ejemplo: para evaluar la superficie de una esfera de radio R:
T 2n
S=r? j sen(0)do f d = 4nr?
0 0

A menudo la integral que hay que evaluar es del tipo:

1= fo ) fo ' f 2nF(r,0,¢)- r’sen(6) dr dO d¢
0

que puede escribirse como:

1= fo " Rdr fo ' sen(0) do fo 2nF(r,0,¢) do

Donde en ambos casos cada integral "actiia” sobre todo lo que tiene a la derecha. O sea,
primero se integra F(r, 0, ¢) sobre 0 entre 0 y 27; el resultado se multiplica por sen 0 y se
integra sobre 0 que varia entre 0 y 7; el resultado obtenido se multiplica por 72 y se integra
enr que varia entre 0 e infinito. La ventaja de las dos tlltimas notaciones es que los limites
asociados a cada variable no son ambiguos.

Si el integrando, F(r, 6, ¢), s6lo depende de » y no depende ni de 0 ni de ¢ se dice que el
integrando es esféricamente simétrico; en tal caso:
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F(r,0,¢)=1(r)
co T 2n oo T
I= fo r2dr J;) sen(0) doO J;) f(r) do = ) f(r) dr J;) sen(0) doO )

2n

do = 4n f wf(r) rdr
0

En ocasiones se necesitan las derivadas parciales de una funcion f{(r, 0, ¢), con respecto a
las coordenadas cartesianas. Para obtenerlas se emplea la regla de la cadena.

@@, 606,60 @,6.

r,0

@ -0,6 0.0 -0 6.

X,z X,z

<§£)x,y ) <g>9,¢ <2_7;)x,y " (%>r,¢ (%Ly ’ <§_]¢j)r,9 <%>W

Y de forma equivalente para la derivada de f respecto de y (con xz constante) y de z (con
Xy constantes).

Para obtener las derivadas de r respecto de x, y, z habra que utilizar las ecuaciones 1-6.

Tomando la derivada parcial respecto de x en (4) manteniendo yz constantes:

or? or
2.2 2 () -
r'=x-+y-+z =><8X>yz 2r <8x)

or ) or ]
2r (—) =2x =2 rsinb cosH = (—) = sinO cosO
¥,z

ox X/yz

=2x
y.z

De forma semejante para y y z:

or? _ or _ _ . or —

(E)X’Z =2r (;Y)x,z =2y =2rsinf cosd = (ay)x,z sinf cosd
or? ) <6r> 9y 6=><ar> st
p= Xy— {3 o =2z=2rcos 3 " = cos

Con la ecuacidn (5), obtenemos las deribadas respecto a 0:

Z
cos (0) =————=
/X2 + y2 + Z2
1 2 2 2\-1/2
(acos 6) B (89) _-Z'Q(X +y +2°) 2x X'z Xz
ox . -sen Ox . X2 +y? + 72 (Xz +y2+ Z2)3/2 3

(86) x'z  rsen cosh-rcosh cosd cosd
Y.z

ox r3send r’send r
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De forma semejante:

(59> _ cosb send

o/, r

(86) - senf
0z/y o
Con la ecuacion (6), obtenemos las deribadas respecto a ¢:

tg(¢)zz:<6tg¢> 1 (8¢) ZX_M:(@X’Z_%%(])

X ox Jy, cos?d \ox vz X2 12cos2d sen ox p—

De forma semejante:

(%)x , B rcsoe:Sr(lI)O

@)

=0
X,y
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TEMA 2. Mecanica Cuantica, introduccion.

Contenidos:

Operadores. Funciones propias y valores propios. Postulados de la Mecanica Cuantica. Formas de
trabajo con sistemas conservativos en Mecanica Cuantica. Consecuencias de los postulados de la
Mecanica Cuantica. Desarrollo en serie de la funcion de estado como combinacion de funciones
propias: medida y superposicion de estados. Sistemas de particulas independientes y separacion de
variables. Funciones propias de dos operadores: conocimiento simultaneo y exacto de dos
propiedades fisicas. Principio de incertidumbre.
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2.1. Operadores

Un operador es una "regla” que indica una serie de operaciones matematicas a realizar con una
funcion, que se escribe a la derecha del operador. Al aplicar el operador a una funcion f, esta se
transforma, en general, en otra funcion g.

Ejemplos:
Si D es un operador que diferencia una funcién respecto de la variable x (* indica que es un operador),
entonces:
—~ _ d A
D)=L /)~ () (1)
D(3x+2e") == (3x+2¢")=3+2¢" )

El operador 3, sera “multiplicar por 3 una funcion”: 3f(x)=3/(x)
El operador X, serd “multiplic ar por x una funcion”: 2f{x) =x-1(x)
El operador ¢os, sera “hacer el coseno de la funcién”.

Suma y diferencia de operadores:

(4 + B)f=Af+ Bf 3)
(4-B)y=4r-Bf (4)

Producto de operadores:
ABf=14|Bf] (5)

por ejemplo
3Df=3[DA=31 =31
Dos operadores son iguales si:
Af=Bf Vf (6)

El operador unidad es 1, el operador nulo es 0.
Propiedad asociativa de la multiplicacion:

A(BC)=(AB)C 7)
Potencia n de un operador:

A~~~ o~ o~

(K)”= AAAAA...n veces...A (8)
(A+B)C=AC+BC 9)

A(B+C)=AB+BC (10)
Ejemplo:
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_o(Y o ARV SN
Gx(5x+xf) +x(6x +xf) 6x2+1f+x6x+x5x +xf

(& o, o,V _ (& o,
—<ax—2+l+2xa+x )f:}(a+x) = (5x—2+1+2xa+x )
Conmutador de dos operadores:

AB y B4 son, en general, operadores distintos (no conmutan).

Por ejemplo, D y &:

~ Ara d
DEfTx)=DI3f(x)]= —- [f(x) ] =/(x) +x/'(x) (11)
AR ~[A ~[d
XDf(x)=x [Df(x)] =X [Kj(x)] =xf"(x) (12)
Se llama conmutador [R,E] de los operadores A y B a la diferencia:
[A,B] =AB - BA (13)
Por ejemplo, [D3] =1

Si AB=BA, [;‘;,ﬁ]=0, se dice que A y B conmutan.
SiAB#BA [A,B]#0, se dice que A y B no conmutan.
Operadores lineales

Se dice que un operador es lineal si y solo si cumple las dos condiciones siguientes, V f, g:

A(f+g) =Af+Ag (14)
A(cf) =cAf (15)

Siendo f'y g dos funciones cualesquiera y ¢ una constante arbitraria, no necesariamente real.
Ejemplos de operadores lineales: x, d/dx, d */dx*
Ejemplos de operadores no lineales: cos, sen, exp, elevar a n #1.

Los operadores que intervienen en la mecanica cuantica son lineales.

Operadores hermiticos

Un operador lineal se dice que es hermitico si, para todas las funciones /'y g que “se comporten bien”,
se cumple:

fT.E.f (Ag)dTZfT.E. g(gf) dr (16)
Siendo T.E. integracion en todo el espacio y * la funcidén compleja conjugada.

También se puede definir la condicion:

[, Ade=[,  f(RN) dr (17)

Se puede demostrar que ambas son equivalentes.

En mecénica cuantica que una funcion “se comporte bien” significa que pueda representar un estado
fisico del sistema.

Los operadores utilizados en mecanica cuantica son hermiticos.
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2.2. Funciones propias y valores propios

Si el resultado de aplicar un operador A sobre una funcion f'es esa misma funcion f multiplicada por
una constante &, se dice que f'es una funcion propia (f.p.) de A con valor propio (v.p.) k.

Por ejemplo: e** es funcion propia del operador a_i y el valor propio es 2.

0
¢ =26

Ejercicio: Hallar las funciones propias del operador d/dx.

Para ello expresamos la ecuacion de funcion propia
d —_—
—f=Hf,
separamos variables jédf = kdx;

integramos | jédf = [ kdx y obtenermos logf = kx + cte, despejamos f'y obtenemos f = ce

Llamaremos ecuacion de valores propios (o de autovalores):
Af=kf (18)
Siendo funa funcién propia del operador A y k el valor propio de la funcién propia del operador A.

Un requisito para f'es que no sea idénticamente nula.

Ejercicio: {es sen x una funcion propia del operador d/dx? y del operador d*/dx*?
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2.3. Postulados de la mecanica cuantica
2.3.1. Primer postulado
El estado de un sistema viene descrito por una funcion
W(X1,01,21,X2,12,22, . . . . Xn,Vn,Zn,t) = W(q,) (19)

Y se llama funcion de estado o funcion de onda dependiente del tiempo y contiene toda la informacion
que puede determinarse sobre el sistema.

Las x;, i, zi son las coordenadas espaciales de todas las particulas del sistema, desde i = 1 hasta i =n
(en un sistema de » particulas), las llamaremos g; ¢ es el tiempo.

Y debe ser: a) univoca, b) continua, ella y sus derivadas, c¢) de cuadrado integrable. Estas tres
condiciones se resumen en “aceptable” o que “se comporta bien”.

Mo es univoca No es continua Continua, pero st Cyptingy
1* derivada no

Figura 1. Ejemplo de propiedades de funciones.
De cuadrado integrable significa:

Jre Yydr= fT_E_I‘PIZdt sea igual a un valor finito (20)

—x/2

Por ejemplo: ¥ = €™~ no es aceptable entre —oo y +oo porque es divergente para x — —oo:

o0

o0 o0 —X o0
e 0—e
j e_"/ze"X/deZJ e‘xdxz—] = =0
—o0 -0

-1 -1

-00

Y no tiene significado fisico en si misma, no es, a pesar de su nombre, la ecuacion de ningun tipo de
onda. Lo que tiene significado fisico es su modulo al cuadrado; Born postul6 en 1926 que:

Yy = |¥|? da la densidad de probabilidad (probabilidad/volumen) de encontrar las particulas en un
determinado lugar del espacio. (21)

Ejemplo: sea un sistema de una sola particula en tres dimensiones; las coordenadas espaciales en el
sistema son (x, y, z).

|¥(x,,z,£)|* nos da la densidad de probabilidad de encontrar la particula en distintas posiciones del
espacio.

|‘P(x Yz I,I) |2dxdydz=|‘P(x Yz I,I) |2dr es la probabilidad de encontrar la particula entre x;1 y x1+dx,
y1 € yitdy, z1 y zitdz. O de otra forma: es la probabilidad de encontrar la particula en un
paralelepipedo diferencial situado en la posicion (x1,y1,z1), de lados dx, dy, dz. (Debemos notar que
dxdydz es el diferencial de volumen, y que el subindice 1 se refiere aqui a una posicioén, no a una
particula).
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X

Figura 2. Paralelepipedo formado por dx, dy y dz y situado en la posicion (x1,y1,21).

La probabilidad de que la posicion de la particula esté comprendida entre dos valores, 1 y 2, de las
coordenadas se obtiene integrando el cuadrado del moédulo de la funcion de onda:
XSS,
Pr. <y1§y5y2>=fx2 [2 (219 2de= 2 72 [ 9" wde (21)
21<z<z X7 7y; Yzp x7. %y, Yzp
La particula debe estar en el espacio, luego la suma de las probabilidades de encontrarla en todos los
puntos debe ser la unidad (el suceso seguro). Esto es, la probabilidad de encontrar la particula en
cualquier punto del espacio debe ser igual a 1, por lo tanto

Jpp ¥ Pdu= [ [WPdr=1 (22)

Cuando se obtiene una funcion de onda para un sistema esto no siempre se cumple, pero puede
conseguirse multiplicando la funcion obtenida por el factor adecuado. Esta operacion se llama
normalizacion, y cuando la funcion cumple la condicion anterior se dice que estd normalizada. En
mecanica cuantica se trabaja generalmente con funciones normalizadas.

Ejercicio: comprobar si W(x) = 3e™, definida entre x = 0 y x = 10 est4 normalizada. En caso contrario,
normalizarla:

10 10
Yydr = f 3¢™3e dx=9 | dx=9-10=90
0

T.E. 0

La funcién normalizada tendra una constante de 1/(90)"? y sera:

1 .
\Pnormalizada ()C) = 7% 3e™*

En realidad, el trabajo de Born es méas general que esto. Todo lo que puede conocerse del sistema en
un estado dado esta contenido en la funcion de estado, y Born establece que W da informacion sobre
el resultado de una medida de cualquier propiedad del sistema, y no solo de la posicion. La
informacion proporcionada por ¥ son las probabilidades para los posibles resultados de medidas de
propiedades fisicas del sistema, tal como se ird desarrollando a continuacion.
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2.3.2. Segundo postulado

A cada propiedad fisica observable experimentalmente le corresponde un operador lineal y
hermitico, de manera que las propiedades observables del sistema pueden deducirse de las
propiedades matematicas del operador correspondiente.

Por poner un ejemplo en el mundo macroscopico o clasico, un operador seria una especie de aparato
de medida de una propiedad determinada. Asi, la propiedad fisica llamada “peso”, tendria como
operador de medida una “balanza”, la variable “longitud”, tendria como operador de medida una
regla, la propiedad “tiempo” se mediria con el operador “reloj”, etc.

Para hallar este operador se escribe la expresion de la mecanica clésica para el observable fisico en
funcion de las coordenadas cartesianas y de las componentes del momento lineal, y se sustituyen por
los correspondientes operadores mecanocuanticos.

Operadores mecanocuanticos para las coordenadas cartesianas:
X — X=x yoy=y z—>Z=z (23)

operadores mecanocudnticos para las componentes del momento lineal:

 ho _had _ had 9y
Px P75 BTARTY, PP G 24)
Doénde
h
h=— i=+V1
2w

Ejemplos: operador posicion, operador velocidad, operador momento lineal, operador energia
cinética T, operador energia total del sistema (operador Hamiltoniano, H)...

Ejercicio: Se pide obtener el operador energia total (este operador se denomina Hamiltoniano H) para
una particula de masa m que se desplaza en un espacio tridimensional con una velocidad v y no esta
sometida a ningin potencial.

B =Ee= ym (F 0 02)= 32 (0002 = o (2 07 427 25)

A A D 26
o0x2 0Oy? 0z? v (26)

2mii 2m

L lhhlaz o 62] -

Ejercicio: Obtener el operador Hamiltoniano de una particula que se mueve en un espacio
tridimensional y estd sometida a una fuerza F'= — kx donde k es una constante.

En este caso ademas de energia cinética hay energia potencial:

F=—kx (27)
como
__Y
F=—% (28)
tenemos
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—kx = —— (29)
separando variables e integrando obtenemos la expresion para le energia potencial:
—kxdx=— dV: k [xdx= [dV; V=% ke’ (30)
En este sentido, hemos elegido que la constante de integracion sea igual a 0, porque el origen de la
energia potencial es arbitrario.

Por tanto, en este caso:

2
A=T+V=2v+ k’ G1)

2.3.3. Tercer postulado

Los unicos valores posibles que pueden resultar de la medida experimental de una propiedad fisica
observable B son los valores propios, b;, de la ecuacion de autovalores:

Egl‘ = bigl' (32)

B es el operador correspondiente a la propiedad observable fisicamente llamada B, segun el segundo
postulado. g;son las funciones propias del operador B, es decir las funciones que cumplen la ecuacion
(32). Estas funciones g; deben ser obligatoriamente “aceptables”, deben cumplir con las condiciones
del primer postulado. Los valores b; obtenidos se llaman los valores propios correspondientes a cada
funcién propia g;.

B (observable fisico) — B (operador) » Bg; = b;g; (ec. de v.p.) =b; (v.p.)

Asi, b; son los resultados de las medidas experimentales de la propiedad B.

Siguiendo con la analogia anterior del mundo macroscopico, el valor propio seria la cantidad
obtenida resultante de realizar la operacion de medida (aplicar el operador) a un objeto (a una
funcion propia). Por ejemplo, si aplicamos pesamos a una persona en una balanza, la balanza seria
el operador, la persona seria la funcion propia y el peso resultante seria el valor propio.

Por ejemplo: ;Cuales son los posibles valores de la energia del sistema? Los unicos valores posibles
son los que encontremos al resolver la ecuacion de autovalores del operador hamiltoniano. Si 4 son
las funciones propias del operador hamiltoniano, los Unicos valores posibles de la energia seran los
que se obtengan al resolver la ecuacion

Hy, =Ey, (33)
La ecuacion de autovalores para el operador hamiltoniano (ecuacién 33) se llama ecuacion de
Schrédinger independiente del tiempo.

Todo operador tiene un conjunto de funciones propias y valores propios. Por ejemplo, para el
operador d/dx: las funciones propias son g = c-e®* y k son los valores propios.

« Si la funcién ¥ que representa el estado del sistema es funcién propia del operador B, esto es, al

aplicar el operador B a la funcién de estado ‘P resulta la misma funcién multiplicada por una contante
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b, significa que al medir la propiedad B en el sistema que estd en ese estado ¥ se obtendra siempre el
valor b. Si el estado del sistema ¥ no es funcion propia del operador B, al medir la propiedad se sigue
obteniendo uno de los valores propios (b;) del operador B, aunque no podemos decir cual de dichos
valores se va a obtener.

Si la propiedad es, por ejemplo, la energia de un sistema, el resultado de la medida serd un valor
propio del operador Hamiltoniano, como hemos visto en el ejemplo.

Ejercicio: Escribe la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para un sistema de una
particula que se mueve en un espacio monodimensional a lo largo del eje X, bajo una energia potencial
V(x):

Hy =Ey (34)
queda

-1 &

2m ox?

wAV)y, = Ey, (35)

Ejercicio: Escribe la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para un sistema conservativo
de n particulas que se mueven en un espacio tridimensional. Nota: un sistema sea conservativo
significa que su energia potencial no depende de la variable tiempo.

2.3.4. Cuarto Postulado

Si B es un operador lineal y hermitico que representa una propiedad fisica observable del sistema, sus
funciones propias g; forman un conjunto completo.

Conjunto completo: un conjunto de funciones gy, g2, g3, ... se dice que forman un conjunto completo
cuando cualquier funcion f que "se comporta bien” y cumple las mismas condiciones de contorno que
las de g;, puede expresarse como combinacion lineal de las g;:

f=2iag, (36)

Aplicado a nuestro caso: cualquier funcion ¥ que represente un estado cualquiera del sistema puede
escribirse como combinacion lineal de las funciones propias de cualquier operador mecanocuantico
(no solo del operador Hamiltoniano):

Bg=bg, (37)
siendo B hermitico y lineal.
Las funciones g; forman un conjunto completo.
Cualquier estado ¥ se puede escribir:
Y= Yag, (38)

Notese que una combinacion lineal de funciones propias de un operador no es, en general, funcién
propia del citado operador, por tanto, la funcion W que representa el estado del sistema puede no ser
funcion propia del operador de la propiedad que se quiere estudiar.

Ejercicio: Demostrar que una combinacion lineal de funciones propias de un operador solo es funcion
propia del operador si todas las funciones que se combinan tienen el mismo valor propio (funciones
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degeneradas). Para més sencillez puedes comprobarlo primero combinando solo dos funciones
propias.

2.3.5. Quinto postulado

Supongamos que W¥(g,f) es la funcion de estado que representa el estado del sistema, y que no es
funcion propia del operador B correspondiente a una determinada propiedad B, esto es: BY # b'P.

(Como puede proporcionar ¥ informacién acerca de la propiedad observable B? Segln el tercer
postulado, una medida de B nos dara uno de los valores propios del operador B (uno de los b; de
Egi = b;g.), pero no sabemos cual de ellos.

Enunciado del quinto postulado:

Dada una serie de sistemas idénticos e independientes, todos ellos en el mismo estado ¥(g,f), que no

es funcion propia del operador B considerado, las medidas experimentales de la propiedad B en los

distintos sistemas no conducen a un mismo valor, sino a una distribucion de valores (cada uno con

una determinada probabilidad) cuyo valor medio (B) =B, es:
¥ BYdr

(B) — E — fT.E.

39
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donde W(g,?) es la funcion de estado del sistema en el tiempo z.
Si ¥ esta normalizada, que es lo mas frecuente, el denominador es igual a 1.

Si la funcion ¥ es funcion propia del operador B, el valor de la propiedad B puede determinarse
mediante su ecuacion de autovalores, y la medida experimental conduce siempre al mismo resultado,
b; ver postulado 3.

En este caso vamos a considerar la siguiente pregunta, ;cudl es la velocidad de un coche que hace
el trayecto Zaragoza-Madrid? La funcion seria el coche y la propiedad velocidad se mide con el
operador velocimetro y el valor propio obtenido puede ser distinto para cada punto del camino. Por
lo tanto, la propiedad velocidad no tendrad un unico valor propio en el trayecto realizado, tendremos
una distribucion de valores propios caracterizados por un valor promedio, la velocidad media del
trayecto.

Ejercicio: Demuestra a qué es igual (B) si la funcién ¥ es funcién propia del operador B con valor
propio by.
1

1 2
a\s &

Ejercicio: sea la funcion de estado normalizada W (x)=e™* (;) e 2 (40)

definida para -co <x < +oo con A y o constantes. Calcular el valor medio del momento lineal.
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+o0 +o0 l 2 l 2
_ * _ A (W RO 0T e
<px>—j_w ‘pr‘P(X)abc—f_oo e (n) 2 o—le (5) ez |ax

—ax?

h oo h 1
= (cte)? f — e~ = H (cte)? 3¢

2.3.6. Sexto postulado
La evolucion temporal de un estado de un sistema mecanocuantico no perturbado viene dada por la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo:

ho¥ _

_ror 41
e oy (41)

donde H es el Hamiltoniano del sistema (operador de la energia total del sistema) y ¥(q,f) es la
funcion de estado del sistema.

Para un sistema de n particulas:

hov o [Pw | v dw W [w | v | v

e A A1 R a1 M (42)
L SANE PY+Vy 43
i ot 2 Lam; ! (43)

Si V=V(q,?), se dice que el sistema es no conservativo. Por ejemplo: sistemas expuestos a radiaciones
o campos variables con el tiempo.

Si V=VW(q), diremos que es un sistema conservativo. Son los sistemas que nos interesan en esta
asignatura, por ejemplo, atomos y moléculas aisladas, donde las fuerzas presentes son las fuerzas
entre cargas (independientes del tiempo). Algunos de los estados de estos sistemas (solamente
algunos) tienen energia constante y definida, los llamaremos estados estacionarios.
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2.4. Estados ¥ (q,7) de un sistema conservativo con separacion de variables tiempo
y posicion
Para un sistema conservativo, esto es, en el que potencial J' no depende del tiempo:
h 0¥ (q,1) Py 1
Bt OXEEL A JCHRUOL{CR) (44)
Se buscan las soluciones que tengan la variable de tiempo y las de posicidon separadas, esto es, que
puedan escribirse como:
Y(g.0 =6 v(q) (45)
Buscamos como tienen que ser, qué tienen que cumplir, ¢(¢) y y(gq).
Deben cumplir el postulado n° 6:
ho Wean 1
— 2Rl Ly L F(w(@)] V(@ 0w(@)] (46)
h d[6() ey 1
“Ly@ M - o {-L 3 L Bv@l @@l @)
Dividimos en ambos miembros entre ¢ (t)y(q) y simplificamos
A0 Pl w, |1
—Te0 a — 7 iy M@l () (48)
El primer miembro (izda.) de la ecuacion (36) es independiente de ¢, y el segundo miembro (dcha.)
es independiente de ¢. Al ser iguales, ambos deben ser independientes de ¢ y de ¢, es decir, deben ser
igual a una constante para estos estados con las variables ¢ y g separadas. Esta constante se postula

que es la energia total del sistema, E. Asi del segundo miembro tenemos:

Pl 1 B
~ Ty 2y Fv@] V(@) =E (49)
Multiplicando por y(g) ambos miembros
h2
~5 2= Blv@)] +H(@v() = Bv(@) (50)

2
Y vemos que — %Z?:lmil_ 7 +V(q) es el operador Hamiltoniano del sistema. Con lo que queda:

Hy(g) = Ey(g) (51)
Que es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo.
Por otra parte, con el primer miembro de la ecuacion 43

RO 2)

6@ h .
() =—=
ORI (53)

No se ha considerado la constante de integracion en la ecuacidn (53) porque se eligen las funciones
&(?) y w(g) de modo que ¥(q,7) esté normalizada. Asi, la constante de normalizacion se incluira en
y(q). Luego en estos estados ¥(gq,7) = ¢(¢)-w(q), la funcién y(g) es funcion propia del operador

iEt
hamiltoniano y la funcién ¢(¢) es igualae™ 7.
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Por tanto, en sistemas conservativos (V independiente del tiempo) hay algunos estados en los que la
variable tiempo y las variables de posicion estan separadas, W(q,7) = ¢(¢)-w(q). Estos estados se
denominan estados estacionarios y tienen unas propiedades muy importantes. Veamoslas:

1) Son estados de energia definida/constante porque son funciones propias del operador
hamiltoniano H. Luego al realizar una medida de la energia en un sistema que estd en un estado
estacionario ¥;, siempre obtendremos el correspondiente valor propio £; (el mismo valor propio de
la funcion \yj(q)). Demostracion:

Estado estacionario j:
¥i(q.0) = ey (g) (54)
ﬁTj =H [e_i%t/h%(q)] = e_i%t/hﬁl;/j=
_iE. W 1
e {-; iV [\vj(q)]+V(q)\vj(q)} =

e 5 By (q) = B v (9) = ;¥ (q.0) (55)
Teniendo en cuenta que en un sistema conservativo el operador H es independiente del tiempo y
que v, (¢) es funcion propia de H con valor propio E;.
2) La densidad de probabilidad de encontrar las particulas en un punto del espacio del espacio
es independiente del tiempo, su valor es estacionario, ya que

¥ (g.0%(g.0=1%(q.01*=y" (@v(@)=Iy(q)|* (56)
Ejercicio: demostrarlo.
3) El valor medio de una propiedad de también es estacionario, y puede obtenerse utilizando la
funcion y(g), ya que

B) fT_E_ ¥ B¥dr fT_E_ v Bydr

" (57)
fT_E_ ¥ Ydr fT_E_ v ydr

Ejercicio: demostrarlo.
Las funciones de onda de los estados estacionarios son de la forma

— —iEjt/h
¥i(q.0 = y,(q) e (58)
y son fundamentales en quimica. Son los Unicos estados en los que la energia total del sistema se
conoce con precision.
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2.5. Estados estacionarios y no estacionarios de sistemas conservativos

La dependencia con el tiempo de las funciones de onda W: estd regulada por la ecuacion de
Schrédinger dependiente del tiempo.

Comenzamos a partir del Postulado n® 6: La funcién de onda, o funcion de estado, de un sistema
evoluciona con el tiempo segln la siguiente ecuacion:

0¥(q.1)

HY(g,0) =ih p»

(57)
Se llama ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo.

Para la mayor parte de los sistemas H no contiene el tiempo como variable explicita: estos sistemas
se llaman conservativos. Para estos sistemas hay estados ‘Y(x,?) en los que se puede utilizar el método
de separacion de variables y escribir

Y(x0) = ¢(0)y(x) (58)
Sustituyendo en ec. (57), dividiendo en los dos miembros por ¢(#)-y(x), y teniendo en cuenta que
H no contiene la variable tiempo, que se llega a
N0
o) ot
Puesto que el primer miembro es independiente de ¢ y el segundo es independiente de x, para que esta
igualdad se cumpla los dos miembros deben ser igual a una constante que llamamos E. Entonces la
ecuacion (59) lleva a

1 =~ .
o ) =ik (59)

Ay () = Ey() (60)
TR =200 (61)

La ecuacioén (61) es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo y muestra que la constante
E tiene unidades de energia, y es la que ya se ha postulado que es la energia del sistema.

Al integrar la ecuacion (61) se llega a
o(1) = e (62)
Por tanto ¥(x,7) cuando se pueden separar las variables es de la forma
P(x0) =y = ylx)e (63)
siendo y(x) funcién propia de H tal como establece la condicién (60).
Como realmente hay un conjunto (completo) de soluciones de la ec. (60) escribimos
¥, (0 =y, ()0,0 =y, ()e " (64)
Si el sistema est4 en un estado que se puede describir por una funcion de estado del tipo (64), entonces

¥, (0 - ¥, (0" =y, (06,0 -y, ()7, ()" =

W, (), ()" - BB <y (), ()" =]y, ()] (65)
y
B)= [; ¥, (x,)BY, (x,))dt= g v (0)By (x)dt (66)
BY,(x,0) = ﬁ[\yn (x)e Enth] = Ey () e Eh=F W (x,1) (67)
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Esto es, la densidad de probabilidad y los valores medios calculados usando dicha funcién de estado
(64) son independientes del tiempo, y las funciones de onda de estos estados son funciones propias
del operador H. Y las funciones de onda v (x) se llaman funciones de estado estacionario. Y si un
sistema esta en un estado representado por alguna de las funciones de la ec. (64) se dice que esta en
un estado estacionario.

Estos estados son los unicos estados en los que se puede conocer la energia total del sistema con total
exactitud y precision. Los estados estacionarios son fundamentales en quimica. Por ejemplo, en los
siguientes temas hallaremos un conjunto de estados estacionarios de un &tomo o molécula y la energia
correspondiente a los mismos. Ello permitira relacionar las transiciones espectroscopicas (y las
correspondientes propiedades) del sistema con las transiciones entre un estado estacionario y otro.

Es importante darse cuenta de que generalmente un sistema conservativo no va a estar en un estado
descrito por una funcion de estado del tipo ec. (64), o sea, no va a estar en un estado estacionario.
Pero por el postulado n° 4 cualquier estado se puede poner como combinacion lineal de las funciones
propias de un operador. Asi es que cualquier estado se puede poner como combinacion lineal de
estados estacionarios puesto que se acaba de ver que los estados estacionarios son funciones propias
de H (ecuaciones 60 y 67). Por ello la solucién mas general de la ecuacion de Schrodinger dependiente
del tiempo (ec. 41) es una superposicion de estados, esto es, una combinacion lineal de funciones del
tipo ec. (64):

¥, (0 = Cj\lfj(x)e_iEjt/h (68)
Si por simplicidad consideramos que el estado sea solo una combinacién lineal de dos términos
¥, 000 = ey, (e ey, () e (69)

En este caso la densidad de probabilidad:

¥, (x,0)*Y,(x1) =
ey (et ey (et [ ey, (e ey, (x)e |

=le;Pwi 0wy, @ +Hea Pwi 0w, (e seay; (D, ()1 E e cay (D () 2= ED Y (70)

no es independiente del tiempo (salvo que E/=E>) y, por lo tanto, el estado dado por (69) no es un
estado estacionario y un sistema que esté en dicho estado no estard en un estado estacionario.
Igualmente, la funcion de estado (69) no es funcién propia del operador Hamiltoniano (salvo que
E=E?>). Como las funciones v, (x) son funciones propias del operador Hamiltoniano (ec. 60):

HY(x,1) = ﬁ(cl\yl (x)e Eih) + ﬁ(cng(x)e‘iEZ’/h)=

—iEt/h —iEst/h

=ciEpy,(x)e + ey, (x)e

=ciE/Y (6 t) + BV (1) # cte Y (x,1) (71)
Al estar el sistema en un estado (69) que es una combinacioén de lineal de estados estacionarios de
distinta energia (distintos valores propios: E; # E2) no es un estado de energia definida. Al medir la
energia en un numero elevado de sistemas todos ellos iguales, independientes y en dicho estado, no

resultard el mismo valor (no resultard el mismo valor propio). Aunque usando el postulado n° 5 se
puede conocer el valor medio del resultado de esas medidas de la energia:
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(E)= fTE ¥(x, )" HY (x,)dt=
fTE ‘P(x,t)*ﬁ[clw] (x)e Eith + cng(x)e_iE2t/h]dr (72)
Como las funciones y(x) son funciones propias del operador H (ec. 50):

= fTE \P(x) f) * [c]EI\If] (x)e—iEjt/h +02E2\If2 (x)e—iEzt/h]dT _
j [C7W7 (x) GEt/h +C;\|/; ) eiEzt/h] [CIEI v, ) e iEt/h +02E2\V2 ) e—z‘EZt/h]d,L.
TE

=|C] |2E1 fTE W:(X)WI ()C)d'lf + CTCZGi(EI_E2)/ZE2 fTE W:(X)\IIZ()C) dT
sy EENE, [y CVIdTHePE; [ wi v, (dt  (73)

En los proximos dias veremos a qué son igual estas integrales. Cuando lleguemos a ese punto
completa las expresiones:

S v @y, () dr= POrque ...............
Jrp v, @y () dr = porque ...............
Jp v, y,(x)dt= porque ...............
S v,()w,(x)dt= porque ...............
Con lo cual (E) =

Ejercicio: Comprobar que una funcion de estado del tipo dado por la ecuacién (69) cumple el
postulado n° 6 (ec. 41).
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2.5.1. Forma de trabajo con sistemas conservativos en Mecanica Cuantica

En el esquema siguiente se indica cdmo obtener los estados estacionarios de un sistema (los estados

de energia definida). Para ello se parte de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo (esto
es, de la ecuacion de autovalores para el operador Hamiltoniano) y de las condiciones de contorno.

AY = EY

Condiciones de contorno
(que debe cumplir ¥ para
ser aceptable debido a las
caracteristicas del sistema)

Los valores propios E. Son

los tnicos valores posibles de
Resolver y hallar / . ) P
_ la energia del sistema

>

\

Las funciones propias ¥

Estas funciones W representan los inicos
estado posibles del sistema en los que la
energia esta definida. Y la densidad de
probabilidad no depende del tiempo.

Son los estados estacionarios del sistema.

En el esquema siguiente se indica como trabajar si se conoce el estado del sistema Y (ya sea

estacionario o no) y estamos interesados en una propiedad B (podria ser la energia u otra propiedad

fisica observable) / l \

Para saber si esté definida:

Aplicar el operador B y
ver si ¥ es funcion propia
0 no.

Para saber los posibles Si en lo que estamos
valores resultantes de medirla: interesados es en el
promedio de los valores
resultantes de medir B en

muchos sistemas todos en
las condiciones de contorno) ese estado W,

Resolver la ecuacion de

autovalores 1§gi =b;g;(con

y hallar los valores propios b;

ITE v BWdr

l 8= O 2

Si luego nos interesa es saber
con qué probabilidad nos puede
salir cada uno de los valores

propios b; cuando la medimos

en nuestro estado V',

VY =cig1 +c2g2 +c3g3 +...

Completa este esquema cuando
hayas trabajado el apartado 2.7
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La ecuacion de Schrodinger admite gran variedad de funciones propias y como solucion,
dependiendo fundamentalmente de V para el sistema, ya que el operador de energia cinética es fijo.
El nimero de soluciones validas disminuye a medida que imponemos limitaciones (¢ univoca, de
cuadrado integrable, condiciones de contorno). Son estas limitaciones las que imponen la
cuantizacion de las propiedades.

Si la energia del sistema esta cuantizada (ocurre casi siempre, valores propios discretos E1, E, ..., Ej,
...Eys), a cada valor propio E; le corresponde al menos una funcion y; que cumple la ecuacion de
Schrédinger.

Si solo hay una y; para cada valor propio E;, diremos que sera un conjunto de funciones propias no
degenerado con niveles de energia no degenerados.

Si hay varias (k) funciones independientes con un mismo valor propio £, ese nivel de energia estara
k veces degenerado, habra k estados con la misma energia y estos tendran un conjunto de funciones
propias degeneradas. En un sistema puede haber unos niveles que sean degenerados y otros que no lo
sean.

Por ejemplo: si hay tres funciones y;i1, W2, y;3 con el mismo valor propio Ej:

Hy, =By, 5 Hy,,=Ev, 5 Hy=Ey;; (74)
Una combinacion lineal de ellas también es funcion propia de H, y con el mismo valor propio E; (cosa
que no ocurre si las funciones no son degeneradas).

Se pueden construir diversos grupos de tres combinaciones lineales independientes (en general, de
k). El nimero de combinaciones lineales independientes es igual al numero de funciones
independientes de partida. En este caso, tres:

Oy =cp 1y, T ¢y, T ey, (75)
Oy =cy 1V, T C22¥, T Co3y; (76)
O3 =c;31y,; T ¢329, T c33y; (77)

cada grupo de tres funciones representa los tres estados degenerados del sistema, como las funciones
originales, e incluso proporcionan una descripcion mas completa. Segin las condiciones del
problema, se escoge uno u otro grupo de combinaciones lineales o las funciones originales.
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2.6. Consecuencias de los postulados
Primera

Cuando medimos experimentalmente una propiedad observable B sélo podemos obtener como
resultados los valores propios del operador B que la representa. Como los operadores de la mecanica
cudntica son hermiticos y los valores propios de los operadores hermitico son numeros reales
(efercicio: demostrarlo) los resultados de medida medir experimentalmente una propiedad fisica B
son siempre numeros reales.

e Los valores propios de los operadores de la Mecéanica Cuantica (por ser hermiticos y lineales) son

numeros reales. Demostracion: Sea f una funcion propia del operador hermitico lineal A con valor

propio a:
Af=af (78)
fAf=faf=aff (79)
fB) =’y (80)
Integramos en todo el espacio la ec. (80), como A es hermitico:
Jop S Afdr=a [ ffdr (81)
. JA) de=a’ [ _ffde (82)
Como A es un operador hermitico:
a=a" (83)

Por tanto, a tiene que ser un numero real. (Recordatorio: si un nimero es igual a su complejo
conjugado implica que es un nimero real: si Z=Z", Z debe ser un niimero real).
e [os valores promedios de una cantidad fisica son nimeros reales. 4 es un observable fisico (;Qué

valor tiene?). Expresamos el operador A (usando el postulado n° 2). Como el operador es hermitico
y lineal debe cumplir:

Jo o f A= f(Rf) dr (84)
El valor promedio de la cantidad fisica 4 serd (postulado n° 5):
()= [, Y AYdr (85)
y'=J.  W(A¥) de (86)
Como A es un operador hermitico:
Jop YV AYd= [ lP(K‘P)*dr (87)
(4) = (4)" (88)

En consecuencia, tanto los valores propios como los valores promedio de una cantidad fisica son
numeros reales.
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Segunda

Una funcidn propia, g, puede, en general, normalizarse multiplicandola por una constante, de modo
que cumpla

Jpp g gdr =1 (89)

Excepcion: aquellos casos en los que los valores propios formen un conjunto continuo de valores en
lugar de un conjunto discreto. Esto supone que la propiedad no estd cuantizada. En estos casos las
funciones no son cuadraticamente integrables.

Tercera

Las funciones propias de los operadores hermiticos y lineales son o pueden elegirse mutuamente
ortogonales.

Recordatorio: dos funciones f; y />, dependientes del mismo conjunto de variables, son ortogonales
cuando

Jrp S, fode=0 (90)

Como los operadores de la mecanica Cuantica son hermiticos lineales sus funciones propias son, o
pueden elegirse, mutuamente ortogonales.

Demostracion: sea B un operador lineal y hermitico y sean g; y g2 funciones propias de B, linealmente
independientes y con valores propios b; y bz, respectivamente:

—~ =~

Bg] :blg] , BgZZngg (91)
Si B es hermitico:
Jr5.8, Bg,dr=J . g,(Bg,) dr (92)
Si g/ y g2 son funciones propias de B:
Jr8, gy dr= [ ,(big,) di= [y g,b; g, dr (93)
Como los valores propios de un operador hermitico son niimeros reales, b=b"
bZ fT.E. g, >I‘ggd‘[:bl fT.E. 8,8; *d‘[ (94)
El producto de dos funciones es conmutativo:
(b2 _bl) fT_E_g[*gngZO (95)
Para que la ec. (95) se cumpla siempre, es necesario:
Jrp8, 8dr=0 (96)

Otra forma de demostrarlo:

Sean f 'y f, dos funciones propias de B linealmente independientes con valores propios distintos @, y

ay, respectivamente.

Af =a,f, (97)
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—~

A, = aify (98)

1A =1, =, ©®)
LR =t =) (99)
Integramos las dos ultimas ecuaciones en todo el espacio:
fT.E_fk*:&J;dT ~n fT.E.fk*fndT (100)
o fRE) de=a," [ 1, de (101)

Si A es un operador hermitico los términos de la izquierda de las dos ecuaciones anteriores son
iguales. Las restamos:

0=(ay—a") [y /i dr (102)
Dado que a; = a;", y que a, y a; son valores propios distintos debe cumplirse
e fof, dr=0 (103)

En el caso de funciones propias independientes con el mismo valor propio se puede demostrar que
se pueden construir funciones propias que sean mutuamente ortogonales.

Cuarta
De las consecuencias 1, 2 y 3 junto con el postulado nimero 4:

Las funciones propias de un operador hermitico lineal (de los operadores mecano-cudnticos) forman
un conjunto completo y ortonormal (ortogonales y normalizadas) y sus valores propios son nimeros
reales.

Bg =bg =123 .. (104)
5.=1 i=j
* _ y
fT.E. g; gdt =0y 5, =0 i# (105)
bi=b;" (106)

Y por el postulado n° 4, al ser las g, un conjunto completo, cualquier f'que se comporte bien se

puede expresar como combinacion lineal de dichas funciones propias:
f=2icg, (107)

(Como se obtienen los coeficientes ¢; de la expresion de la funcion ¥ como combinacion lineal de
las funciones propias g;?

V= 2icg =cg g, tegy + gt (108)
Multiplicando la funcién W por una determinada g;* e integrando en todo el espacio:
Jip g Pdr = ¢ (109)

La combinacion lineal de funciones propias de un operador da una funcidon que, en general, no sera
funcién propia del operador. Cuando las funciones que se usan en la combinacion lineal son funciones
con el mismo valor propio (degeneradas), la combinacion lineal es funcion propia, y con el mismo
valor propio.
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Ejercicio: Demostrar que una combinacion lineal de funciones propias de un operador con el mismo
valor propio sera una funcién propia de dicho operador.

Go, =g 0 . Gp,=g.0, (110)
f=co, + 0, (111)
Gf =cig,p, + 28,0, (112)
Si gn = gx las dos funciones ¢y ¢, son funciones degeneradas. /* es funcidn propia del operador G.
Gf=g,f (113)
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2.7. Desarrollo en serie de la funcion ¥: medida y superposicion de estados

La mecénica cuantica proporciona la forma de calcular las probabilidades de los posibles resultados
de una medida de una propiedad.

Segun hemos visto hasta ahora, conocida W(x,¢):

a) La probabilidad de que en una medida en el tiempo ¢ de la posiciéon de una particula este
comprendida entre x y x+dx viene dada por |¥(x,7)|>dg

b) Para otra propiedad B cualquiera, el resultado de una medida experimental sera uno de los
valores propios del operador B. Si W es funcion propia de B, entonces el resultado sera el
valor propio. Si W no es funcion propia de B, no podemos saber cual sera el resultado de la
medida, pero podemos calcular ¢l valor medio (B) que se obtendria si realizaramos la medida
con un numero elevado de sistemas idénticos, independientes y con la misma ‘P.

Pero WY proporciona, ademas, la forma de calcular la probabilidad de cada resultado posible de una
medida experimental de la propiedad, resultados cuyo valor medio es (B). Veamoslo.

Sea un sistema de particulas que esta en un estado ‘¥(qg,f). Si el sistema es de n particulas, el nimero
total de coordenadas espaciales ¢ seré 3n:

Sea una propiedad B, el operador asociado (postulado n° 2) serd B, que tendra un conjunto de
funciones propias y de valores propios:

Bg,(9) = big,(9) (114)

gi son las funciones propias de B,coni=1,2,3, ..., y b; son los valores propios de B,coni=1,2,3,
... Estos ultimos son los Unicos valores posibles de una medida de B.

El postulado n°® 4 nos dice que podemos expresar la funcion de estado como combinacién lineal de
las funciones propias del operador B:

¥(q.0) = Xici(Dg,(q) (115)
Las funciones propias de los operadores correspondientes a propiedades fisicas no dependen del
tiempo, pero a distintos tiempos el sistema puede estar en distintos estados. La dependencia de ¥ del

sistema con el tiempo se plasma en los coeficientes de la combinacion lineal, que, si cambian con ¢,
y darén lugar a distintas ¥ en distintos ¢, es decir, distintos estados del sistema a distintos ¢.

La condicion de normalizacién impone:
Jpp W Wdr =1 (116)
Lo que conduce a (demostrar):
Zi|ci|2:1 (117)

Segun el Postulado n°® 5: Si W(q.7) es la funcién de estado normalizada del sistema en el tiempo ¢, el
valor medio de la propiedad B en el tiempo ¢ es:

(BY = [, W'BYdr=[  (%ic'e,)B(Ticig) dr=Xiblel’ (118)

(Demostrar).
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Por otra parte, el valor medio de una propiedad discontinua (cuantizada) estd definido por:
(B) = X;b;P(b;) (119)

Siendo &; los valores propios de B y P(b;) la probabilidad de obtener el valor 4; en una medida de la
propiedad B. El sumatorio se extiende a todos los valores posibles de b;.

Igualando las dos expresiones de (B) se obtiene que la probabilidad de obtener un determinado valor
bi en una medida experimental es:

P(b;) = |Cz‘|2 (120)
si el valor propio b; corresponde a una sola funcién g;.
Si el valor propio b; corresponde a varias funciones propias (degeneradas):
P(b;) = Tuleil? (121)
donde el sumatorio se extiende a todas las funciones propias degeneradas con valor propio b;.

(Cuéando podra predecirse con exactitud el resultado de una medida de la propiedad B? Cuando la
probabilidad de un determinado resultado b; sea 1, con lo que la probabilidad de los demas sera 0. Es
decir, si:

2
P()=lgl=1 = gl =1
P() =l¢l*=0 Vizi — ¢=0i#
‘P=gjcj=gj (122)

Respuesta: cuando la funcion de estado ¥ sea una de las funciones propias del operador considerado.

Por tanto:
Y(g.1) = Xici(Dg,(q) (123)

muestra la funcion de estado del sistema como una superposicion de los estados propios g; del

operador B. A cada estado propio g, le corresponde el valor b; para la propiedad B. El grado de

intervencion de cada estado propio gi en la combinacion lineal que da W, medido por |c;|? determina

la probabilidad de obtener el valor b; al realizar una medida de la propiedad B.

Como cada coeficiente ¢; se obtiene
Jrp & Wdr =¢ (124)
La probabilidad de obtener el resultado b; en una medida es:

2
P(b) = ¢ = |f; & Wai] (125)

52




2.8. Sistema de particulas independientes y separacion de variables

Sea un sistema formado por dos particulas que no interaccionan entre si. Sean g1 y g2 las coordenadas
(x1,y1,21) ¥ (x2,)2,22) de dichas particulas.

En mecanica clasica:

E:E1+E2:T]+V]+T2+V2 (126)
En mecénica cuantica, el operador hamiltoniano:
H=H,+H, (127)

Buscamos las funciones propias del operador, esto es, las funciones Y(gi1,q2) que satisfacen la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:

(H; +Hy)w(g,9,) = Ev(q,9,) (128)

Intentamos encontrar una solucidn a esta ecuacion con las variables separadas, esto es, buscamos una

funcién
v(9,.9,)= Gi(4,)G>(q,) (129)
tendremos que la ec. (128) queda
(8, +1,)[G1(q,)G:(q,)] = £:Gi(q,)G:(q,) (130)
desarrollando
1,[G(4,)G2(9,)] + Bo[G(a,)Ga(a,)] = E-Gi(q,)Go(a,) (13D
GZ(qz)ﬁIGl (9,) + Gi(q,)H:G:(q,)=EGi(q,)G:(q,) (132)
dividiendo entre G,(q,)G>(q,)
#q])ﬁ,G,(q]) + @I'LGZ(%) =E (133)
#II)HIG,(%) =E—@ﬁ2@(q2) (134)

El primer miembro de la igualdad en la ec. (134) es independiente de g2 y el segundo lo es de g;; para
que se cumplan ambas condiciones la igualdad debe ser independiente tanto de g; como de ¢> y, por
tanto, igual a una constante que, de momento, llamaremos C.

La primera parte de la igualdad
1 3 —_—
Gy dila,) =€ (15
conduce a

H,G,(q,) =CGi(q,) (136)

que es la ecuacién de autovalores para H; por lo que C no es otra cosa que la energia de la particula
1: E1.
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Por su parte la segunda parte de la igualdad de la ec. (134) queda

1 ' —
E — @HZGZ(QZ)_E] (137)
Que conduce a:
1 -~
@Hsz(qz) =E —E, (138)
Que reorganizada lleva a:
H,G5(q,) = (E — E}):Gx(q,) (139)
Que es la ecuacion de autovalores para H,. Por tanto (E — E;) = E», esto es
E=E,+E, (140)

Por tanto, cuando se tiene un sistema de dos particulas que no interaccionan, se puede reducir el
problema a dos problemas independientes de una particula.

En lugar de resolver una tnica ecuacion con dos particulas:
ﬁ\y(ql,qz) =E\|/(q1,q2) siendo H = ﬁl +ﬁ2 (141)

Se pueden resolver las ecuaciones de Schrodinger independientes de cada una de las particulas:

ﬁlGl(ql):ElGl(ql)

\If(qpqg) = Gl(‘]1)G2(q2) 142
H,G(q,)=EG:(q,) .

entonces
} E=E, +E,

La energia es la suma de las energias individuales de cada particula y la funcién de onda es el producto
de las funciones de onda de cada particula.

El resultado se puede generalizar para un sistema de » particulas que no interaccionan entre si:

H=H,+H,+...+ H, (143)
v(9,49,-- 4,) = Gi(q,)G(q,)--Gu(g,) (144)
E=E; +E,+..+E, (145)
HG(q,) =EG(q) i=1,2 ..n (146)

Estos mismos resultados también se pueden aplicar al caso de una particula cuyo Hamiltoniano sea
la suma de términos separados para cada coordenada, en este caso:

H=H,+H + H, (147)

v(q.9,4.) =FGGOIKE) (148)

E=E +E, + E, (149)

H.F(x) =EF(x) H,GO) =EG() HK() =EK() (150)
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2.9. Funciones propias de dos operadores: Conocimiento simultaneo y exacto de
dos propiedades fisicas. Principio de incertidumbre

(Cuando pueden las funciones de estado ser funciones propias de dos operadores simultaneamente?

Medidade la propiedad B en
un gran numero de sistemas
ideénticos, todos descritos por

lamisma ¥
(Es Wfp. de B?
No | | s
Se obtienen distintos BY = b¥
valores, correspondlenjes a En todos [os sistemas se

los valores propios de B obtiene el valor propiob

| |

Se puede determinar: ¢Es ¥ simultaneamente funcion
-el valor medio (B) propio de otro operador 4,
-la probabilidad de obtener correspondiente a otra propiedad?
cadab;, P “ :

. . . No - Si
-la medida de la dispersion Ny -
de los valores b, obtenidos AY = a¥

No podemos ]
respresentada por la Podemos asignar
desviaciontipica (o simultaneamentevalores
estandar)op = AB definidos a dos propiedades
Avy B.

Cuando los dos operadores conmutan, [;‘:,ﬁ] =0, existe un conjunto completo de funciones que son
funciones propias de ambos operadores (y viceversa). En este caso, cabe la posibilidad de que las
Y puedan ser funciones propias de ambos simultdneamente, y de que se pueden determinar
simultdneamente ambas propiedades. La condicion es necesaria, pero no suficiente. Puede haber
casos en que el conmutador de los operadores sea cero y la ¥ no sea funcion propia de ambos.

Recordatorio: algunas propiedades de conmutadores de operadores utiles para el calculo de algunos
conmutadores de la mecénica cuantica

[A,B]=AB - BA (151)
[A,B]= — [B.A] (152)
[kA.B] = k[A,B] = [AkB] (153)
[AA"]=0 (154)
[A+B,C] =[A,C] +[B,C] (155)



[A,B+C] = [A,B] +[A,C] (156)
[A- B.C]-A[B.C] + [A.C]B (157)
Veamos los conmutadores de algunas propiedades de la mecanica cuantica. Se propone como
ejercicio calcularlos.

%5, =in (158)
& ] =202 =2hip, (159)
Para una particula que se mueve en un espacio tridimensional y esta sometida un potencial V(x,y,x):
[ A =22 =25, (160)
[p,, AJ=22e (161)
5.2 ﬁ]=—hz%—2h2%a—i (162)

(Comprobadlo. Hamiltoniano en tres dimensiones y para sistemas conservativos)
Para un determinado sistema, no se pueden asignar simultdneamente valores definidos con total

precision, a las parejas de propiedades cuyo conmutador sea distinto de cero. Si el conmutador es
cero, es posible que se pueda, pero no es seguro.

Puesto que [i ﬁx] #0, no se pueden asignar simultdneamente valores definidos con cualquier

precision a las propiedades x y p, de una particula.

Dado que [)? ﬁ] # 0, no se pueden asignar simultdneamente valores definidos con cualquier precision
a las propiedades x y E (posicion y energia) de una particula.

Como ya hemos indicado, cuando se mide experimentalmente una propiedad fisica B en muchos
sistemas idénticos caracterizados por una ¥ que no es funcion propia de B, se obtiene una distribucion

de valores, todos ellos valores propios de B. Para caracterizar la diseminacion de los valores
observados se utiliza la varianza o la desviacion tipica (o desviacion estandar).

Varianza:
o5 = (AB)* =((B— (B))*) =(B” ) — (B)? (163)
(B)= [, ¥ BYdr (164)
(B)= [ ¥'B'Wdr (165)

Desviacion tipica, es la medida de dispersion mas utilizada. Se toma como una medida de la
“incertidumbre” en la propiedad B.

o5 = AB = +/(4B)? (166)

Para el producto de las desviaciones tipicas de dos propiedades 4 y B de un sistema mecano-cuantico
cuya funcion de estado es W se puede demostrar que:

A4-AB> [, ¥ [AB]Yd] (167)
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Si el conmutador de 4 y B es 0, entonces la integral es cero.

Si AA-AB >0 y tenemos la posibilidad de que A4 y AB sean ambas nulas. Si es asi, se podran obtener
los valores de 4 y B simultaneamente con total precision.

Si el conmutador de 4 y B es distinto de 0, hay que evaluar (167), por ejemplo:

En el caso de [)? ﬁx] =ih

1 Ll PN 1 * 1. s 1
Axtp, =5 |fo W B 1| = 5|, WoinWar = shif,, ¥ War =5h (168
AxAp = h /2 (169)
Esta es la formulacion cuantitativa para el principio de incertidumbre de Heisenberg, aplicado al
momento en la direccion x y la posicion sobre el eje X.
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Funciones propias de dos operadores: Conocimiento simultaneo y exacto de dos propiedades
fisicas: principio de incertidumbre

La dualidad onda corptsculo de las particulas microscopicas limita nuestras posibilidades para medir
de forma simultdnea y exacta la posicion y el momento (por ejemplo) de todas las particulas,
independientemente del experimento que se trate. Cuanto mayor sea la precision en la posicion,
menor lo serd en el momento. La medida cambia el estado del sistema.

(Podemos asignar valores definidos simultdneamente a las propiedades fisicas 4 y B?

(Cuando es posible que ¥ sea funcion propia simultdneamente de dos operadores diferentes?

Para que exista un conjunto completo de funciones propias de los operadores A y B, es condicion
necesaria que [K,E] =0.

Pero, si [K,ﬁ] = ( ;existe un conjunto completo de funciones propias de los operadores A y B? esta

respuesta no es evidente, vamos a analizar todos los posibles casos:

Posibilidad 1) [K,ﬁ] = (), esto implica que el producto de incertidumbres en la medidas simultaneas
de A y B debe ser: AA-AB >0
Implica que existe un conjunto completo de funciones propias, f, que son simultdneamente propias

de ambos operadores. Sin embargo, esto no asegura que la funcidon de onda del sistema, ‘¥, sea una
de esas funciones:

a) Si¥esfp.deA yB, se puede conocer con precision ambas propiedades, A y B:
AA y AB =0, AA-AB = 0.
b) Si¥ es fp.de A pero no de B, se puede conocer con precisién A, pero no B:

AA=0,AB#0,AA-AB=0
c) SiWesf.p.deB peroside A, se puede conocer con precision B, pero no A:
AA#0,AB=0,AA-AB=0
d) Si ¥ noes f.p. de A ni de B, no se puede conocer con precision ni A ni B:
AA #0,AB #0, AA-AB>0
En todos los casos (a-d) se cumple: AA-AB >0

Posibilidad 2) [A,B] 0.

No existe un conjunto completo de funciones propias de A y de B al mismo tiempo. En general, no
podra conocerse simultdneamente A y B, si bien puede haber excepciones:

a) [K,ﬁ] # 0 = constante. Por ejemplo: [55 ﬁx] =i/
f Y% p|¥dt

En estos casos, AA-AB siempre serd mayor que un limite distinto de cero, por lo que AA # 0,
AB #0.

1 7
AxAp > 3 =3 - Ax#0y Ap #0

b) [K,ﬁ] # 0 expresion matematica.
Podrian darse casos en los que | N [R, ﬁ]‘P dt se anule, lo que daria: AA-AB >0
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En estos casos, podria conocerse, A o B. Por ejemplo:
Sl A7 VA
AxAE > f‘P %, H]Wdr = f\y pr‘l’dt=%f‘ll p Wt

Esta integral puede ser igual a 0 en determinados casos (como un estado estacionario, en el
cual AE = 0), pese a no existir un conjunto completo de funciones propias de % y de H.

Si f‘P* [R, ﬁ]‘P dt no se anula: AA-AB > 0, y no se podra conocer ni A, ni B.
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Anexo 1: Ecuaciones diferenciales

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales: tienen més de una variable independiente. Por
ejemplo: la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo.

Ecuaciones diferenciales ordinarias: presentan una unica variable independiente. La relacion entre la
variable independiente, x, y la variable dependiente, y, se establece en términos de derivadas: y, y’,

Y,y
Ejemplo: y”" + 2x(y")> + sen(x)-cos(y) = 3-¢".

El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la derivada parcial mas alta (en el caso anterior 3,
por ejemplo).

Ecuacion diferencial lineal: 4,(x) y™ + An-1(x) Y™V + Aua(x) Y2+ ... + Ai(x) y'+ Ao(x) y = g(x). Es
decir, la funcion y y sus derivadas se encuentran “elevadas a 1.

Ecuacion lineal homogénea: g(x) = 0.

W7
2m & x?

Por ejemplo: Y(x)+(M(x) - E)P(x) = 0.

En este sentido, una ecuacion diferencial lineal homogénea de 2° orden, puede expresarse como:
y Py’ +Qx)y=0
Si y; e y2 son dos funciones independientes que satisfacen la ecuacion diferencial (2), la solucién
general de la ecuacion diferencial homogénea ordinaria lineal sera:
y=cry1+ c2y2, donde c; y ¢ son constantes que deben determinarse para cada caso.
Demostracion:
cryr’ ey + P(x)cryr’ + P(x)cay2” + Qx)-cryr + Qx)-cay2 =
cilyr” +Px) v’ + Q) yi] + oy’ + P(x) 2"+ Q(x)v2]l =ci0+ c220=0
En general, la solucién de una ecuacion diferencial de orden n tiene n constantes arbitrarias. Para

fijarlas, se usan las condiciones de contorno, es decir, las caracteristicas particulares del sistema (por
ejemplo, el valor conocido de y y sus derivadas en determinados puntos del espacio).

En el caso particular de las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de 2° orden:
¥ +py’+qy=0;siendo p y g constantes.

Como la derivada de las funciones exponenciales estd directamente relacionada con la funcion
(corresponde a la misma multiplicada por una constante) y la suma de los términos tiene que ser 0,
probamos funciones de la forma: y = e*, siendo s una constante:

SZ,esx _f_p.s_esx_’_ q,esx — 0

La ecuacién auxiliar asociada a la ecuacion es: s* + p-s + ¢ = 0. La resolucion da lugar a dos raices,
51y s2, dando lugar a dos soluciones independientes para la ecuacion anterior, dando lugar a la
solucion general: y = ¢; €’ +c,-e’?™.

Ejercicios:
1. Resuelve la ecuacion diferencial: y””— 3y’ + 2y = 0.
2. Resuelve la ecuacion diferencial del ejercicio 1 teniendo en cuenta que: y(0) =0, y’ (0) =—1.
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3. Halla la solucioén de la ecuacion y’’ + y = 0. Transforma la solucion hasta expresarla como:

Y(x) = c3-cos(x) + c4-sen(x)
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TEMA 3. Aplicacion de 1a Mecanica Cuantica a sistemas sencillos.

La particula en el pozo monodimensional. La particula en el pozo tridimensional. La
particula libre. El efecto tunel. El oscilador arménico. EI momento angular. El rotor
rigido.
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3.1. Particula en una caja de potencial monodimensional de paredes infinitas.............. 64
3.2. Particula libre en una dimension ..........cccccooueeiieriiinieiie e 73
3.3. Una particula en una caja de potencial tridimensional.............c.cccoecueerieniiiniennnnn. 75
3.4, EfeCto tlNEL......eiiiiiiiee et 76
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3.6.2. Funciones propias y valores propios del momento angular de una particula....... 84
3.7. Rotor rigido de dos particulas.............ceerieeiienieniieniie et 88
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63



3.1. Particula en una caja de potencial monodimensional de paredes

infinitas

Las funciones de onda estacionarias y los niveles de energia de un sistema de una particula
en una dimension se obtienen resolviendo la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo. Como primer sistema de estudio consideramos una particula sujeta a una funcion de
energia potencial que es infinita en todas partes del eje x salvo en un segmento de longitud
L, en el que la energia potencial vale 0. Este sistema, aunque hipotético, puede emplearse
como modelo sencillo para algunos sistemas quimicos, como la descripcion de los electrones
n en dobles enlaces.

I IT ITI

Vix)=o V(x)=0 V(x)=c0

Figura 1 Funcion de energia potencial V(x) para la particula en una caja unidimensional.
Existen tres regiones diferenciadas. En las regiones I y III la energia potencial V" vale
infinito y en la region II (con x comprendida entre 0 y L) la energia potencial V' vale 0.

Buscamos los estados estacionarios, para ello hay que resolver la ecuacion de Schrodinger
en cada region y encontraremos: 1) las funciones propias, ii) los valores propios.

Hy = Ey (1)
En las regiones [ y III: V(x) =
LIy = Ey @)
f—mﬁ—‘” =(E-=y 3)
LY oy 4)
y= Loy (5)

w =0, la funcion de onda wes cero fuera de la caja (regiones I y III) por lo que la particula
esta confinada en la caja (zona II).

En la region II: V(x) =0

- dz‘l’u —

2m dx? _E\IIH (6)
Sy | 2mE
a2 +h_2WH =0 (7)
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La solucion de la ecuacion diferencial es de la forma y = e*. Para resolverla emplearemos
una ecuacion auxiliar (recuerda el Anexo del Tema 2):

< 4g=0 (8)
2422 =0 )
s=+ ‘/?’”E = etk (10)
La solucion general es:
Yy =l ei«/ﬁx/h +c, e—i\/mx/h (11)
Llamando 0 = Wx, nos queda:
Yy = c,eie + cze_ie (12)
Usando la formula de Euler:
Y, = Acos + Bsent) (13)

siendo A = ¢; + ¢c2 y B = i(c; — ¢2) constantes arbitrarias. Las condiciones de contorno
imponen que Y debe ser continua

limyw, =l 049
Hemos obtenido anteriormente que y, = 0, asi:
. 2mEx 2mEx\) _ . .
0—){%{Ac0s(v ) +Bsen (“22)} = 41+ B0 (15)
Como 4 = 0, nos queda:
Y, = Bsen) — vy, = Bsen 2’ZE'x (16)
){;”} Vi = ){L”} Vi (17)
Hemos obtenido anteriormente que v, = 0, asi:
. 2mEx\) _
s e () <o o

Si B # 0 (lo cual es necesario, ya que B = 0 haria que vy, fuera siempre cero):

en L — (19)
Siendo el sen o = 0 para o = 0, 7, 27, ...
YL — i siendon=1,2,3... (20)

h
El valor de n = 0 no es posible porque E =0 y contradeciria el principio de incertidumbre.
Por tanto:

n2lh? n2h? .
F=rmh _ siendon=1,2,3... @1

L’2m SmL?
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La aplicacién de las condiciones de contorno lleva a que los valores de la energia £ estén
cuantizados. Ademas, observamos que hay un valor minimo para la energia de una
particula correspondiente al valor de n = 1:

hZ
smL?

E= (22)

Estado fundamental: el estado de menor energia. Estados excitados: los estados con
mayor energia que el estado fundamental.

n2h2
2m—2x
Y, = Bsen % = Bsen :mL (23)
WH=Bsen%‘ conn=1,2,3... (24)
Para obtener el valor de B utilizamos la condicion de normalizacion
1= 19000 Pax= [y () Pdx (25)
Las funciones de onda de los estados estacionarios son:
P (x,)=e " EVy (x) (26)
0 2 L 2 +00 2
lzf—ool\llll dX+fo |\|’H| dX+fL |\|’HI| dx (27)
_ 2 L 2 (nnx
1=1BI? f sen’ (=) dx (28)

Utilizando las siguientes relaciones:

cos2o = COS20C - S€I’l20t

1 = cos’a+sen’a

La suma y la resta de estas dos ecuaciones nos queda:

1+cos2a
Suma: 1 + cos20. = 2cos’a cos’a = 5

1—cos2a
Resta: 1 — cos2a = 2sen’a  sen’a =

Reemplazando el sen’ en la expresion anterior:
1—cos 2nmx
| = |B|2fL<M>dx (29)

Separamos los dos miembros dentro del paréntesis y operamos:

_ 1B (L B> (L nax
I—Tfodx—TfOcos(L)dx (30)
Integramos y obtenemos el valor de B:
B2 8| e\ L 1B
L= 5= [sen ()] 5 = 52 Gh

= [2 ' S
|B|—\/; elegimos B \/; (32)

Reemplazamos B en la ecuacion del estado fundamental:
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\VHZJ%sen%C siendon =1, 2, 3... (33)
En total, hemos obtenido:
WH=\Esen%‘ siendon=1,2,3... 0<x<L (34)

v, =0 x>L;x<0 (35)

Las funciones de los estados estacionarios de una particula en una caja monodimensional
seran:

Y(x0) =¢6@Oyx)

¥, (x,f) = e Enth \/%sen %‘ siendon=1,2,3, .. (36)
y la energia de los estados estacionarios:
2 W .
E,=n P siendon=1,2,3, ... (37)

Los estados no estacionarios se pueden escribir como:

Y(x,0) =c; ¥ (x, 1) + ;¥ (x,0) + ;P53 (x, D). (38)
También, separando las funciones dependientes del tiempo y del espacio, como:
Y(x,0) =d;()y, (x) + dr(Dy, (x) +d;(ODy;(x) + ... (39)
Los coeficientes dependientes del tiempo, dj(?) se obtienen:
L«
di= oV W (x,1)dx (40)

y el valor medio de la energia de dichos estados resultara ser:

(E) =/ PE; +1c2lPEy + |e31°Es + .. = |d,PE; + |doPE; + |d51°E; + ... (41)
Analisis de lo obtenido (para los estados estacionarios):
Hay grandes diferencias entre los resultados cuanticos y los clasicos:

a) Estudio devy y |y |?

Paran=1:
2 X
\|11=\/;senf (42)
_ x=0 2 X =
v, (x)=0 para {x LY |\|/1| =0 para {x _7
w1 maximo para x = L/2 y |y1> maximo para x = L/2
Paran =2:
2 2mx
vy =rsen (43)
x=0 5 x=0
y,(x) =0 para {x =L/2: nodo, |\|12| =0 (siempre >0) para {x = L/2
x=L x=L
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, (x) maximo para x = L/4 'y minimo para x = 3L/4

2 .
|\|12| maximos parax=L/4 yx=3L/4

4 -

R E
44 y,(x) A | 16k
A \/ y, (x)) T
LR R ACY 'Y L
AV WEH i
21w (x) 2| 4h4¢
. |W3(x)l 8mlL?
14 v, (x) 2 _A?
; |I|U,{x)i . 8mlL?
0 L O L
X X

Figura 2. Funciones de onda y, |y |%, y energia de la caja monodimensional para los niveles n=1-4,

En la Mecanica Clasica es igualmente probable encontrar la particula en cualquier punto
de la caja.

En la Mecénica Cuantica: cuando n —o: las ondulaciones no se pueden detectar, y

|wn(x)|*dx no cambia al variar x. Asi, cuando # tiende a infinito, la Mecénica Cuéntica,
coincide con la Clésica.

-__ ——
- ———
b
il
e
e T

&£

Figura 3. Funcion de onda para n=20
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b) Energia minima

En la Mecénica Clasica: cualquier valor de la energia >0 esta permitida.

2

, ;- h P
En la Mecanica Cuantica: E,,;,;,, = i Energia del punto cero.
m

Es consecuencia del Principio de incertidumbre:

Si E pudiera ser igual a 0; la Ecin = 0 ya que el V(region II) =0
vxy px=0; Ap: =0

por el principio de incertidumbre: AxAp, > h/2.

Entonces: En la particula en la caja £ # 0

¢) Cuantizacion de la energia
* Mecanica Clasica: V=0,

E = Ecin > 0, cualquier valor estd permitido (44)
* Mecanica Cuantica: V' =0,

2 W .
E,= P siendon=1,2,3, ... (45)
La energia esta cuantizada: solo son posibles ciertos valores. En el caso de objetos
macroscopicos la cuantizacidon no es observable:
hZ

SmL?

2
Byt — E, = [(n+1)? = i’] = = (2n+1) (48)

La elevada masa de los objetos macroscopicos (en comparacion con los microscopicos)
hace que las diferencias de energia no sean apreciables.
d) Posicion y momento

* Mecénica Clasica:

[N

_ L, m) _p’
V=0, E=Egy=3mvi=—>—="" (49)
p, =+V2mE (50)

* Mecanica Cuantica:

{ES Westestac(x, 7) funcion propia del operador p ?

1/2
~ _ho| _igum(2 LAY
P xwest. estac. iOx [e ! L sen L B

12
_h —iEum (2 T m nmx :
i€ L L cos L 75 cte West. estac. (5 1)

W est estac (,7) N0 es funcion propia de p_
Las funciones propias de p_son de la forma:
ho
-=8(x) =kg(x) (52)

% - 2 (52)
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In(g) = % +cte (53)
g(x)= CeP (54)

siendo k un nimero real, —oo <k < +o0

Valor promedio de px:

()= Jrp v 3 ydr=0 (55)

Si medimos p. de una particula que esta en la caja vale cero? ;cuanto vale? Respuesta:
medida y superposicion de estados, expresar la funcion de estado del sistema como una
combinacion lineal (una superposicion) de estados propios del operador en cuestion (en
este caso del operador p ), esto es de las g(x):

v = Xicg, (56)

En el estado estacionario
Vestestac  ClESeNn (T) = cte-sen(0) (57)

Hay que expresarla como
Vestostaen = 2 680 = X ¢e™" (58)

Sabiendo: e — e7=(cos0 + i-send) — (cosO — i-send)=2i-send

e+l9_e—[9 i . i
senf) = ——=— Ee+’9+5e i (59)

esto es, suma de dos funciones que tienen la misma forma que las funciones propias de

~

Py
— _ I +ip _i g
g, e, g,=se (60)
Las funciones g; para utilizarlas en la expansién (véase el apartado medida y
superposicion de estados) deben estar normalizadas teniendo en cuenta las condiciones
de contorno del problema en cuestion:

g, =Ny (3)e" 1)

nax {xZO — 0=0

b=

x=L — O=nx
do = Zdx
L
T ox L
fo g]-g];rdHZI

- Qe (et s < P (L

| = |N1|2G)im

2
N == (62)

o= 5o g8
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Lot (64)
Tenemos por tanto:
- . +i .
y=cg;, teg,=¢ (\/—Li) ¢’ + ¢, (\/—Li) e (65)
Como a su vez la funcion normalizada es

v, :\/% sen (%) :\/% (— é e+ é e“ie) (66)

Comparando queda:

1 1
CI=FY T (67)
Concluyendo:
2 nmx _ 1 (=i jp I (+i _ip
W_\ESQ”T =g, +e2,=5(7¢) 5 () (68)
Siendo las funciones propias g,, g, y sus valores propios k;, k;:
g,= \;—ZI elf= J—Li ety o, = ngh/L (69)
gZZ%e'm: %e’mm& y k, = — nnh/L (70)
probabilidad (p_,) = probabilidad (k;) = |c, |2 = % (71)
probabilidad (p,_,) = probabilidad (k2) = |e,|* = 3 (72)
LES W est estac (x,7) funcion propia del operador ﬁi?
A2 e
Py, (1) =...= W\yn(x,t) (73)
Si, es funcion propia. Si la particula esta en el estado estacionario de nimero cuantico »,

242
. . , n“h
una medida de pfc siempre dara TR

(Es y(x,£) de una particula en una caja en un estado estacionario funcién propia del
operador x?

Xy =xy # cte'y = No (74)
Podemos calcular (x), (x2>,(px), (pi) para determinar Ax, Ap_ , y con ellos Ax-Ap 'y
comprobar que se cumple el principio de incertidumbre.

(Ax)*=(x?) — (x)? (75)
(ap,) =) = (b}’ (76)
(x)=J :o ¥ (DR (x,0) dx=...= ) :o v ()2y(x) dx (77)

por ser estado estacionario (ya demostrado)

0 =« L =« 0 %
= f—oo Yy X ydx + fo Yy X ypdx + fL Wi X Wypdx=
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) \[ mrx \/2 o (mrx) dx—— f se (n;rx) dng
1°) 2sen’0.= 1 — cos2a

2n
2°) integracion por partes: u = x; dv = cos ( L”x) dx

Por tanto para cualquier valor de n:

(r)== (78)

f f fsen (Mx)d = -f x’sen (L )dx=§—25n2 (79)

1°) 2sen’0.= 1 — cos2a

2°) por partes: u = x2; dv = cos (2 L”x) dx

3°) por partes: uu = x; dv = sen (Z”L”x) dx

12

= Ax=y() — (7= [ -2 (80)
(px)=f0L\|1*ﬁx\|;dx= fOL\II* (7)&"’“]’(:'“:0 (81)

Estado estacionario: y, =y, =0

(P2)=f, vl dr= [ v (-7) ;—Zzwdx=m Jy sen® (=) dx (82)
(7)== (83)

= Ap —%f -5 (84)

A, =£{"Z"2—2}U 2 5)

Para el menor valor posible de n que es n =1, 1*/3—-2 > 1, es decir, se cumple el principio
de incertidumbre.
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3.2. Particula libre en una dimension

No esta sometida a ninguna fuerza y no hay condiciones de contorno:

F(x,0) =0 (86)
F() = — 2 (87)
V(x) = cte. (88)

Eleccion del nivel cero de energia: arbitrario, se elige V(x)=0

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:

W&

T-—5 =Ey (89)
2

L2 y=0 (90)

La solucidn de la ecuacidn diferencial es de la forma
y=e™ 1

Utilizamos la ecuacién auxiliar: s>+ g=0
2mE 2mE  +iV2mE
S2+h_2:() s ==x / Py = P (92)

Y= cleiVZrnE'x/h + Cze—iv2mE~x/h (93)

La solucion general

(Qué condiciones que debe cumplir y para ser aceptable?

La particula no esta confinada a una region del espacio. La probabilidad de encontrar la
particula entre x y x + dx es:

v ydx = y|Pdx (94)
vy debe ser finita aunque x tienda a +o0 0 a —0. E < 0 no satisface la condicidon anterior
(hacer la demostracion viendo qué sucederia a y cuando x tiende a +o0 0 a —0 si E < 0).
Por tanto, la inica condicion aceptable es que £ > 0.
Para una particula libre (sin condiciones de contorno) no hay cuantizacion de la energia

(E puede tomar cualquier valor mayor o igual a 0). La forma de la funcion de onda y es
oscilatoria, es una combinacion lineal de seno y coseno:

y = Acos % +Bsen % (95)

+ * . . . J .
) woow ydx = divergente (es decir, no normalizable) porque la probabilidad no tiende a
cero cuando x — +oo0. Esto se debe a que la particula libre no es una situacion real.

La ecuacion de estado de la particula libre en un estado estacionario sera:

W) = o IEV (01 oINZMEX/h 4. ¢ e—i\/ZmEx/h) (96)
y(x) no es funcién propia de p_ (sz ?a—i):

~ hiv2mE iN2mEx, —ivV2mEXx,

px\y(x)Z;T(c]e ImEXh e~ IN2 E/h) 97
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Pero es una combinacion lineal de dos funciones propias de P, :

g, = ek k, =\2mE P& =kg, (98)
g,= ek ky= — \2mE p.g, =kg, 99)

v (x) esta descrita por una combinacion lineal o superposicion de dos estados, uno en el que
la particula se desplaza hacia la derecha, con momento v2mE, y otro en el que se desplaza

hacia la izquierda, momento —v2mE.

La probabilidad de cada uno de los dos valores dependera del valor de |c;| y |c2|. Si ambos
presentan el mismo valor, (p ) = 0.
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3.3. Particula en una caja de potencial tridimensional de paredes infinitas
Caja de potencial: paralelepipedo rectangular con aristas de longitud: a, b, c.

Elegiremos como origen del sistema de coordenadas un vértice de la caja, de modo que
la energia potencial vale 0 dentro de la caja e o fuera de ella:

0<x<a
V(x,y,z)=0para {0<y<b (100)
0<z<c
V(x,y,z) = o para cualquier otra region del espacio (101)

Para estudiar la energia del sistema se buscan las funciones propias y los valores propios
del operador Hamiltoniano, es decir, se resuelve la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo.

Fuera de la caja

621;/ 621;/ 621;/ 2m _

(3x_2+8y_2+57+h_2(E_V)\|]_0 (102)

_ 1 (P, Py v
_ ;(gmy_ﬁa?) (103)
v = 0 (fuera de la caja) (104)

Dentro de la caja

V(xyz) =0 (105)

-’ 621// 621// 621// N
(STt Ty -ny (106)

H=H+H,+~H, es la suma de tres Hamiltonianos asociados a movimientos

independientes. Por tanto, la solucién podré expresarse como (punto 2.8 del Tema 2):

y(xy,2) =fx)g(») h(2) (107)
Es decir, es un producto de funciones que describen modos independientes de
movimiento en cada direccion. Por tanto, habra que resolver tres ecuaciones:

- P

2 = ESX) (108)
-1 e _

% &2 _Eyg(y) (109)
-1 &h(z)

E P :Ezh(Z) (110)

E +E,+E.=E

La energia total es la suma de las contribuciones a la energia de modos independientes de
movimiento (x,y,z).

En este caso se trata de tres ecuaciones de Schrodinger idénticas a la de la particula en
una caja unidimensional y con las mismas condiciones de contorno. Por tanto:
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2
.0 =) =\/§sen””‘a”x (E=nlo—  conm=1,23.. (111)
2
\|1(y) gw) fsen— ;Ey=n§# conn,=1,2,3... (112)
B 2 nymz ) W _
V.(z)=h(z) = ~sen— ;Ez—nzw conn:=1,2,3... (113)

2 2 n2
E‘%(;*ﬁ* )COn”x 1,2,3..5m=1,2,3...5n:=1,2,3... (114

c

v(xy,z) =fx)g()h(z) Z\/%wn%senny%sen i (115)

La funcion y(x,y,z) arriba escrita estd normalizada ya que fix), g(y) y A(z) estan
normalizadas:

L2027 1211 dxdydz = [P dxe [ lgO)Pdy- [ 1h@1Pdz=1 (116)

» Ejemplo: Calculo del valor medio de la posicion a lo largo del eje x:
a b pc % A a b rc * * *
=1, I, [, v Rydxdydz = [ [ [, f0)"e() "h(2) xfx)g(n)h(z) dxdydz
a * b c a
= 5100 W) dx - f; g0 Py - [ 1h(2) Pz =5 (117)
1 1

2

Cuando la caja de potencial es especialmente simétrica, se favorece la aparicion de
estados degenerados. Por ejemplo, en el caso de que a = b = c:

az (n2+n2+n ) (118)

Aparecen varios estados con distintos nimeros cuanticos que pueden tener la misma
energia, tales como: w12, w21, w211 (entre otros). En general, la degeneracion esta
relacionada con la simetria del sistema, a mayor simetria, aparecera un mayor nimero de
estados degenerados.

Para este caso: si a #b # ¢, los estados y211, pi21, w112 no son degenerados.
Sia=Db #c, los estados 211, wi21 son degenerados (pero no elyi12).
Sia=Db=c, los estados 211, w121 yyi12 son degenerados.

Recuerda que la degeneracion de un nivel de energia es el nimero de estados diferentes
(funciones de estado diferentes) que tienen dicha energia.

3.4. Efecto tunel

Este tema se ve integramente en la practica de efecto tinel de la asignatura.
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3.5. Energia Potencial de Dos Particulas en Funcion de las Coordenadas Internas

Vamos a separar el problema de una funciéon que depende del movimiento de dos
particulas en dos funciones que dependen, cada una, de una particula. De esta forma, se
simplifican las ecuaciones que hay que resolver, y podemos avanzar en la solucion de la
ecuacion de Schrodinger:

Sea el siguiente sistema de dos particulas:
mi(x,y,z1)  mao(x2,y2z2) x=x2—x; y=y:—yi z=z—2z; (119)

X, ¥, z son las coordenadas internas: Relacionan la posicion de una particula respecto de
la posicion de la otra

Figura 4. Definicion de las coordenadas en un mistema de dos particulas, C es el centro de masas con
coordenadas (X, Y, Z).

~ -W(& & & (& &
(L D) (S D

_2m1 ox;? y; 0z;? 2my \ 0x,?

Vamos a transformar este hamiltoniano en otro expresado en funcién de las coordenadas
internas x,y,z, y de las coordenadas del centro de masas (CM) X,Y,Z

my(X —x;) =my(x; — X); mI(Y—yI) = mz()’; —Y); my(Z—z;) =my(z; — Z) (121)

mx;tmox mjy,tmyy miz;tmoz
X= Ix] 22,Y= b 2,Z= 141 222 (122)

my+tm; i mj+m; mj+my

Aplicando la regla de la cadena transformaremos las derivadas respecto de las

coordenadas de posicion de las dos particulas: x;, yy, z1, X2, 2, z2 en derivadas respecto de

las Coordenadas del Centro de masas: X, Y, Z, y de las coordenadas internas: x, y, z.
6_66X+66x m; 0 0

Ox; 0Xox; Oxox; mptmy0X  Ox
o 0 6Y+ oady  my 0 0
oy, ©oYoy, oyoy; mytmyoY oy

0 0 0Z 00 m 0 0
Ly ez 22 (123)
0z 0Z0z; 0z0z; mytmy0Z Oz

6_66X+66x_ my O 0

Ox; 0XoOxy; OxOxp; my+myoX 5
0 0 0Y 0 0 0 0
_ Loy _ om0

v, 0Ydy, ovdy, mytmydY Oy
0 _o0 2o _ _m 3. 0

- 124
0zy 0Z0zy 0z0zp my+my0Z Oz ( )
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5_2=(i5_x+ia_x)2=(&i_2)2=( m )Zi+i_ 2y & (125)

ax% 0X 0x1  Ox 0X| m;+my 0X  Ox mj+my axX?  ox2 m;+tmy 0x0X
P (00X | 0 x)? o 0)\? 2P P, 2 &
- ( +——") _( m; —+—) =(&) O 4Ly 2m O (126)
0x5 0X 0xy  Ox 0Xxp m;+my 0X  Ox mj+my/ 00X 0x2  mj+my 0xdX
2 2 2.2 2 2
2
) s G S o
oy] aY Oy, 0OyOdy, m;+my 0Y Oy mi+my/ 0Y® 0y?  mj+my ayaY
2 2 22 2 2
Y 2
a_z aa+aay (m2 i+a):(m2)az+a+ my 0 (128)
oy, 0Y dy, 0Oy oy, m;+my 0Y Oy mj+my/ dY* 06y?  my+my OydY
& (a ., o 62)2_( m_ 0 a)z_( m )2 & +az _omy @ (129)
62% 02 0z1 0z 0z my+my 02 0z mj+my 87> oz2 m;+my 0z0Z
P (o 0dz, 0oz o, 02 22 7, am &
_2=(__+ ) _( tmy _+_) =(&) L L om (130)
0z5 02 0z 0z 0zy m;+my 0Z Oz my+my/) 07 0z my+my 9z0Z
i ., -’ -’
Al multiplicar la Ecuacion (125) por -y la (126) por Py sumarlas y agrupar los
mj mp
términos, obtenemos:
- & -3
— +—— (131)
2(m +my) 0X° 2(’”1 ’”2) ox?
m]+m2
. ., -0 -’
Al multiplicar la Ecuacion (127) por oY la (128) por o sumarlas y agrupar los
1 2
términos, obtenemos:
& &
S+ == (132)
2(m;+m>) Y 2(’"1 ’"2) oy?
mytmy
. ., -0 -’
Al multiplicar la Ecuacion (129) por oY la (130) por o sumarlas y agrupar los
1 2
términos, obtenemos:
- & -7
—+— (133)
2(m;+my) 0Z 2(’”1 ’”2) 072
m1+m2
La masa reducida de un sistema de dos masas, z, se define por el producto:
mj;Xm
U= i Rl (134)

mytm;
El hamiltoniano quedara como:
-~ 52 5 62 62 5 52
+=+—|+— + 2 +
H= (6)(2 or’ azz) 2u (ax 6y2 ) V(x.y.2); (135)
donde M = m;+mo.

El Hamiltoniano lo hemos expresado como la suma de tres términos; uno depende de las
variables XY,Z, coordenadas del centro de masas, y los otros dos de las coordenadas
internas (posicion relativa de las particulas), x,y,z.

Por lo tanto, al resolver la ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo para
encontrar los estados estacionarios de un sistema formado por dos particulas cuya energia
potencial es funcion de las coordenadas internas, podremos expresar la funcion de onda
total como el producto de dos funciones:
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Y= Wtras(X Y,Z)'\lflnt(X,y;Z)
La energia total del sistema serd: E = ETrast Ennt.

Wiras(X,Y,Z), representa nuestro sistema de 2 particulas como un todo (masa M = m; +
m?) desplazdndose (el CM) libremente por el espacio (puesto que no estd sometido a
ninguna fuerza). Este movimiento lleva asociado una energia cinética traslacional, cuyo
valor encontraremos al resolver

ﬁtraswtms: E trasVgpqs ( 13 6)

La yndx,y,z) con la Ep; que lleva asociada representa las diferentes posiciones de una
particula respecto de la otra, es decir los movimientos internos del sistema (con la misma
posicion del centro de masas podemos tener distintas ubicaciones de las dos particulas).
Esto equivale a colocar el origen de coordenadas en x;,y1,z; y en la posicion de la particula
2 colocar la particula ficticia de masa y (siendo x4 la masa reducida de m; y mo>).
Encontraremos la forma matematica de la funcion y el valor de la energia asociada a esos
movimientos al resolver:

HInlW]nt:EIntW]nt (137)

En consecuencia, siempre que tratemos con un problema de dos particulas en el que la
energia potencial, V, es funcion de las coordenadas internas, plantearemos la resolucion
de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo mediante la solucion de las
ecuaciones (136) y (137):

V=V, X YD)xy, (x),2) (138)
E = Etrast Emnt (139)

La resolucion de la ecuacion (136) es la que encontramos para la particula libre, que se
estudio previamente. En este caso habria que tratar el problema en tres dimensiones en
vez de una dimension.

Conclusiones:
El Hamiltoniano es la suma de dos Hamiltonianos correspondientes a dos particulas
hipotéticas independientes:

1) M(X,Y,Z)y2) p(x.y.2)

Caracterizadas por dos vectores de posicion diferentes y con masas:

mqm;

R(X,Y,Z),#(x,y,2), M =m, +m,, u= (140)

(my+my)
También se encuentran sometidos a las distintas fuerzas:
2) F =0 (particula libre) y F' = V(x,y,2)

Esta transformacion de un sistema de dos particulas (m;, m2) a otras dos particulas
diferentes (M, u), permite convertir el operador Hamiltoniano en la siguiente expresion:

~ —h% [ 92 a2 a2 —hZ% [ 92 a2 a2
H_W(EJFEJFE)J“E(EJ“@TZJ“E)+V(x’y'z) (141)
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Esta expresion va a ser mucho mas facil de resolver, por que lo podremos dividir en dos
términos independientes entre si.

Hemos separado un problema complejo en dos mas sencillos:
w(ql’qZ) “Viras (X Y’Z) Wine (x,y,z) (1 42)
E= EM + Ey = Etras + Einterna (143)

1) Movimiento de traslacidon del sistema completo de masa M. La contribucion a la
energia total es una constante no negativa Eas = Ear > 0.

2) Movimiento interno relativo: relacionado con posicion de una particula respecto

a la otra. Equivalente al movimiento de una particula hipotética de masa x cuyas
coordenadas son las coordenadas relativas (x,y,z) y sujeta a V(x,y,z).
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3.6. Momento angular

Sea una particula de masa m en movimiento en un sistema de coordenadas fijo en el
espacio. El vector posicion es:

F=ix+jy+kz (144)
Vector velocidad:
s_ @ _d ad ad
VEG Tia T a TR (145)
Momento lineal de la particula: p = mv
P, =MV P, =MV p o= my; (146-148)

Momento angular de la particula, f, respecto del origen de coordenadas: L=7 Ap

(A= producto vectorial):

— ! ]_) ]_é - - -
L=|x y z|= i(ypZ — zpy) +j(sz - xpz) +k (xpy — ypx) (149)
X py pz

Las componentes:

L= (.-, (150)
Ly=(sz—xpz) (151)
L= (w,-p,) (152)
Y el modulo:
L = |r||plsend (153)

siendo € es angulo formado por los vectores 7 y p. L serd un vector perpendicular al plano
determinado por los vectores 7y p y su sentido viene dado por la regla del pulgar (o del
sacacorchos).

/

Figura 5. L obtenido como producto vectorial L=r x p
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3.6.1. Operadores momento angular en Mecanica Cuantica

Expresion de los operadores de la Mecanica Cuantica para el momento angular orbital de
una particula:

Loibz-25) LDoila—a) Loilg—05)  as9
L’ =|T| = DAoL (155)

Las relaciones de conmutacion de los operadores determinan qué observables se pueden
conocer con exactitud y simultdneamente. ;Conmutan los operadores L, L,, L, entre si?

Para saberlo hay que calcular el conmutador

L. L]=L.L, - L. (156)

(2 L) s 22 L)
Ox Oz oz oy Ox oz

2 2 2 2
hz{nywL o S _ xa f—zza f+zxa S

=L, L
ozox O 2 oyox ﬁyazj xbyt

. -~ h{ O 0 2( _© 0 of of
I for=r. MM, Y \r—_pn o _ce\,9Y__ 9
vhx/ =Ly i[y Oz Z@yjf [Z Oox xazj[y Oz Z@yj

2 2 2 2
—n? zya f—228 f—yxa f+xg+zxﬂ :f,yixf
OxOz Ox0y =2 oy OzOy
f e of o o
L L, f—L,Lyf=-h - — x——
X yf 8% xS (yéx xay
PN A 4 P h o 0 A
Ly, Ly, |=LxLy, —L\,Ly=ih—|x——y— |=ihL
[x y] xty yix li(xéy yaxj nLz
AN E (i), 02 |=ini (.2 ]=ini,,
(157)
L. L)=iL. [L,L]=iL, [L.L]=iiL, (158)

Ejercicio: demostrar [fy, fz] =L,y [iz, fx]Zihfy.
Los operadores L, fy, L. no conmutan entre si, por tanto, no se pueden conocer con

exactitud y simultineamente las tres componentes del vector momento angular. Es decir,
no se puede conocer con total exactitud el momento angular de la particula.

=2
(Conmuta el cuadrado del operador Momento Angular Orbital, L, con los operadores
de las diferentes componentes en las direcciones x, y, z?
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2. L]=0 [T L]=0 [Z"L]=0

(159)
(160)

Por lo tanto, no se pueden asignar valores definidos simultidneamente a las tres
componentes del momento angular, pero si a una de ellas y al cuadrado del momento

angular, L>=|L|*#L o a sumédulo |L|.

Vamos a asignar valores definidos a la componente z, L, (tradicionalmente se elige esta

componente) y al cuadrado del momento angular |L|?. Puesto que estos dos operadores

conmutan, existe un conjunto completo de funciones que son funciones propias,

simultdneamente, de ambos operadores. Estas funciones son los armonicos esféricos, y
su expresion matematica se obtiene al resolver las ecuaciones de autovalores de los dos
operadores. Antes de plantearlas, hay que sefalar que trabajaremos en coordenadas
polares esféricas, ya que este problema tiene simetria esférica y esto simplifica las

ecuaciones.

Las expresiones de estos operadores en coordenadas polares esféricas se obtienen

haciendo los cambios de variables correspondientes (anexo Tema 1).

z

coordenadas cartesianas (x,y,z) y esféricas (1,0,0)

2 2

2,2
x =rsenfcosg rr=Exttyttz

2,2

1/2
y=rsenfseng cosé?:z/(x2+y +z )

z=rcost € h=y/x

L. =ih (sen¢ a% +cotgl seng %)

= . 0 0
L,=—ih (c0s¢ i cotgl seng %)

|

0<r<w
0<O6<nm
0<¢<2m

(161)
(162)

(163)



2
D =Dl = - (5

o, 1 &
P +c0tg¢96—9 + —) (164)

sen0 6¢2

3.6.2. Funciones propias y valores propios del momento angular de una particula
Conjunto completo de funciones propias de i’ yL.:Y(6.4)
L.Y(0.4) =bY(6,¢) (165)
Y (0.9) = cY(0.9) (166)

Como L, s6lo es funcién del angulo ¢, podemos separar las funciones propias Y (6,¢)
como un producto de dos funciones con distintas variables:

Y (6,4) =S(OT(4) (167)
~ ho
Lz = 7 % (1 68)
Y (0H)=bY(0.9) (169)
SO 5T =bSOT(9) (170)
Nos queda para la funcion T(¢):
T(¢)=Ae" (171)

Las funciones propias deben ser aceptables. Por lo tanto, debe ser univoca, de forma que
al sumar 2m al &ngulo la funcion es la misma:

T(¢+27)=T(¢)
Aeib(¢+2n’)/h — Aeib(¢)/h
A eib¢/h A eib27r/h =4 eib¢/h

Asi, obtenemos: P2 =

Utilizando la identidad de Euler, podemos despejar b y asi obtener T(¢).

. b2rx
Definimos: o=

e'*=cos o+ isena. = 1; cos a=1y sena=0
Para cumplir la condicion anterior, o deberd corresponder a un multiplo entero de 2m:
oa=m2r siendom=0,=%1,£2, ...

Reemplazamos o por su expresion:

b2 .
7” =m2n siendom =0, £1,£2, ...

Obtenemos que los valores propios del operador L, son:
b =mh siendom =0, 1, £2, ...

Con la condicién de normalizacion de la funcion T(g) obtenemos el factor A:

2n
fo T() T($)d = 1
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1
N —

V2r
Sustituyendo b por mh y A por el valor obtenido obtenemos la expresion de T (¢):
T($)=ze™ (172)
Para obtener S(6), sustituimos en la ecuacion (166):
2 (& o, 1 &
_h (ﬁ +eotgh S+ 57) S(O)T($) = cS(O)T(H) (173)

Como el operador I’ es independiente del angulo ¢, podemos simplificar T(#) a ambos
lados de la igualdad:

4’s() as@) m’s@® ¢
o +COlg97—m— —h—zS(Q) (174)

La solucion se obtiene a través de los llamados Polinomios Asociados de Legendre.

Se encuentra que las soluciones s6lo son aceptables si:
c= l(l+])h2 siendo los valores posibles de /=0, 1,2, ... y/>|m| (175)
Y se obtiene un conjunto de funciones S(6) caracterizadas por valores de /'y m:
S;m(6) = cte P (cos) (176)

donde P}ml (cos0) son las Funciones Asociadas de Legendre, véase la tabla siguiente.

Funciones S; ,(6)

1=0: So,0 = 3V2
[=1: S1,0= %\/GCOSH

Si,41 = %\/?;seHO
=2 Sa2,0 = i\/ﬁ@cos 29 - 1)

So,+1 = 3V/15senfcos §
Sp,+2 = +V/15sen %

[=3: Ss.0 = 3v/14(Zcos 0 — cos )
S3,+1 = 2V42senf(5cos 26 — 1)
S3,42 = %\/WSen%cosﬁ
S3,+3 = 5V 70sen 39

Recapitulando: hemos obtenido que las funciones propias de ZZ y L., Y(6,¢) son:
m I im
YI'(0.4) = Syu(O)T,u(9) = cte P (cost) =™

Estas funciones se llaman armonicos esféricos y vienen dados por la expresion:

@i+ G=1m "2 im
On=|GF ] P ost) e (177)
Siendo /=0,1,2,...ym=--l+1,...,0, ..., [-1, L

Asi, hemos resuelto las ecuaciones iniciales (165) y (166):

’Y"(6,) = IU+DIY"(6,4) 1=0,1,2, ... (178a)
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LY (0.6) =mhY!'(0.8) m =1, -I+1, ..., 0, ..., I-1,1 (178b)
Tanto el modulo del momento angular como su componente z estan cuantizados:
[Z|=Jia+Dh y L.=mh (179)
Especificados |L|? y L., no se pueden especificar L, ni Ly: el vector L puede estar en

cualquier orientacion sobre la superficie de un cono cuyo eje es el eje z, con altura mh y
cuya generatriz es: /[(I+1)h, véase la figura 6.

Figura 7 Representacion del vector L paraf =1.

. . . 2 ,
Las funciones Y}'(6,¢) son funciones propias de L™y L., por lo que tendran valores
propios dependientes de los nimeros cuanticos / y m, respectivamente. Las funciones
Y7'(6,¢) no son propias de L, L, y Zy y por eso no tienen valores propios bien definidos.

Cada valor de [ es un valor propio del operador ZZ, pero hay 2 [ + 1 valores distintos de
m que son 2/+1 funciones propias Y;'(6,¢) distintas. Estas corresponden a distintas

orientaciones de L respecto del eje z: véase la figura 7 para [ =1.

Armonicos esféricos y coordenadas polares
1) dt en coordenadas polares esféricas

Volumen de una region del espacio comprendidaentre ryr+dr, 0y 0+ d6, ¢ y ¢+ d¢
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dr =(rsen0dg)(r d0)dr = r? send dr dO d¢ (180)

2

‘mgd#

¢
_ rdf
rsin@dg NN i
_ ‘ 7 FIGURA 2
dr

rdg

fsr'na

X
2) Expresion de los armonicos esféricos

Los armoénicos esféricos Y (0,¢) se pueden expresar como producto de dos funciones S(6)
y T(¢). Las funciones T(¢) se han deducido anteriormente, y las funciones S;,,(6) son
las funciones asociadas de Legendre, multiplicadas por una constante de normalizacion,
con/=0,1,2,...y[>|m|

¢ Cuando se tiene una funcion F(7, €,¢) la condicion de normalizacion es:
L7 [ F PP senbdrdfd g =1
Si la funcion es separable de la forma F(r, 6, ¢) = G(r)H(O)I( )
[0 1T GTOH (O () GAHO) () senbdrdods =1
7 GHIGPdr [ H' (0)H(B)senbd6: [ I'($)I($)d =1
Las funciones G(r), H(60) y I(¢) se suelen normalizar por separado. Esto es:

J, G"(HGrdr=1
J(;[H*(Q) H(6)sen6 do =1

o7 1%(9) 1(9) dp=1
Ejercicio. Normaliza las siguientes funciones:
1. Sp0(0) = N-P(cos(9))= N-1
2. 8;9(8) = N-P(cos(6)) = N-cos(8)
3. 8,400 = N-P}(cos(8)) = N-sen(6)
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3.7. Rotor rigido de dos particulas
Se trata de dos particulas m; y m2 a una distancia entre si fija: || = d = cte.

Es un caso particular del problema de dos particulas en el que la energia potencial es
funcion solo de las coordenadas internas (la distancia entre las dos particulas).

La aplicacion quimica més inmediata del rotor rigido es el caso de moléculas diatomicas
(como H»). En el capitulo 3.9. lo aplicaremos a la rotacion de un electrén en torno al
nucleo (fuerzas centrales).

Caso general.

La posicion relativa de la particula 2 respecto de la 1 (esto es, 7(x,y,z)) puede cambiar
porque cambie la distancia entre ellas (el modulo de 7: d) o porque cambie la orientacion
de la particula 2 respecto de la 1. La energia total del sistema sera la energia cinética del
centro de masas, y la energia interna (representada por la particula ficticia de masa ).
Esta tltima incluye la energia cinética de la masa reducida y la energia potencial de
interaccion entre las dos particulas. Véanse las conclusiones del apartado 3.5.

E= Etras + Eint

Eint =E + Ecin.vib + Epot.vib

cin.rot
Vamos a estudiar el caso en el que cambia la orientacion de la particula 2 respecto de la
1, sin que la distancia entre ellas se modifique: rotor rigido. Esto hace que el potencial de
interaccion entre las dos particulas sea constante. Asi, seleccionamos V =0, al ser el
origen del potencial arbitrario.

Rotor rigido: |F| =d = cte — {Vz 0= Epjt'VinO (183)
Ecin.vib =0
De este modo, la energia vibracional seréd 0, y por tanto la £;,, =E_.
En términos mecanocuanticos:
H=Hy,+H, (185)

Como en otros casos, planteamos las ecuaciones de valores propios y las resolvemos para
obtener las funciones propias y sus valores propios.

Traslacion del CM (particula libre): ﬁMwMZE mV,, siendo Ey =0 (186)

Rotacion de la masa reducida:

~ -

Hov =B, 50 v, =Ev, (187)
—i _
Z 72\|llu— ﬂw,u (188)

La rotacion del rotor rigido de dos particulas es equivalente al movimiento de una
particula ficticia de masa i que se mueve sobre la superficie de una esfera de radio r:
como el mddulo de 7 es constante en este caso, la distancia al centro no cambia. Si se
expresa la posicion de la particula en coordenadas polares s6lo cambian 6y ¢.
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~

X
~ K 72
= o (190)
Con el operador laplaciano V? en coordenadas internas cartesianas (x,y,z) o bien en
coordenadas internas polares (7, 6,¢).
2.2 20, 1(0 A B
v or? * ror  r? (692 +COtg0 00 + sen?6 6¢2> (191)
Como:
r’ h2(5—2+ tg0 < +— 62) 192
B 7O % T e o (192)
Podemos expresar:
& 20 1 22
Vi= atin T (193)
En este caso » = cte, la ecuacion de Schrodinger (183) a resolver queda:
- =1 22
o =Evy (194)
L1y=E 195
L V=EY (195)
~ 122
H=—L (197)
I es el momento de inercia: I = pr?.
La resolucion del sistema nos da estas ecuaciones clave:
Hy = Ey (198)
122
Z_IL vy =Ey (199)
I’y = 2IEy (200)

Las funciones propias de H en un rotor rigido de dos particulas son los armonicos

esféricos obtenidos anteriormente:

v(0.9) = Y/ (0.4)

(203)

&9




. =2 . . , . s .
Los valores propios de L estan relacionados con la energia de rotacion del sistema

Como ya se vio anteriormente:

Y7 (0.6) = I+ DY} (0.6) (201)
Siendo/=0, 1, 2,...ym=-L, -I1+1, ..., 0, ..., I-1, ]

Resolvemos (196) y obtenemos la energia: zz\y = |(I+1)h*y =2I-Ey

11+ 1)h?

E= =

1=0,1,2,.. (202)

Como es general en mecanica cuantica, la energia estd cuantizada.

Puesto que las funciones propias del rotor rigido son los armdnicos esféricos y éstos son
. . . . ~ =2 —~
funciones propias de los siguientes operadores: H, L y L,

HY!'(0.4) = EY'(0.9) (205)

LY} (04) = 10+DI Y] (0,9) (206)
L.Y1'(6.¢) = mhY]'(6,¢)
Siendo /=0, 1,2,... ym=-/, -I+1, ..., 0, ..., -1, ]
Asi, para el rotor rigido se pueden conocer simultineamente y con total precision las
siguientes propiedades FE, |Z |2 yL,.
* En el nivel fundamental /= 0 la energia £ = 0.
» Separacion de los niveles de energia consecutivos:

A+’
I

Ep —E= (204)
3.7.1. Degeneracion de los niveles de energia en el rotor rigido

Para un valor de £ dado habré un valor E,, sin embargo habra (2 £ + 1) valores distintos
de m generados por las (2 £ + 1) funciones y/(6,4)= ng (6,¢) diferentes con igual valor Ej,
que corresponden a orientaciones distintas del vector momento angular del rotor respecto
a un eje prefijado. Los niveles de energia son degenerados (2 £ + 1) veces.

11+ Di?

E="— (207)

I=0 m=0 E=0 Y) (208)

I=1 m=-1,0,1 E=2§ Y vyt (209)
[=2 m=-2,-1,0,1,2 E=6Z—j (210)
I1=3 m=-3,2,-1,0,1,2,3 E=12’;—j (211)
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3.7.2. Los Arménicos Esféricos

Los Armonicos Esféricos

172
Y‘? = E4;rlT Y:n . (-4%-) cosf
B = (%)m (3cos’ @ — 1) Y, = (g)'ﬁ sin@ cos fe'®
v;'= (-5;) " sin @ cos @e ™" Y = (i)m sin? B¢

32
12
Y, = (——3121) sin® e~

En Quimica se usan funciones de onda reales formadas por la combinacion lineal de los
armonicos esféricos: facilita el trabajo y la interpretacion fisica:

|
- — -

&

¥y = (—'j—)mcnsﬂ =};

4

q 3172
I' | = = -1 E -
—(¥, ..,.]”}:(E-) sin # cos ¢ -};

=

b=
I 7 B Tl L 5 2| ™~
7 (¥} —-¥" (4:‘_) sin @ sin ¢ j;

N
“)2% — Y= (j—) (3cos* B — 1)

1 15\"*
= -—E(Yz' +Y )= (E) sinf cos B cos ¢
XE
l 15 1/2
=—(Y,-Y,)= (———) sin@ cos @ sin¢
Yz 2% ‘ 4
I 15\ |
= — (Y 4V )=|—] sin"fcos2p
1 15 1/2
Y = — (Y} =Y = (—-—) sin” 8 sin 2¢
3 2% ¢ 167
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Representaciones tridimensionales de algunos armonicos

VRS PRSI TER AW e R

3 \un
mdrimo maximo wmdxime
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92



3.8. El oscilador armoénico
3.8.1. Oscilador arménico monodimensional mecanocuantico

El movimiento oscilatorio es de gran importancia en la fisica clasica. El ejemplo mas
simple del movimiento oscilatorio lo constituye el oscilador arménico. Este consiste en
una particula de masa m que se mueve alrededor de una posicién de equilibrio y estd
sometida a una fuerza recuperadora que es proporcional al desplazamiento respecto a esta
posicion de equilibrio. Algunos ejemplos del oscilador armoénico pueden ser: el péndulo
simple, o un objeto unido a un resorte. Asimismo, el movimiento de vibracion de las
moléculas diatdmicas puede representarse mediante el modelo del oscilador armoénico.
En este caso se trabaja con 4, la masa reducida del sistema, recuerda el apartado 3.5 (como
separar un problema de dos particulas en la suma de dos problemas de una particula).

En el oscilador armoénico monodimensional la fuerza recuperadora es
= —k(r—r.,) (212)

Siendo req la posicion de equilibrio y & la constante de fuerza (recuperadora). Lo que lleva

a que la energia potencial en un oscilador armonico monodimensional sea:
1 2
V() = Ek(r — Toq) (213)

Si trabajamos en una dimension y colocamos el origen en la distancia de equilibrio:
X = (r-req); la ecuacion de Schrdédinger para la energia interna de este sistema (que serd
vibracional) queda:

N I N

mass
k

k reduced
mass

Figura 8. Oscilador arménico monodimensional clasico. Un oscilador de dos particulas de masa m; y m; se puede
transformar en un sistema de una particula con masa reducida p.

El oscilador armoénico monodimensional mecanocudntico es un modelo sencillo para la
vibracion de una molécula diatdémica AB (A y B pueden ser atomos iguales o distintos).
Los niveles de energia obtenidos permiten estimar los niveles de energia vibracion.
También se utiliza como modelo para tratar la vibracion de los enlaces de las moléculas.

Al resolver la ecuacion de Schrodinger se obtiene para la energia:

E, = (v+%)h(2i\/§> 215)

1
E, = (v+ 3) hv (216)
Siendov=0,1,2,3,... yv= (i \/%) es la frecuencia de oscilacion clasica de un muelle

que tiene una constante de fuerza k£ y masa /.
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Puede observarse que la energia del oscilador arménico monodimensional estd
cuantizada. Para v =0 la energia no es cero, es Ev—9 = 2 hv. Esta es la energia del punto
cero ( “zero point energy” o ZPE). Es una manifestacion del principio de incertidumbre
de Heisenberg. Si la energia del oscilador fuera cero, la posicién seria conocida con
exactitud (estaria en la posicion de equilibrio) y también el momento (seria cero).

La separacion entre dos niveles consecutivos de energia, v y v+1, es siempre: Av

Ademas, la separacion entre los niveles de energia:

1) aumenta al aumentar la constante de fuerza, ya que es proporcional a V.

. . . 1
11) es mayor cuanto menor es la masa reducida, ya que es proporcional a \/:
u

Las funciones propias del oscilador armdnico monodimensional son complicadas de
obtener (a este nivel), por lo que se obvia la resolucion de la ecuacion de Schrodinger. En

las siguientes paginas se presentan las funciones de onda, y, para los primeros niveles de
energia (figura 9). Se observa:

¢ Para cada valor de v (esto es, para cada valor de la energia) solo hay una funcién de
onda, por tanto los niveles de energia no son degenerados.

¢ La funcién de onda del estado fundamental (v = 0) no tiene energia cero.

¢ La funcion de onda del estado fundamental no tiene ningun nodo (no corta al eje X). La

funcion de v+1 tiene un nodo mas que la de v, es decir, se afiade un nodo cada vez que v
aumenta en una unidad: hay v nodos.

¢ Las distribuciones de probabilidad |y > de las funciones de onda penetran dentro de la
barrera de potencial.

/ ‘II"‘I ..‘" "-\ !"I‘ \\
\ / \ ,-"l |
25 \/ 25 /f" ! \/ .‘I \
| |
|I I|

05 0.5 = | !

0 1 1 1 o] 1 I I
-2 0 2 -2 0 2

Figura 9. En el eje de abscisas se representa x, en ordenadas (en unidades de hv ) estan representadasE, yV.
Sobre el nivel de energia se representa yy en la grafica de la izquierda y |yv|2 en la grafica de la derecha.
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En térmicos clésicos, la energia total sera:

E = EqtV = s+ s i
- cin _2mv 2

En los extremos (+ x.): E =V, por eso la parabola que representa J en la grafica corta
con la recta que representa la energia total. Por tanto, estos dos puntos (x = + x./) toda la
energia corresponde a la energia potencial, eso implica que la energia cinética, E;,, debe
ser cero. La particula no puede penetrar en regiones en las que el valor absoluto de x sea
mayor que x¢, porque eso implicaria que V' > E, y por tanto, la energia cinética deberia
ser negativa, lo cual no es posible. De este modo, en mecénica clésica, la particula estara
restringida a la region comprendida entre —x.; y +xe.

Por el contrario, en mecanica cudntica, en x = £ x¢, la funcidon de onda no se anula, y, por
tanto |y tampoco. De hecho, |w|*> mantiene valores finitos al salir de la region
comprendida entre —x. y +xo (region clasica). Por tanto, existird una determinada
probabilidad de encontrar a la particula fuera de la region clésica, que serd menor cuanto
mas nos alejemos de la misma.

Si el sistema es una molécula diatomica, esto significa que la longitud del enlace puede
tomar valores que estarian prohibidos desde el punto de la mecanica clasica.

251
—— Potencial V(x)
=== Energia Eq
2.0 — |wo(x)|? (escalada)
N Fronteras clasicas
E 1.5
9
2
2
w 1.0
L e A
0.0 i i
—Xa 0 Xq
Posicion x

Representacion de |y |2 para un oscilador armdnico mecanocuantico en el nivel v = 0 en funcién de la energia
total (rojo) y la energia potencial (negro).

¢ Para el estado fundamental la méxima probabilidad estd en x = 0. A medida que la
energia de los niveles crece la posicion de los maximos de probabilidad se desplaza hacia
valores mas altos de |x|, hacia las “paredes” del potencial (figura 9).

Las primeras funciones de onda para un oscilador arménico monodimensional
mecanocuantico son:

V3 T 4
. 27V, k
siendo a = TH = %

¢ Las funciones en las que v = 0, 2, 4, ... son funciones pares ya que y(-x) = y(x).

Las funciones en las que v =1, 3, 5, ... son funciones impares pues y(-x) = -y(x).
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3.8.3. Transiciones espectroscépicas en el oscilador armoénico

Estas transiciones se pueden observan experimentalmente mediante espectroscopia de
infrarrojo (IR).

¢ El oscilador armdnico monodimensional es un modelo sencillo para la vibracion de
moléculas diatomicas y es un modelo simplificado para estudiar la vibracidon de un enlace.

¢ La constante de fuerza de un enlace tipico es tal que la frecuencia de la luz absorbida
(en un espectro de absorcion) cae dentro de la region IR del espectro electromagnético.

¢ La separacion entre los niveles de energia es tal que a temperatura ambiente
practicamente solo estd ocupado el estado fundamental.

¢ Para un oscilador armonico solo estan permitidas las transiciones entre niveles de
energia adyacentes. Es decir, la regla de seleccion es Av = +1.

La energia del foton (hvioion) debe ser igual a la diferencia de energia entre los niveles
entre los que se produce la transicion. Como la diferencia de energia entre niveles
adyacentes (correspondientes a las transiciones permitidas) es hv, la frecuencia del foton
es igual a la frecuencia del oscilador: vioton = V.

1

¢ Las frecuencias de vibracion no se suelen expresar en s ', sino en nimeros de ondas en

cm ', La relacion es 7 = v/c.

+ Como distintos enlaces tienen distintas constantes de fuerza y distintas masas reducidas
(estan formados por atomos diferentes con diferentes masas), las absorciones
correspondientes a transiciones vibracionales suelen estar dispersas en el espectro de IR,
por lo que es una buena herramienta para identificar grupos funcionales.

¢ También son utiles para identificar sustituciones isotopicas, ya que al cambiar la masa
de los atomos, cambia la constante de fuerza.

Ejercicio:
1. Calcula (x)y—g, (x)y=;, (x)\.
2. Calcula (px)V:()’ (px)v=]: (px>v'

Ayuda: Puedes simplificar la resolucion de las integrales si recuerdas las siguientes
propiedades.

Algunas propiedades utiles:

funcion par X funcion par = funcién par
funcion impar X funcién impar = funcién par
funcion par X funcién impar = funcidén impar

d ./ co d Sy - .y
- (funcién par)= funcion impar - (funcién impar)= funcion par

) ;Oo(funci(')n impar)dx =0 ) ;Oo(funci(')n par)dx=2 foﬂo(funcién par)dx
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3.9. Fuerzas Centrales

Obtendremos las funciones de onda de los estados estacionarios y su energia para un sistema
de una particula de masa m sometida a una fuerza central. Una fuerza central es aquella que
proviene de un potencial que tiene simetria esférica: V=V(r), r es la distancia de la particula
al origen de coordenadas. Las fuerzas centrales mas familiares son la gravedad y la
electrostatica, siendo esta ltima la que actuia en los sistemas atomicos.

H= _—hZV2+V(r) (220)
A- ‘2—’:;[;;;+f§r+r2<a; +eotgh S+ — IZW )] Vir) (221)
Sustituyendo:
IP=— i (% +eotgh <+ %9;7;) (222)
Nos queda:
A-Z (22 L[] o2

En Mecanica Clésica una particula sometida a una fuerza central conserva su momento
angular:

L =7xp = Fxmy (224)
El torsor, T que actia sobre una particula, se define como el vector
5 o P > v dL
= X = X _ = —
T=rxF=rxm ~ = (225)

. . 4 7
Si el torsor vale cero, no hay variacion del momento angular, L, es constante y se conserva

Una fuerza central tiene la direccion del vector 7, por lo que |7] = 7*F senf = 0.

En Mecanica Cuantica ;existen estados con valores definidos de energia y de
cuadrado de momento angular?

(Existe un conjunto completo de funciones, que sean simultineamente funciones propias
~ 2
deHy L?

[H L] [T L] [A Az] 0+0=0 (226)
[A.2°] =0 (227)
[A.L,]=0 (228)

Luego existe un conjunto completo de funciones propias de los tres operadores:
Hy = Ey
~2 2
Ly =I(+]D)h"y
L,y =mhy

Este conjunto de funciones dependera de las variables: 7, 6, ¢ ya que el operador H es
funcién de estas variables.
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Al reemplazar el operador H, la ecuacion de Schrodinger nos queda:

[222 [;2 +2 a] +—[L ]+V(r)]\y Evy

ror

-’ [&
o2 ] +Z(l+1)h
ror

e +V(r )] y=Ey (229)

. - . ) ~2 - ,
Los armonicos esféricos, Y7'(6,¢), son las funciones propias de L~ y de L.. Asi que las
funciones propias y seran un producto de funciones: los armonicos esféricos, Y;'(6,¢), y
otra funcion R(r).

Asi:
y(7,0,¢) = R(r)Y]'(0,4) (230)

sy ’ <y . ~ =2 —~
esta funcion seria a la vez funcién propia de los tres operadores: H, L™y L,, entonces:

+V(r)R(r)| = ER(r) (231)

2m dr? rodr 2mr?

[—_h? [dzR(r) N ng(r)] N 10+ DH RGP

Ya que hemos podido simplificar el armonico esférico en todos los sumandos, por lo que
la funcion de onda que represente los estados estacionarios de una particula sometida a
una fuerza central V=V(r), sera el producto de un armoénico esférico por una funcion R(r),
funcién radial, cuya forma matematica se encontrara al resolver la ecuacion diferencial
anterior, asimismo, conoceremos la energia de ese sistema:

dzR(l) 2 dR(r)
dr?

DR [ E- 1 -2 =0 (232)
Para resolver esta ecuacion diferencial (232) utilizaremos la formula del anexo del tema 2:
yi+py'tay=0

Siendo y =R (r), p = 2/r y q la expresion entre corchetes:

s’+ps+q=0
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TEMA 4. El atomo de hidrégeno.

Resolucién de la ecuacion de Schrodinger. Orbitales atomicos. Momento intrinseco o de
spin. Estructura fina del espectro del atomo de hidrogeno.

indice de contenidos:

4.1. Introduccion al Atomo de hidrogeno/hidrogenoide 102
4.2. Resolucion de la ecuacion de Schrodinger y andlisis de los resultados 103
4.2.1. Funciones radiales 104
4.2.2. Funciones de onda completas de los &tomos hidrogenoides y valores de la energia
106
4.3. Orbitales Atomicos hidrogenoides 108
4.3.1. Funcion de Distribucion Radial 111
4.3.2. Funciones hidrogenoides reales 113
4.3.3. Representacion de los orbitales hidrogenoides 114
4.4. Espectro atomico del hidrogeno 117
4.5. Spin del electron: Momento angular de spin electronico 119
4.5.1. Operadores para el momento angular de spin 119
4.5.2. El spin y el atomo de hidrogeno 120
4.5.3. Acoplamiento de los momentos angulares del electron: Momento Angular
Electronico Total ] 121
4.6. Estructura fina del espectro de los atomos hidrogenoides 123
4.6.1. Transiciones en la estructura fina del espectro de atomos hidrogenoides 124
4.7. Principio de Pauli 126
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4.1. Introduccién al Atomo de hidrégeno/hidrogenoide

Vamos a aplicar lo visto para las fuerzas centrales en el caso del atomo de hidrogeno, que
consiste en un sistema formado por dos particulas —un electréon y un nacleo (generalmente
un proton)— con un potencial V (electrostatico) que depende sdlo de las coordenadas
internas (distancia entre el electron y el nucleo). En esta situacion podemos separar un
problema de dos particulas acopladas (electron-nticleo) en dos sistemas independientes
de una sola particula (centro de masas y masa reducida):

1) Sistema de masa M = m,.+ my, situado en el centro de masas. este sistema ya esta
resuelto:

E[I‘LJS

2) Sistema de masa i = ::e';rmN

, situada en (X,y,z). Este sistema es el que vamos a resolver:
my

Hﬂ\yﬂ ZE/x‘l’,, E,: energia interna
(x,,z) son las coordenadas del electron respecto al nucleo.

El operador Hamiltoniano para 2) es:

~ i . —Ze?
H=—V?>+ V(@) siendo V(r)=
s Z,u —— T
solo depende de r:

fuerzas centrales

—~

H
v, serd funcion propia de T2t ysera \|1H=R(r) -Y7'(0,0)

~

L,

[=0,1,2, ..

7'(0,0): arménicos esféricos [m —0,+1,42, ... 4]
R(r) y E se obtienen resolviendo (apartado 3.9):

d*R(r) L2 dR(r)
dr? r dr

LR [z—‘j E-n-Y ”)l 0

72
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4.2. Resolucion de la ecuacion de Schrodinger
(Como trataremos el atomo de hidrégeno en Mecanica Cuantica?

Como un problema de dos particulas: electrén (masa en reposo =9,1091-10' kg y carga
eléctrica =—1,602-10"'° C) y protén (masa en reposo = 1,6726-10%" kg y carga eléctrica
=1,602-1017C).

En general, trataremos los sistemas hidrogenoides atdémicos, compuestos por un electrén
y un nucleo con carga: +Ze. Es decir, un sistema hidrogenoide es un sistema formado por
dos particulas, un electron y un ntcleo, en el que la energia potencial, V=V(r), depende
unicamente de las coordenadas internas (distancia entre el electron y el nucleo).
Desdoblaremos la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo en dos ecuaciones
de Schrodinger independientes del tiempo, lo que es equivalente a decir que
desdoblaremos el problema de dos particulas en dos problemas de una sola particula

H=H, +H, (1)
El sistema hidrogenoide atobmico como un todo sin estar sometido a ninguna fuerza se
desplazara libremente por el espacio como una particula libre, con cualquier valor no

negativo de energia. Asi, H,, describe el movimiento de traslacién del &tomo como un
todo.

HM‘VM: Eyv,, Eu=0 (2)
Por otro lado, la particula de masa:
_ XMy
B ey e (3)

se encontrara a una distancia r variable del origen y con diferentes orientaciones 6, ¢, en
el espacio. Dado que la masa del proton es mucho mayor que la del electron (unas 1836
veces), la masa reducida, u, es practicamente igual a la del electron, por lo que puede
considerarse que el nucleo estd en el origen de coordenadas. La ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo es:

Hy, =Ev, )
Asi, el problema describe el movimiento relativo del electron respecto del ntcleo. La
funcién de onda, y (7, 6, @) describe los movimientos internos del sistema, es decir, el
movimiento relativo del electron respecto al ntcleo. A este tipo de funciones se les llama
orbitales atomicos, correspondientes las funciones de onda de los sistemas atomicos
de un solo electron.

La importancia de estas funciones de onda es doble:

1) Los atomos hidrogenoides son los inicos sistemas atdmicos en los que se puede
conocer con total exactitud el valor de la energia.

2) Estas funciones monoelectronicas son la base sobre las que se desarrollan las
funciones de onda de los atomos polielectronicos y de las moléculas.

En los sistemas hidrogenoides atomicos la fuerza viene dada por:

—-Ze?

F=— )

7
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y la energia potencial por:

r 62
V=22 [S=-% Ve=0)=0; V(=0)=—o 6)
9 0 '

=
Q
=
r 2
2,

® > -2

V()= —

Figura 1. Energia potencial de un atomo hidrégeno V(r) en funcién de la distancia del electrén al nucleo (r).

El hamiltoniano del movimiento interno de estos sistemas ﬁﬂ, es:

H=—V?(n+V(») (7)
La funcion de onda sera:
y(r,0,4) =R(r)-Y['(0.4) (®)
donde
21+1) (1—|m|)1Y/2 :
6. ¢) = ( 4:; )(l+:$:)v] Pl|m|(6059)elm¢ )

Son los arménicos esféricos, siendo [=0,1,2,...ym=-1-1+1,...,0,...,[-1,!

y R(r), la funcidn radial, sera la solucion de la ecuacion diferencial:

hZ &R | 2dRG) +Z(l+])h2R(r)
2,u dr? r dr 2ur?

+ V(r)R(r)] — ER(Y) (10)

4.2.1. Funciones radiales

Para hallar la funcién radial R(r), primero, sustituimos el valor de V-

_ ze?
= —— (11)
y reagrupando constantes:
a= ue?’ 2u 2
&R 2dR( ) L2Z D
T 2B R |5+ 2 - 2 =0 (12)

A diferencia de los sistemas sencillos tratados hasta ahora, la presencia de un potencial
atractivo hace que en el atomo de hidrogeno la energia pueda tomar también valores
negativos. Asi, la ecuacion (12) tiene distintas soluciones dependiendo del signo que
tenga la energia.
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Las soluciones que corresponden a valores negativos de la energia (E < 0) reciben el
nombre de estados ligados, mientras los que corresponden a valores positivos (£ > 0) se
denominan estados no ligados.

* Los estados no ligados (£ > 0) corresponden a situaciones en las que el atomo ha sido
ionizado y la energia no esta cuantizada. Las funciones se llaman funciones del continuo,
en ellas la parte angular es un armoénico esférico.

* Los estados ligados (£ < 0) son aquellos en los que las particulas (electron—nucleo) estan
enlazadas. A partir de aqui, nos centraremos en los estados ligados.

En primer lugar es conveniente examinar la forma asintotica de la ecuacion (12). Cuando
r - o la ecuacion (12) se convierte en

PR | 2ER()
drzr + aezr =0 (13)

Las soluciones aceptables para esta ecuacion son las funciones e " por lo que para que la
funcién radial sea aceptable es necesario que su comportamiento cuando 7 tienda a infinito
est¢ dominado por este término exponencial.

Se ensayan soluciones del tipo:

R(@r) =re "L(r) (14)
siendo L(r) un polinomio en 7, conocido como polinomio asociado de Laguerre:

Para que el término exponencial domine cuando r — oo es necesario que el polinomio sea
de grado finito; al tenerlo en cuenta aparece un niimero cuantico n tal que debe ser
entero y n > /+1. Resulta entonces que en las soluciones aceptables L(7) es un polinomio
en el que aparece el nimero cuantico / y otro nimero cuantico n que debe ser entero y
mayor que /: n>|[.

El polinomio asociado de Laguerre de orden s y grado p—s se simboliza Ly%(r)

La forma de la funcion radial queda:

- V12 G vz
R =~{oierm) () et (3F) (16)

Siendon>I1+1;n=1,2,3...; [=0,1,2,3, ..., (n-1)
En resumen, las funciones radiales quedan:

Ry, (r) =N -rt-e2r/ma. Polinomio en r de grado (n — /— 1)  (17)
Siendon=1,2,3...y[=0,1,2,3, ..., (n-1)

Las funciones radiales estan determinadas por dos numeros cudnticos: n y /, son reales y
estan normalizadas:

S, Ry (R, (r) Pedr =1 (18)
También son ortogonales, nétese que [ deber ser el mismo para R,;(r) y R,,4(r):

f(;oRnl(r)Rn’l(r) I’Zdl" = 5}111’ (19)
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4.2.2. Funciones de onda completas de los atomos hidrogenoides y valores de la
energia

Las funciones de onda completas de los 4atomos hidrogenoides se llaman orbitales
atomicos hidrogenoides. Estan caracterizadas por tres numeros cuanticos n, [ y m. Son:

Voim (7", 0}¢) = Rnl(r) ' Y;n (9’¢) (20)
Siendo Ry () las funciones de la ec. (17) y Y;'(6,¢) los armonicos esféricos.

Los orbitales hidrogenoides cumplen la condicion de ortonormalidad global:

*

* © ~T 2T
fTE \Vnmlwn'm']'d‘[ = fg fg fg wnml\yn,m,l,rzsene-drdﬂd(b: 5nn’5ll’5mm’ (21)
Los valores de la energia que satisfacen la ecuacion anterior estan dados por:
E,=——=—— conn=1,2,3,... (22)

Esta es la energia de los estados enlazantes o ligados (electron no libre) de los atomos
hidrogenoides, y tiene valores discretos (figura 2).

A

Figura 2 Niveles de energia del atomo hidrégeno.

Emision y absorcion de luz por el atomo de hidrogeno

La ecuacion para el nimero de ondas es (Tema 1):

. 1 v EyE; &£ |1 1 1 1
V= —_-=== = —_— — :R —_— — 23
A ¢ he 2ahe | n? ng H ni ng ( )

Se obtiene una expresion idéntica, con el mismo valor numérico de la constante de
Rydberg, Ru, que el valor experimental determinado por los espectroscopistas.
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JEstan degenerados los niveles de energia de los sistemas hidrogenoides atomicos?
La energia de los estados ligados solo depende de n» mientras que las funciones de onda
Yum dependende n, L ym

n=12,3,... [=0,1,2,..n—1y m=—=0L—-H1, ...,0,..,]
Estados enlazantes, para n dado:

S ~ e,

Estados enlazantes: estan n? veces degenerados

Estados del continuo: estan infinitas veces degenerados, ninguna restriccion al valor
maximo de / para una E dada.
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4.3. Orbitales Atomicos hidrogenoides

Vamos a estudiar de las funciones de onda de los estados ligados de los atomos
hidrogenoides. Funciones radiales:

R, () = Ni! xeZ/n xPolinomio (en r)" (24)

La funcion se anula en estos puntos:

r = o0
R, (=0 yr=0si [#0
n — 1 — 1 valores de r, para los que se anula el polinomio

Véase una representacion grafica en la figura 3 y la tabla 1.

La funcion orbital completa (orbital atdémico hidrogenoide):

Vi 0.8) = Ry(r) - Y1(0.9) (25)
Funcién de onda y energia del estado fundamental: n=1;/=0ym =0
V100 (r:0.8) = Rip(r)Yo(0.9) (26)
R; o(r) = Cx e %7  Normalizacién: |C|? [ 000 e 20l 2 qp=1
Recordatorio:
g X'e qxdx—q:il paran>—1 'y g>0

Rw0§=26f&éﬂm 27)
Y5(0.)= |+ (28)

V1o 0D =Ris V0= (2) e (29)
E= Lt (30)

La masa reducida del atomo de hidrégeno, un = 0.99946-m.. Si Z = 1, el valor de la
energia es -13.598 eV.

|Z| = i+ Dh =0 31)

L,=mh=0 (32)
El valor de E es igual y de signo contrario al potencial de ionizacién del atomo de
hidrégeno.
Hemos definido:
hZ

a=-" (33)

=0
Si en vez de utilizar la masa reducida del atomo de hidrogeno (un = 0.99946 m.) usamos
la masa del electron, la cantidad a definida en (33) se convierte en:

108



2

ay=——=0.52918 A

(34)

Que se llama radio de Bohr porque ese valor era el radio del circulo en la que se movia el

electron en el estado fundamental segln la teoria de Bohr.

Significado fisico de la constante a

A pesar de las expresiones anteriores, hay una gran diferencia entre el significado en el
modelo atomico de Bohr y el de la Mecénica Cuéntica. En el primer caso se trata de la
distancia a la que se encuentra el electron en el atomo de hidrégeno, cuando éste esta en
el estado fundamental, » = 1. En el segundo, el electréon no estd confinado en ninguna
esfera y en cualquier estado cuantico existe una probabilidad finita de encontrar al
electron a cualquier distancia del nucleo. Cuando n = 1, el radio de la esfera en la cual la

probabilidad de encontrar el electrén es maxima es a.

Notacion de los Orbitales atomicos:

Valor numérico de [ 0 1 2 3 4

Simbolo utilizado s p d f g

El estado fundamental sera la funcion: y,,, = v,

Funciones de onda conn =2
Wg/m(r:0:¢) = RZZ(F)Y;M(Q’¢)
Ejercicio: completar

W, (1,0,6) =, (1.0.6) = Ryp( Y5(6.4)

Vo, (0.4) =
v, (0.4) =
¥y, (n0.4)=
r Vo™ r Vaop, ™ r Vop, ™
Ly, = Loy, = Loy, =
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Tabla 1. Factores radiales de las funciones de onda de] ®2

ftomo hidrogenoide KT
i
Z\ z hrso = R"Lya =
= —_ = Zria
Ris Z(G’) g En‘l-hﬂ
Ble ]
jree = Roa™% 1 -o'y
31z .
. Rh == _]_. (E) (1 — _z_:i)e—zﬁh Eﬂ-[" 5 Jaly=i aF
a\a 2a I Rap .l?l-a'l'i.g _E=a
572 lrzo R0
Ryp = —i——(g) pg=2rile En-!-l x 2-1=| 2 © vedos
Z'JE a ;ma’.na Fla =g
2Zr 2277 2
— ~Zrl3a
a 27a? )E irzo Ra i'f";"
!nat-h%

Z*? o= 2ri3e :n-ld:d & un
Lpunlo de corte:

{Rzo

:n-!-] 20 e pun

¢ koo 4( u'lt‘t.

presentan e [a escala apropiada).

Figura 3. Factores radiales de las funciones de onda del atomo hidrogenoide y sus graficas.

Froura 3 Grdficas del jfactor radial £,(r) para los funciones de onda
del drowma hidrogenoide (Z = 1), En fodos los grdficos s¢ ha ermpleado la
misna escald fen algros textos wy canscidas, exlar funclones ne se re-
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4.3.1. Funcion de Distribucion Radial
La probabilidad de encontrar el electron entre 'y r+dr, 8 y 0+d6; ¢ y ¢p+d¢ es
lwl?de = [Ry () - 1Y, (0,0) 1P 17 dr sen dO dg (36)

La probabilidad de que el valor la coordenada radial » del electron esté comprendida entre
un valor 7 y r+dr, sin ninguna restriccion en cuanto a los valores de 8 y ¢ es equivalente
a encontrar el electrén entre dos esferas concéntricas, de radios r y r+dr, o, ya que la
distancia dr entre las dos esferas es infinitesimal, equivalente, también, a la probabilidad
de encontrar el electron sobre la superficie de una esfera de radio .

Por lo tanto, esta probabilidad se obtendra al hacer la suma de la expresion anterior para
todos los valores de las variables 8 y ¢, es decir, integrar a todo el espacio para esas
variables:

17, 0 0.8)] Pdr send do dg= 37)
= RV 2dr [ [717,,,(6.6) 1 send) d6 dg =
= [Ru(MPrPdr (38)
ya que los armdnicos esféricos estan normalizados.
La funcion:
FDR = [R,(N]*r (39)

determina la probabilidad de encontrar al electron a una distancia » del nucleo, y se
denomina funcion de distribucion radial, FDR.

Para trabajar con la FDR se utiliza la ecuacion (39) si se dispone de la funcion radial del
atomo y si solo se dispone del orbital completo (sin separacion entre la parte radial y los
armonicos esféricos) se emplea la ecuacion (37).

FDR de los orbitales ns, y_:

ns’
. , . , . 0 _ \/— .
En estos orbitales el armonico esférico es una constante: Y, =+ 1/4n , es decir, en la
funcion orbital solo aparece la variable 7. Por lo tanto:

T (2n 2 2 T (2n
FDRwy, =/, J, lw, ()| 7 send db dp= |y, ()] P, J)" senf do dp=

=4aly ()|’ (40)

Las funciones radiales R, pueden tomar valores positivos, negativos y cero; las funciones
radiales R, tienen un valor diferente de cero (positivo) para ¥=0. Sin embargo la FDR
nunca puede tomar valores negativos y siempre vale cero para =0 debido tanto a su
significado fisico como a su expresion matematica.

Ry, = 2(Z/a)¥2e~ (") (41)
Esta funcion se anula para » = co.
FDR, = 4(Z/a)3e~ a2 (42)

Esta funcion se anula para » = 0, para » = 0o y tiene un maximo para: » = a/Z.
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d 2 _27r Zr
SFDR ;= Cre- (2r — P Z) e =0 ; Z=1; (43)

En el caso del atomo de hidrogeno, hay un maximo, para una distancia del electron al
nucleo igual a a.

La relacion entre la probabilidad de que un atomo de hidrégeno en su estado fundamental
tenga su electron a una distancia 10 a del ntcleo, frente a la probabilidad de que otro
atomo de hidrogeno también en su estado fundamental, tenga el electron a una distancia

a, viene dada por:

2 2 (,-10)°
Ffﬁ;fj:" —— ((2_1))2 ~1,52:107 (44)
La inversa de esa expresion representa que, en el estado fundamental~ 1 de cada 7- 10°
atomos de hidrégeno, tienen un electron a una distancia del nucleo = /0-a. Esto puede
parecer un nimero muy pequefio, pero no es en absoluto despreciable, pensando en el
elevadisimo numero de atomos en el mundo macroscépico.

Maximos y.minimos.de la funcion de distribucion radial del orbital 2s

Ejercicio: calcular los médximos y minimos de:
FDR,, = l(5)3 (2 —~ 2)2 e~ (“la)y?
2 \a 2a

En algunas funciones de distribucion radial (FDR) se observan maximos en las
proximidades del ntcleo. En esos casos, la probabilidad de encontrar al electron cerca del
nucleo es mayor que en los estados en los que no hay un méximo préximo al mismo. Este
fendmeno se conoce como efecto de penetracion, y estabiliza los estados en los que se
produce, ya que el electron, al estar mas proximo al ntcleo, experimenta una mayor
atraccion electrostética (energia potencial mas negativa).

Orbital 1s Orbital 2p
5 10 , 10
rA) —> rA) —>
sy e 20
{‘2 Orbital 2s :-1 15 Orbital 3s
'&:1 = 1.0
t T 05
1.
0 L = 0

10

Up

rA) —>

Figura 4. Graficas de las funciones radiales y de las funciones de distribucién radial [Rn(r)]2r2 para distintos
estados electrdnicos del atomo de hidrégeno.
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4.3.2. Funciones hidrogenoides reales

En quimica se utilizan funciones hidrogenoides reales formadas a partir de los armdnicos
esféricos reales, o lo que es equivalente, haciendo una combinacion lineal de las funciones
hidrogenoides, en el caso de que estos sean funciones complejas.

Asi el orbital ¥, s la combinacién lineal suma de Yy, YV, 5 Y el orbital vy, s la
X 1 -1 y

diferencia:
-1
Vo, " 12 (WZP J * WZP.]) (45)
- L _
WZpy_ 2 (\VZPJ WZP_J) (46)

Como la energia de los orbitales hidrogenoides s6lo depende de 7, al hacer la combinacion

lineal de los orbitales degenerados Vo, YV, los orbitales resultantes, ¥y, OV, seran
1 -1 x y

también funciones propias del hamiltoniano. El mismo razonamiento sirve para el

cuadrado del momento angular, los dos orbitales, Wy, YV, son funciones propias del
1 -1

operador fz, con valor propio 2h2, por lo que los orbitales ¥y, YV, también son
x y

funciones propias de ese operador, con el mismo valor propio.

Sin embargo los orbitales y 2. YV, nOson funciones propias de L. ya que v 2 YV,
x y 1 -1

son funciones propias de L, con diferente valor propio: +% y — 4 respectivamente.

TABLE 7.3 .
The Complete Hydrogen-like Atomic Wave Functions
forn=1,2,and3"

The Complete Hydrogen-like Atomic Wave Functions
Expressed as Real Functions forn = 1,2, and 3 *

1 (z\" _,
'ﬁlm—“ﬁ(a—o) e

32
1 Z)VI- - “2
Vopy = —— | — 22— ple
Y200 3 '_2:r ("0

) Z\? ,
— N e P2 cos
Vao= 175 (ao) !
1 (z\"* _n "
Yo =ft—— (—) pe P/%sin Be™
87 \ag
1 7 32 N s
Yrygp = —— (—) (27— 18p + 2p“)e P
81v3m \ay
ﬁ 372 i
V0= —— (—) p(6 —ple " cosl
817 \a
\a) 1 v
L= - p(6 — p)e=?3 sin B¢
Vi 81y (ng)
1 z\*"? o
‘»”320 == 81\/6_ (;) pze"’-"(3cos‘9 - l)
7 \ag
| Z 2 2 3 Lig
=t = e~P%sin 6 cos g~
V241 817 (ﬂo) P
! Z\N" o o 2 ptai
- = e~ P/ gin” =4
MR T W (a(,) ?

a. The quantity Z is the nuclear charge, and p = Zr/ay, where

ap is the Bohr radius.

p(6 — p)e= P cosd

p(6 — ple*3sin 6 cos ¢

p(6 — p)e=?" sin @ sin ¢

(2)
(2)
B)
Ya= — (i) 27— 18p + 25813
(%)
(%)
(2)

Figura 5. Funciones de onda hidrogenoides reales
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4.3.3. Representacion de los orbitales hidrogenoides

Para representar las graficas de las funciones y , , como la funcion cambia con tres
variables independientes r,6,¢, se necesitarian cuatro dimensiones. La naturaleza
tridimensional de nuestro mundo impide hacer esta grafica.

Existen dos formas diferentes de representar los orbitales: una consiste en hacer graficas
por separado de los factores de y , (7,6,¢), y otra en dibujar superficies de densidad de

probabilidad constante.

1) Separacion en factores.

Podemos hacer las representaciones graficas de los factores de y , : la funcion radial
R,; y el armonico esférico Y}, cuyas representaciones vimos en el Tema 3. Por otra parte,
también podemos representar |Y}'(6,¢)|?>. En este wltimo caso, cada punto de las
superficies mostradas corresponde a un par de valores angulares (6,¢4), y la distancia desde
dicho punto al origen (siempre positiva) indica la probabilidad de encontrar el electrén en
esa orientacion, considerando inicamente su parte angular. Como se observa en la figura,
se obtienen las conocidas superficies con forma de “ocho” para los orbitales 2p, las cuales
representan graficamente esta probabilidad angular, y no la forma real de los orbitales

atomicos.

[Y10[?
. .. 2
Figura 6. Representacion de la funcién |Y‘1’|

2) Superficies de densidad de probabilidad constante.

La otra forma de representacion es dibujar las superficies de densidad de probabilidad
constante. Son representaciones similares a las de los mapas topograficos con las curvas
de nivel. Se representan esas superficies en el espacio y sobre cada una de ellas se
mantiene constante el valor de |y|?, es decir de la densidad de probabilidad (véase la
figura). Las superficies de contorno para |y|? y para |y| tienen formas muy similares ya
que si la primera expresion es constante sobre una superficie dada, |y| también lo sera.
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Moz My =2y

Figura 7. Formas de algunos orbitales del atomo de hidrégeno. El orbital 2s tiene un nodo esférico que no es visible.
El orbital 3s tiene dos nodos esféricos. El orbital 3pz tiene un nodo esférico (sefialado por la linea de puntos) y un
plano nodal (el plano xy). El orbital 3dz2 tiene dos conos nodales; el orbital 3dx2-y2 tiene dos planos nodales.

En la figura (8) se representa la densidad de probabilidad de varios orbitales en el plano
YZ. El nimero de puntos en una region dada es proporcional al valor de |[y[? en esa region.
La rotacién de estos diagramas alrededor del eje vertical Z da la densidad de probabilidad
tridimensional.
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1 a; 1:"'1

ir ip, e,

Figura 8. Densidad de probabilidad de algunos orbitales de atomos de hidrégeno. La densidad de los puntos es
proporcional a la probabilidad de encontrar el electrén en esa region.
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4.4. Espectro atomico del hidrégeno

Es el resultado de las transiciones del tinico electron del &tomo entre los niveles de energia
electronicos que en €l existen. Dichas transiciones se deben a la interaccion de la radiacion
electromagnética con el atomo.

(Estan todas las transiciones permitidas? No: existen unas reglas de seleccion qué
determinan qué transiciones entre niveles energéticos estan permitidas.

Por un lado, la energia del foton (emitido o absorbido), Efwsn = hv, debe ser exactamente
igual a la diferencia de energia entre los niveles implicados en la transicion:
Efoto’n =hv= |Em - Enl (47)

Por otro lado, la interaccidn entre un campo electromagnético y un atomo o molécula se
produce a través de la accion del campo sobre las cargas eléctricas (electrones y nticleos)
que constituyen el sistema. La probabilidad de que ocurra una transicion entre dos estados
cuanticos, representados por v,y y , estd determinada por el momento dipolar de
transicion entre dichos estados, definido como:

n —

W=, = vy, de (48)
Siendo i el operador momento dipolar.
https://www.youtube.com/watch?v=SA4NcF5ehWA
Asi, la intensidad de la transicion es proporcional a |,u’;n|2:
o Si || =0 se dice que la transicion estd “prohibida”.
o Silu’|#0 la transicion esta “permitida”

El célculo del momento de transicion lleva a las condiciones que han de cumplirse para
que la transicion entre los dos niveles tenga lugar: las reglas de seleccion.

En los atomos hidrogenoides la regla de seleccion es Al = 1.

Serie de Lyman

X/

o Ils>np conn=2,3,4, ... (espectro de absorcion)

A
_ 1 1 —ue 1 1 R
I A Y KN (R St
7 e B~ Bl 212he Ln? n? n2 (49)
- 3R S8R I5R ;.
v:—,——, ... limite: R.
4> 916"
Limit - Ly=y Ly} Lyman-t
CIENY 972 A 1126 A 1216 A
T T T T T T T
00 G50 10040 1050 1100 1150 1200 1250
Wavelength/A

Figura 9. Espectro de hidrégeno: serie de Lyman
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Serie de Balmer

Las lineas que aparecen en el espectro de absorcion para n = 2 son las transiciones desde
los orbitales:

1) 2s a los orbitales np siendo n = 3,4, 5, ...

2)2p alos orbitalesns ynd n=3,4,5, ...

‘_;:

:_R[n%_ziz]:[g—%] conn=23,4,5, .. (50)

__ SR 12R 2IR

Lineas v: —
36> 64° 100°

limite: R/4.
Las transiciones desde orbitales con el mismo niimero cuéntico principal n” a orbitales
con el mismo » implican igual diferencia de energia (£ solo depende del nimero cuantico

principal) resultaran en la aparicion de una sola linea.

n | Energy

Figura 10. Esquema de las transiciones permitidas en los atomos hidrogenoides
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4.5. Spin del electron: Momento angular de spin electrénico

Al desarrollarse los métodos espectroscopicos, se observo que en los espectros de emision
de los metales alcalinos muchas de sus lineas espectrales aparecen desdobladas. Este
desdoblamiento no puede explicarse mediante las reglas de seleccion anteriores, basadas
en el cambio del momento angular del electrén.

En 1925, George Uhlenbeck y Samuel Goudsmit propusieron que el electron posee,
ademas del momento angular orbital, un momento angular intrinseco, al que denominaron
momento angular de spin (o simplemente spin). Esta propiedad no tiene un anédlogo
clasico: no se debe a una rotacion fisica del electron sobre si mismo, sino que es una
caracteristica cuantica fundamental de la particula.

Posteriormente, en 1928, Paul Dirac desarrolld la mecanica cuantica relativista del
electron, en la cual el spin surge de manera natural al resolver la ecuacidon de Dirac. Esto
confirmo y fundamento tedricamente la hipotesis de Uhlenbeck y Goudsmit.

En la mecanica cudntica no relativista (que es la que trataremos aqui), el spin se introduce
de forma postulada, como un nuevo tipo de momento angular asociado a las particulas
microscopicas. En cambio, en la mecdnica clasica, el concepto de spin no tiene
equivalente, ya que no existe una magnitud macroscopica que reproduzca su
comportamiento.

En el formalismo cuéantico, los operadores asociados al momento angular de spin se
representan simbodlicamente sin necesidad de una forma matematica explicita: §2, S,,

§y, S.. Estos operadores obedecen las mismas relaciones de conmutacion que los del
momento angular orbital.

4.5.1. Operadores para el momento angular de spin

2 A a a . e ,
, Sy, S,y S, Son operadores lineales y hermiticos. Ademas:

D

S$2=82+82+S$2 (51)
Se postula que obedecen las mismas reglas de conmutacién que los operadores del
momento angular orbital:

[S5.8,] = iAS, (52)
[S,.8,] =i%S, (53)
[S..S,] = inS, (54)
[5°5]=0: [§78,]=0: [8°8,]=0 (55)

Del algebra de operadores y de las relaciones de conmutacion se deriva que:
. a2 .
o Los valores propios de S” son s(s + 1)4% siendo s =0, 1/2, 1, 3/2, ...
o Los valores propios de S, son msfi con ms =—s, —s+1, ..., s—1, s.
s = nimero cuantico de spin de la particula (o spin de la particula).
Experimentalmente se encuentra para las particulas:

s(e)=";s(p)="2;s(n)=";s(meson n) =0 ; s(fotén) = 1.
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Por tanto para los electrones con s = %%:

8] = VsGrDh = 2 (56)
Los valores posibles para my son Y2, -Ya.

Los valores posibles para S: son 2 7, -% h.

De forma similar a lo que sucede con f, no podemos conocer el vector S con exactitud.
Podemos saber que los posibles vectores tienen modulo |§| = Mh = gh y la

componente S; valdra 2 /1 o0 -2 K. Es decir, los posibles vectores S estén sobre la superficie
de un cono, tal como se muestra en la Figura 11.

Spin can taks
only two orientations

Figura 11. Representacion del vector Ky

Las funciones propias de S, pueden tomar dos valores: a, con ms =Y 0 8, con ms = -%
S.a=3ha (57)
$.p=—shp (58)

&2 & ) ) < . a2 ,
S”y S, conmutan, por lo que las funciones propias de S, también lo son de S™, y se podria

conocer simultaneamente el valor de las dos propiedades S: y |§|2
Sa=2nta (59)
§p=2np (60)

Siendo a'y flas funciones propias de spin. a(ms)y f(ms) son funciones de m;. Estan
normalizadas y son ortogonales.

4.5.2. El spin y el atomo de hidrogeno

Al incluir el spin, la funcion de onda que especifica el estado del electron es funcidon no
solo de sus coordenadas espaciales (x, y, z o 7, 6, @), sino también del estado del spin del
electron q(ms) o f(ms). La funcion de onda completa es, por tanto, (7, 6, @, my).

Si se usa para H la expresion hasta ahora vista en la que sdlo aparece dependencia con las
coordenadas de posicion y con las derivadas respecto de ellas, y no aparece dependencia
con la variable spin, se puede expresar la funcion de onda estacionaria total de un electron
como el producto de una funcion espacial y una funcién de spin:
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(7,6, ¢, ms) = y(r, 0, ¢)- g(ms).
Ya que:
Hly,, (0,6 g(m,)]=
=g(m)Ry,, (0,4
=g(my) by, (1,0,4)
=Ely,,. (r.0,6)-g(m,)] (61)

Waim(7, 6, 9)g(m;) es funcion propia del hamiltoniano con el mismo valor propio que Whum(7,
6, @), es decir con la misma energia.

Las funciones Wuim(7, 6,0)- cms) y Wum(r, 6,9)- f(m;) tienen la misma energia. Al incluir el
spin los niveles de energia de los atomos hidrogenoides son 2n* veces degenerados.

Las funciones de ondas totales para el estado fundamental del &tomo hidrogenoide son

— Z_3e—Zr/a_OC (62)
\V]()()E \’mﬁ

Z3 —/r/a
wm;a/;e zria (63)

4.5.3. Acoplamiento de los momentos angulares del electron: Momento Angular
Electronico Total

J=L+38 (64)
Momento angular electronico total

El momento angular electronico total corresponde a la suma del momento angular orbital
y al momento angular de spin. Segun la Mecanica Cuantica, los operadores
correspondientes a este vector momento angular seran: J%,J,,J,, J..

Estos operadores cumplen las mismas reglas de conmutacion que los momentos angulares
orbital y de spin. A partir del algebra de operadores y de las reglas de conmutacion se

obtiene que | 7] | y J, estan cuantizados, siendo j = entero o semientero (0, 1/2, 1, 3/2,2...)

/I =G+Dh (65)
J. =msh (66)
m;=-j, j+1, ..., j-1,j (67)
(Como podemos obtener los valores de j y m;? A partir de m y m;:
J. =L, +S, (68)
m;h = mh + mgh (69)
m; =m + my (70)

Siendo los valores posibles de m: (-/,...,[) y de ms= (-72,72). Se suman todos con todos,
considerandose todas las posibilidades.
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Valores m ¢ £—1 -2 —+1 —
Valores mg
1 £+1 t—1+= ¢ 2+1 €+1+1 £+1
2 2 2 2
¢ 1 -1 1 -2 1 0+1 1 ¢ 1
B 2 2 2 2 2

En blanco: m; correspondientes a J =/ - 2. En gris: m; correspondientes a J =1+ '

Notese que:

Si/=0;j=" (un solo valor de )

Sil#0;j=1+"%yj=1-" (dos posibles valores de ;)

Ejemplo
I=1,s="%

L, puede tener tres valores (mi /): /i, 0, - i y S, puede tener dos valores: #/2 y -h/2

Los valores posibles de m; que resultan de sumar L,y S, :

que corresponderian a {]

En general corresponden a

m 1 0

-1

N | =

N R NlWw

i=3/2
i=12

Jj=1+
j=1=

o= NI

N | W

B
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4.6. Estructura fina del espectro de los atomos hidrogenoides

Al introducir en el operador Hamiltoniano de los atomos hidrogenoides la correccion
relativista, y la correccion debida a la interaccion spin-Orbita originada por el

acoplamiento de los momentos angulares L y S resulta:

-7 A A 3\| _ -uZe? 7z (1 3
E= n?2a [1+ (he)’n (/+1/2 o E)] o [1+ (he)’n Q+1/2 h E):I (71)

Estructura fina de los espectros de los atomos hidrogenoides:

Al tener en cuenta el momento angular total de spin, £ depende de n y de j. Asi,
dependiendo de los valores de j, hay un desdoblamiento de los niveles de energia.

El termino dentro del corchete es 1 + = 107 (para Z = 1). Asi, el desdoblamiento presenta
un peso relativo muy pequefio, y solo es detectable con espectrografos de gran resolucion.

Representacion de los diferentes estados del sistema mediante los términos
espectroscopicos atomicos (Atomo de hidrogenoide)

Término espectroscopico atomico: 'L,
25+1: multiplicidad

S es el nimero cuantico que determina el momento angular de spin del conjunto de
electrones del atomo.

L es el numero cuantico que determina el momento angular orbital del conjunto de
electrones del atomo.

J es el numero cuantico que determina el momento angular total del conjunto de
electrones del atomo.

En un atomo hidrogenoide: 1 e~

L=1

S=s=%;25+1=2

J=J, puede tener dos valores: [+ 2y -

* Configuracion electronica: 1s (o ns)

[=0=>L=0

1 1
s=3=8=3 2Sin
—o+l=1_
]—0+2 3 J

* Configuracion electronica: 2p (o np en general).

I=1=>L=1
1 S 1
= - = -
) 2
1+-
j= { 21 =J]= {i’g 2P3 y 2Py, con distinta energia
1 JEE—
2
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Los estados agrupados en P32 tienen distinta energia que los agrupados en 2P1, porque
aunque tienen el mismo #, tienen distinto valor de J. (En los atomos hidrogenoides la
energia solo depende de n y J).

Configuracion electronica: 3d (o nd en general)

[=2=>L=2
1 1
s = 5 =S —5
2+ 1
j= 2= U= {gg 2Ds/2 y 2Dsj2, con distinta energia
2=

4.6.1. Transiciones en la estructura fina del espectro de Atomos hidrogenoides

Al considerar el momento angular total de spin, las reglas de seleccion son:

An sin restriccion (72)
AL = +1 (73)
AJ=0, 1 (74)

Espectros de absorcion, se pasa de un nivel a otro nivel con valor de n mas alto.
ls > npn=2,3, ... (igual para n s— np). Estructura grosera: una linea

Un electron con un estado 2S12 puede promocionar a P32 y 2P1j. Aparecen dos lineas,
muy proximas entre si, para las dos posibles transiciones.

Lineas dobles: la separacion entre las lineas se hace menor a medida que » aumenta.
2p — ns n =3, 4,.. (igual para n p— ns). Estructura grosera: una linea

En la estructura fina se observaran dos lineas proximas. La separacion entre ellas sera la
misma aunque cambie el valor de n, ya que es debida a los orbitales 2p.

2P3/2 - 251/2 2P1/2 - 251/2

2p —ndn=3,4,...enel espectro de absorcion (igual para n p— nd). Estructura grosera:
una linea.

En la estructura fina: tres lineas (figura 12).

2P3 )y 2D5/z 2P3/p— 2D3/2 Zpl/z—’ 2D3/2
] ¢
M
b iy
I . [ .
' Plowt

Figura 12. Espectro fino para la transicién 2P a 2D
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Z
ZSI’t 4 P"I ’ 3“' D‘lu If., - FV:-&

1s %S:
2

Figura 14. Estructura fina del &tomo de hidrogeno: transiciones 1s — np, 2p — nsy 2p — nd
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4.7. Principio de Pauli

En Mecanica Clasica, el movimiento de un conjunto de » particulas macroscopicas e
idénticas puede describirse a partir de sus trayectorias, determinadas por las leyes de
Newton. Cada particula puede identificarse por su posicion y evolucion temporal.

En cambio, en Mecanica Cuantica, el Principio de Incertidumbre impide conocer
simultdneamente con precision la posicion y el momento de una particula microscopica.
Por ello, no es posible determinar su trayectoria exacta.

Cuando las particulas son idénticas, la funcion de onda, y, no debe distinguir entre
particulas. Esto significa que, al intercambiar las etiquetas de dos particulas, el estado
fisico del sistema no debe cambiar. En otras palabras, las funciones:y (¢1,92,¢3,...,4n) ¥
Vv (92,91,93,-..,qn) deben representar el mismo estado.

Para formalizar esta idea, se introduce el operador de permutacion P el cual intercambia
las coordenadas de las particulas 1 y 2. El estudio de este operador permite analizar como
se comporta la funcion de onda bajo la permutacion de particulas idénticas, lo que lleva
a la distincion fundamental entre bosones y fermiones (explicacion un poco mas abajo).

Restricciones sobre w:

y(coord. posicion, spin) = w(ql,qz,q3,...,qn) (75)
Debe cumplirse que [w(1,2)]?> = |y(2,1)|?, por lo que:
+y(1,2) = y(2,1) (*véase operador permutacion P, ;) (76)
P12(v(1.2))
Luego la indiscernibilidad de las particulas implica que la funcion dé la misma densidad
electronica al intercambiar dos electrones cualesquiera (por ejemplo, el 1 y el 2):

P1,29(4,.9,95-9,) =v(4,9,.95-..9,) (77)
Se pueden obtener dos soluciones:
v(49,9,95--4,) (78)
0
—v(4,4>95--4,) (79)

En resumen: las funciones de estado de un sistema de particulas microscopicas idénticas
no distinguen entre las particulas. En consecuencia, la funcion de estado deber ser funcion
propia del operador permutacion P ,es decir, la funcion debe ser o bien simétrica o bien
antisimétrica respecto al intercambio de las particulas.

Principio de exclusion de Pauli
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Particulas con S = 1/2, 3/2, 5/2, ... (Fermiones, como los electrones) = W €s
antisimétrica respecto del intercambio de las particulas

Particulas con §=0, 1, 2, ... (Bosones) = Wi €s simétrica respecto del intercambio de
las particulas

Consecuencia: Sea un sistema de electrones en y(q1,42,3,...,g») donde g; representa las
coordenadas de un electron: las espaciales y la de spin.

Apliquemos el operador permutacion:

p12v(4,,9,95-.9,)=—v(4,,9,9;-..9,) (80)
\V(qz,ql,q3,...,qn) por ser fermiones
luego:
V(q2,91,43,- - qn) = -W(q1,42,43,- -, qn) (81)

Si dos electrones con el mismo spin estuvieran en el mismo punto del espacio tendrian:
Gr=qyaqueri=ra, h=02, h=¢2,ms1=ms>
v(9,9,95-.9,) = —v(4,49,9;--49,) (82)
2w(q1,q1,q3,...,qn) =0 (83)
Esto es, la probabilidad de encontrar dos electrones con el mismo m; en el mismo punto
del espacio es cero. Como y es una funcion continua, significa que la probabilidad de
encontrar dos electrones con la misma coordenada de spin m; cercanos en el espacio es

muy pequena. A este efecto se le llama a veces “repulsion de Pauli”, no es una repulsion
electrostatica sino un efecto cuantico que resulta del principio de antisimetria de Pauli.

Operador permutacion p, ;intercambia las coordenadas de las particulas 1 y 2
p12(4,9,45-4,) =N4»9,95-4,) (84)

Ejemplo:

N 2 3 —.2 3

P12 (x7 +3x;ty,tystz; +2;)=x5+3x, Y,y tzatz;
Ejemplo:

P1,2[1s(Da(D)3s(DP(] = 15(2)a(2)3s(1)B(1)

Los posibles valores propios del operadorp, , son 1y -1

Demostracion:

.....

Luego el operador f)l,zzes igual al operador 1, cuyos valores propios: 1y —1:

A

2 ~
P12 =1

En general p; /=g, pero en algunos casos:

o SipP.f =/, fes simétrica respecto del intercambio de las coordenadas.
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o Si, Py of'= —/ fes antisimétrica respecto del intercambio de las coordenadas.
Ejemplos:
44 AL 4L 44
f=xpty; sty + 2
N 4 A AL 44 4
Piof, =x5ty 3tz +x7 +y; t21 =,
/1 es simétrica respecto del intercambio de las coordenadas.
_ 4 4 4 4 4 4
fg - (x1x2 +y]y2 + ZIZZ) - (x2x] +y2y] +ZZZ])
N - 4 4 4 4 4 4) _
P12/ = (x2x] Tyt z)7]) — (x1x2+y1y2+2122) = -1
/2 antisimétrica respecto del intercambio de las coordenadas
= 44 4 4
fi=x Tyt xs )5tz
Piofe =Xy +y, +z, +xT+)4 + 27
P1, 3 X2V, T X Ty, Tz

J3no es funcion propia del operador pj , es decir, no es ni simétrica ni antisimétrica.
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5.1. Introduccion: el atomo de Helio

El 4&tomo de He tiene dos electrones y un ntcleo de carga +2e. Situamos el nucleo en el
origen de coordenadas; las coordenadas de los dos electrones seran (x1,y1,21) y (x2,2,22).
Si generalizamos la carga nuclear a +Ze, trataremos los iones helioides H™, Li*, Be**...

El operador hamiltoniano de estos sistemas es:

Figura 1. Cargas y distancias en el A&tomo de helio

~ Wy W p 7 7t P
H=—o-Vi—g-Vi—T- -+ (1

Donde me. es la masa del electron, 71 y 2 son las distancias de los electrones 1 y 2 al
nicleo, y 712 = [(x1—x2)*+(y1—2)*+(z1—22)*]"? 1a distancia del electrén 1 al 2.

Los dos primeros términos son los operadores energia cinética de los electrones. Los
términos tercero y cuarto corresponden a la energia potencial atractiva entre cada uno de
los electrones y el nucleo. El Gltimo término es el de la energia potencial repulsiva entre
los electrones.

Asi, la ecuacion de Schrodinger tiene seis variables independientes. Debido al término
1/r12 la ecuacion de Schrodinger para el He no es separable en ningin sistema de
coordenadas y no se puede resolver de forma analitica, por lo que hay que utilizar métodos
aproximados. En general, no se puede encontrar solucidon exacta para sistemas que
impliquen mas de dos particulas que interaccionen.

Objetivo: desarrollar métodos para obtener soluciones aproximadas pero precisas
para la ecuacion de Schrodinger en el caso de sistemas polielectronicos.
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5.2. Teoria de perturbaciones

Consideramos un sistema con un Hamiltoniano independiente del tiempo para el que no
podemos resolver la ecuacion de Schrodinger. Supongamos que el Hamiltoniano, H, es

. . . . ~0 . .y v 1
ligeramente diferente del Hamiltoniano, H , de un sistema cuya ecuacion de Schrodinger
si sabemos resolver:

~0
0y =E° ()
Ejemplo 1: un oscilador anarménico unidimensional en el que H sea
n-= d2+ kx2+cx + dx? 3
2m ax?

Podemos resolver la ecuacion de Schréodinger para el oscilador armoénico
monodimensional:

e 32 32
A= 4kd (4)

2m dx?

. .Y . f . , .
éste seria H , dejando aparte los términos mas complejos.

Ejemplo 2: Movimiento interno para el atomo de He

= _ 2

2
B L )

2my, 2my, ry ry

Si podemos resolver la ecuacion de Schrodinger para una parte de este operador, que seria

n’.

. 2 2 2 2

= V-V - (6)
Podemos expresar este Hamiltoniano como suma de dos, uno correspondiente al electrén
1 y otro correspondiente al electrén 2. De este modo, el sistema podria separarse en dos
atomos hidrogenoides no interaccionantes, la funcién de onda corresponderia al producto
de las dos soluciones (una para cada electron), y la energia seria la suma de las energias

de los sistemas.

Notacion en la Teoria de Perturbaciones:

A° Es el Hamiltoniano del sistema sin perturbar, y es el que podemos resolver.

H Es el Hamiltoniano del sistema perturbado, que no podemos resolver

A' = A — A" Es la perturbacion.

E."y " son la energia y la funcion de onda del sistema sin perturbar en el estado 7.

El objetivo es relacionar las funciones propias y los valores propios desconocidos del
sistema perturbado (nuestro sistema) con las funciones propias y los valores propios
conocidos del sistema sin perturbar. Para ello imaginamos que la perturbacion se aplica
gradualmente produciendo un cambio continuo desde el sistema sin perturbar al
perturbado. Matematicamente esto equivale a introducir un parametro en el Hamiltoniano

A=A"+AA" donde 0<A<1 7)
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A = 0 sistema sin perturbar; 4 = 1 sistema perturbado

Teoria de Perturbaciones no degenerada

—~ ~0 —~

Ay, = (A0 y,=E,y, (8)
Si H depende de A; E, y también: w, = wu(A, q); En = En (A)

Al desarrollar v, y E, en serie de Taylor de potencias de A y tomar por hipotesis:

l//n(i:O): l/’g: En (A=0) = EZ (9)
se obtiene:
2 k . 1 sz//n
v =y + 2D+ 22D 1+ 45 ®; siendo w,gk)=g<y)(« ) (10)
1=
k
E,=EP +)E + PEQ + ..+ EP;  siendo EP == (";Ti) (11)
: (=0)

™ y E,®: se llaman correcciones de orden k de la funcién de onda y de la energia.

Se supone que para una perturbacion pequenia, es suficiente tomar los primeros términos
de las series para obtener una buena aproximacion a la energia y a la funcién de onda
exacta.

Tras imponer lo que se llama condicion de normalizacion intermedia:

Jrg vy dr=1 (12)

y operar convenientemente se obtiene la expresion para la correccion de primer orden a
la energia:

1 *
EP = [y By P (13)
La correccion de primer orden a la energia se obtiene promediando la perturbacion
A’ sobre las correspondientes funciones de onda sin perturbar.

Para obtener la correccion de primer orden de la funcion de onda, w,'", hay que
desarrollar ésta como una combinacion lineal (Postulado 4) del conjunto completo de las

. . 0
funciones de onda propias sin perturbar, %), del operador H :

y D=3, a,y® (15)
Donde los coeficientes ai; se calculan:
ay = [ w0 yWDadr (16)

(expresion que obtuvimos en el apartado de medida y superposicion de estados: calculo
de los coeficientes con los que se hace la combinacion lineal).

Tras hacer las operaciones pertinentes se obtiene la expresion de estos coeficientes:

_ Jrpvl) By

con m#n (17)
E-EY

Ay

Por lo que la correccion de primer orden de la funcion de onda es:
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J7 v Ty Ddr
pih = Zm;anT‘EE(o)Tl//,(nm (18)

(EIl sumatorio se extiende a todos los estados sin perturbar excepto el estado #)
La correccion de primer orden a la funcion de onda de un estado n dado, se obtiene como
la combinacion de infinitos estados sin perturbar. Los estados que mas contribuyen son
aquellos cuya energia estd mas proxima al estado en cuestion, (el menor valor de E,SO) —
E,(,? ) en el denominador hace mayor el coeficiente an).
Haciendo A =1 y usando tnicamente la correccion de primer orden de la funcion de onda,
la aproximacion a la funcion de onda perturbada es:
() *f1, ()
—,, (0 Jppvw” By,Pdr (o
v =y O+, y (19)

EP-EY
Al analizar este resultado se deduce que el efecto que produce la perturbacion en la
funcion de onda sin perturbar, (), es mezclar contribuciones de otros estados sin
perturbar, ,) con m= n. Es lo que se llama una interaccién de configuraciones. La
contribucion mas importante a la funcion de onda perturbada s es w,¥ y después las
funciones de los estados con energias mas proximas a la del estado 7.

Para calcular la correccion de primer orden a la energia, sdlo hay que calcular una integral

Sy g By D (20)

mientras que para la de segundo orden y ordenes superiores hay que utilizar el calculo
matricial y hacer después la suma infinita de las correspondientes integrales. Las
expresiones que se obtienen son cada vez mas complicadas, y, en la mayoria de los caos
muy costosas de resolver.

135



5.3. Aplicacion de la teoria de perturbaciones al oscilador anarmoénico

La idea basica de la teoria de perturbaciones: escribir el Hamiltoniano como suma de dos
contribuciones, una que sabemos como resolver (el Hamiltoniano “sin perturbar’) y otra
que no sabemos como resolver (la “perturbacion”). Si la perturbacion es pequefia
comparada con el Hamiltoniano sin perturbar, la teoria de perturbaciones muestra como
corregir las soluciones del sistema sin perturbar para tener en cuenta de forma aproximada
la influencia de la perturbacion.

Por ejemplo, un oscilador anarmémico en el que la energia potencial sea:
1
= Elcx2 + ox® +gx* (39)
El operador Hamiltoniano del sistema sera:

G _RPd 1, 3, 4
H= _ZLEJFEIOC + ox’+gx (40)

Puesto que sabemos que el problema del oscilador armoénico monodimensional se puede
resolver y conocemos las soluciones, hacemos que el Hamiltoniano del sistema sin

~(0 . L o 5
perturbar (H( )) sea el del oscilador armonico y los términos que resulten de hacer H —

7+(0)

H'" seran la perturbacion (H')

~(0) [ |
A= -k’ (41)

a-a-a"

= ox +gx (42)
Resolver entonces el problema con la teoria de perturbaciones implica dos pasos. El
primero es obtener las funciones propias y los valores propios del Hamiltoniano de

sistema sin perturbar H(©:

70
g (43)

Segundo, corregir estos valores propios y las funciones propias para tener en cuenta la
influencia de la perturbacion. La teoria de perturbaciones da estas correcciones como una
serie infinita de términos que se van haciendo cada vez mas pequefios en los sistemas que
se comportan bien:

E,=E? +EP +ED + . (44)
v, =+ P+ WD (45)

La correccion de primer orden a la energia es:
E = [y HyPde (46)

La correccion .V se puede escribir como combinacion de las funciones de onda del
sistema sin perturbar en otros estados electronicos (estados excitados):

f y/r(l())*A’l//r(l())dr
pD =3, (W) y® (47)

En el oscilador anarmoénico del ejemplo, para el estado fundamental (v = 0) la energia y
la funcion de onda del sistema sin perturbar son:
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By = Sh (48)
a4 ol
w0 = (%) e (49)
La correccion de primer orden a la energia del estado fundamental seria:
1 1

E= fT ! (%)Z e_OUCT2(c3c3 +gx*) (g)Z e_MTde =

1 [ee}
L [t

~ (& [ (s — e (qan] -

3q 3q
= + —_ = —
0+ = w2 (50)
Por tanto, la energia del oscilador anarmodnico planteado calculada con correccion de

primer orden sera:

Ey~ EP+ BV = Sho + =% 1)

402
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5.4. Método de perturbaciones aplicado al estado fundamental del atomo de He

Como hemos visto, el operador hamiltoniano de estos sistemas (colocando el nacleo en
el origen) es:
h2

2my,

2 2 2 2
R R 1)

2m, Ty 22

= —

Vi -

Debido al término 1/r12 la ecuacion de Schrodinger no es separable en ningtn sistema de
coordenadas y hay que utilizar métodos aproximados.

~(0 2
H():_h

V%_ivg_z_ez_z_ez y ﬁ':i

2m, 7 2 T2

2m,

~(0 — . .
H( ) es la suma de dos hamiltonianos hidrogenoides, uno para cada electron:
=0)_ =0 | =(0)

A7=1,"+H, (22)
~ 2 2
A= -Lvi-Z (23)
2m, r
~ 2 2
A-- Ly (24)
me ry

El sistema sin perturbar es un 4&tomo de helio en el que los dos electrones no interaccionan
entre ellos. Por tanto, se pueden separacion las variables:

0
v 0r1,0,,0,72,05,0,) = F1(r,0,,0,) Fa(r26,0,) (25)
E(O) =E1 +E2 (26)
NOM
H, F; =EF| 27)
0V F, = £,F, (28)

Donde E1, E», F1, y F> son las energias, los valores propios, y las funciones propias de
dos sistemas hidrogenoides atdémicos con Z = 2,

_ 2@
Ey= s (29)
B —22 2
E;= pEaE (30)
0 _ =7*7[1 1
E = T E"‘g I’l]=1,2, 3, e s I’l2=1,2, 3, (31)

E© sera 1a energia de orden cero de los estados en los que los dos electrones estén ligados
al nticleo y no interaccionan entre ellos.

Para el estado fundamental: n1=1,n=1

La funcion de onda de orden cero, no perturbada, para el estado fundamental, sera:

(O)ZL z 372 —Zr/ai Z 372 —Zry/a —
v ﬁ() e Iﬁ(j) e~ 72 = 15(1)15(2) (32)

1s(1)1s(2): es el producto de la funcion hidrogenoide 1s para los dos electrones 1 y 2.

La energia de este estado fundamental sin perturbar sera:
62 62
E) = —Z2(2) =— 42 (2)=8-E(H)=8-(—13.6eV) =— 1088¢eV  (33)
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Siendo Z = 2 y usando que E(H) es la energia del estado fundamental del 4tomo de
hidrogeno:

E(H)= -Z=—136¢V (34)

. : )
La correccion de primer orden a la energia £ E 3:

ED = [y Ay Die = Oy dvyar,

TE " g2 f TEI fTEZ

B f f fznf f fZ” (0)* : ((gl’fsen@drldﬁld(o]rﬁsenezdrgdezd% =
0 T 2T 0 T 2T % *
f() f() fg fg fg fo 1/119(1)!/119(2) ; l//ls(1)l//ls(2)755@”91“17’16[916[(0175sen92dr2d92d¢2

2
! 3 © 0 I o7/ —27ry/a
=[_(_6 ] (47T)Zezf0 fo ;e 2Zf/r§dr1 e 242 ngrz

5, ¢
=..=3Z—=34¢cV (35)
La energia del estado fundamental incluyendo la correccion de primer orden:
OO ¢__ge 10e
EO_E12 E +E 8 + Z 82a 4 2a
= —108,8eV+34eV=—748¢V (36)

La funcidn corregida hasta primer orden:

fTEl//(O)* (O)df

0) _
Wy =Yt s @ =y 4 S O 0V =
UD*H' (O)d‘r
_ 0 Ire 0
= ‘//1S2+Zm¢1s < 108,800~ ESnO) >‘//£,,) (37)
2
siendo H'=—1y
2
32 32
o _ i z —Zr /ai Z —Zry/a
vp= () ez () e (38)
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5.5. Método de variaciones

Este método permite obtener una aproximacion a la energia del estado fundamental del
sistema sin resolver la ecuacion de Schrodinger. Esta aproximacion esta basada en el
Teorema de Variaciones:

Dado un sistema cuyo operador hamiltoniano es independiente del tiempo, y cuyo valor
propio en el estado fundamental (de mas baja energia) es E|, si ¢es cualquier funcion
normalizada, dependiente de las coordenadas del sistema, que se comporta bien y
satisface las condiciones limites del problema, se cumple:

Jop¢ Hp dr>E, (52)

La demostracion de este teorema es relativamente sencilla (ver Levine, Quimica
Cuantica), desarrollando la funcién ¢ en términos del conjunto completo de las funciones
propias de H, es decir, de las funciones de sus estados estacionarios i (no las
conocemos).

Si la funcién no esta normalizada,

Jpp# Ap dr

— >F 53
[oagd L1 (53)
La funcién ¢ se llama Funcion Variacional (FV) (es una funcion de prueba), y la integral

anterior es la Integral Variacional, (IV o £5 0 W), (es un valor de energia).

Para obtener una buena aproximacion al verdadero valor de la energia en el estado
fundamental, £, se utilizan distintas funciones variacionales de prueba, hasta encontrar
el valor mas pequefio de la integral variacional: cuanto menor sea éste mejor sera el valor
de energia calculado.

Sea 1 la funcidon estacionaria del estado fundamental:

Hl// 7 E 1Y, (5 4)
(No conocemos ni E1 ni ;). En el caso de que la mejor funcion de prueba encontrada
fuera precisamente igual a y;, la IV (Ep) seria igual a Ei, el valor exacto de la energia.
Cuanto mas pequefio sea el valor de la IV, més se aproximara la funcion variacional de
prueba a la funcion de onda exacta del estado fundamental del sistema. El problema es
que la IV se aproxima mucho mas rapidamente al valor exacto de la energia, £1 que ¢ a
la funcién de onda exacta ;. Se puede obtener una buena aproximacion a Ei, con una
funcion ¢, relativamente mala.
Tiene mucha dificultad extender el método de variaciones, tal y como lo hemos visto, al
calculo de las energias y las funciones de onda aproximadas de los estados excitados, por
lo que, trabajando asi, el método de variaciones nos permite obtener valores aproximados
de la energia y de la funcién de onda del estado fundamental del sistema.
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5.6. Método de variaciones para el estado fundamental del atomo de He

Si tomamos como funcidn variacional del He en el estado fundamental:

3
p==(2) e e =15(1)15(2) (55)
y teniendo en cuenta que el Hamiltoniano es:

i 2¢? i 5 2e7, & 5 ¢?

H=——V?-=— _—— T = + H + -
H= 2m, Vl r] 2m, Vz I +r12 (HHe )1+(HHe 2+r12 (56)
E=W= fTE(p*ﬁgodrldrg =

= Fry s (15D15@) [(Biaer ), + (e ), +- =] (15D 15(2) )z
= gy S (15D 15@)) (Her),, (1s(D15(2) ) dr
+ Ly S (1D 152)) (Her),, (1s(D15(2) ) dr
# gy S (15(D15@) [2] (15D 152
=Ly gy 15D 1D 15Q2) (Hy ), 1s(1dr,
Ly Sy S 1Is(D 1s(2) (Hy ), 15Q2)dr,d
+ [y o (1s(D1s(2)) [TZ] (1s(1)1s(2))dr,dr,
= iy 1515 dr, [, 15(1) (Hper) (15(1))d
i 5 1s(D dr; [, 15(2) (Hyer), (15(2))dz,
+fTEIfTEZ(ls(l)ls(Z))%(ls(l)ls(2))drldrz
= [y 15Q0) (Agr), (1s(D)dzy+ [, 152) (B ), (15(2))
* Frpy gy 15D15@) S 15(D) 15D d
= Epe N Epe Do+ gy J 1515 S 15D 15y~

&2 &2 &2
_p <- 7’ P Sy Sy 1s(15(2) o 1s(1)1s(2)dr,dr,=

= —4-13,60 —4-13,60 +34,01=— 74,82 eV (57)
Este es el mismo resultado que hemos obtenido con el método de perturbaciones con la
correccion de primer orden. Para mejorarlo, vamos a cambiar la funcion de prueba, y
vamos a introducir un pardmetro variacional en la funcion ¢

=" (£)3 o1/ =G (58)

T \a

hemos reemplazado el valor de Z = 2 por {un pardmetro variacional (varia) con una
interpretacion fisica sencilla: puesto que un electrén tiende a apantallar al otro frente al
nucleo, cada electron estd sometido a una carga nuclear efectiva, menor que la carga
nuclear total, Z, (igual a 2 en el caso del He). Si un electron estuviese totalmente
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apantallado por el otro, la carga nuclear efectiva que recibiria seria Z—1, y como ambos
electrones estan en el mismo orbital, cada uno de ellos apantalla parcialmente al otro, por
lo que es de esperar que el valor de ¢, esté comprendido entre Z— 1y Z.

Para evaluar la integral variacional:

E,=W= [ [.,¢ Hpdrdr, (59)
reescribimos el hamiltoniano de la siguiente forma:

- 2 o2 2 s &2 2 o2
H= |- A -SR-S D5+ (- DS+ S (60)

2m, r 2m,

2 2
Hemos sumado y restado ii y ii La expresion de la IV, Ey, seré:
1 2

* * W Cez W Cez
Ey=Jrg) iy Béduides = [, [, ¢ [_z_me vl - ¢ dr,dr;

ry 2m,

+ fTE] fTEZ ¢*(C_ Z) §¢d71 dTZ+ fTE] fTEg ¢*(C_ Z) §¢d71d72 +

* e2
+fTE] fTE2¢ E¢drl dr; (61)
En el primer sumando (la primera integral), el corchete
2 62 2 62
-Lfr-£-Lp-= (©2)
2m, ry 2m, r

representa el hamiltoniano de dos sistemas atomicos hidrogenoides (cada uno con un solo
electron, y carga nuclear £) que no interaccionan, (electrones independientes). La funcion
variacional de prueba con la que estamos trabajando,

¢=l (é)3 e~ ¢r1/a. p=lraa (63)

T \a
es el producto de dos funciones hidrogenoides ls, con carga nuclear ¢, y es funcion propia
del operador del corchete. Por tanto, al aplicar el corchete sobre la funcion de prueba
resulta el valor propio por la funcion multiplicado por la funcidon, y se llega a que el
resultado de la primera integral es el valor propio de la energia del estado fundamental de
dos sistemas hidrogenoides atdbmicos que tuvieran una carga nuclear ¢
2 2 2 2
oo by |~ A= = 2 72— £ gy

ry 2m,

2 . 20
= 2LC [ ddrdn =2 (2—) (64)

- Quedan por calcular los otros términos de la integral variacional. Para ello vamos a
expresar ¢, como el producto de dos funciones, fi y f>, que dependen de r1 y o,
respectivamente:

1

¢=£ (é)3 e~/ gmiraa— = (%3/2 e~/ %{ (5)3/2 e 2 =1, £,(r2) (65)

T \a a
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La segunda integral:

Syi1 Jn9 €= 2) éqjdﬁdf?: Jrg1 S 26 = DD éfzfzdfldTZ -

-2 fldrlezfzfzdrg=

TEI
:i(gf C—2)é fzndqﬁ] f”sen@ldel fooo =201/ p ) =
K ([) (=D == 0¢ () (66)

La tercera integral:
* & &2
oo S €= 2) Z(édTIdTZ = L1z Jrp 5 (C= D) Zf}fqudrg =
62
= fTEZ 2(5_ Z) ;fédTZ fTEIf}f] dTIZ
3 o0
=£(£) (- 2)é fzﬂd(/ﬁz fﬂsenﬁzdﬁg f() e =22 pody, =

Tz (i) (= 2)e’dn (24“/ ) =(¢-2)¢ (g) (67)

La cuarta integral:

% o2
fTE] fTEZ ¢ E¢drl dTZ (68)

esta calculada en el tratamiento de perturbaciones, para la correccion de primer orden a
la energia, aunque donde alli aparece Z'y aqui aparece la carga nuclear efectiva (¢).

Ce
fTEI fTEZ ¢ ¢ dT] dT2_ P (69)
Por lo tanto, la integral variacional sera:
507 P2 5
v - E e (EE(E )

(Qué valor se obtendria para la integral anterior si {=2? (Ejercicio: Calcularlo)

Tenemos que encontrar el valor de ¢ que haga minima la integral variacional
d * d
d—({fTE(/ﬁ Hedr, dry} = By =0 (71)

2—2(25— 27+ g) —0 (=7--= (72)

16
Como ya se habia indicado, la carga nuclear efectiva esta comprendida entre Z — 1 y Z.
Sustituyendo & el valor de la integral variacional £y es:

e (.2 5 _6‘2 ) 25\ _ 5\2 ¢
Ey=w=5(0 -2z ) =S (-2 iz-50) = - (2-5) 5 (73)
Tomando Z = 2, obtenemos un valor para la energia del estado fundamental del He
2,
Ey==—(2) = —7748eV
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Que, frente a —79,01 eV (valor experimental), representa un 1,9% de error. Este error que
ha disminuido considerablemente respecto al obtenido con la funcién de prueba anterior
para Z = 2: energia —74,82 eV, error del 5,3%.

Si se intenta rebajar el error, pero siguiendo trabajando con una funcion variacional de
prueba producto de dos orbitales atomicos, el error mas pequenio que se logra es del 1,4%.
Es decir, con esta aproximacion en la que la funcién de onda tiene las variables de los
electrones 1 y 2 separadas, y no consideramos la distancia interelectronica 712, no se puede
mejorar mas.

* El trabajo pionero para mejorar la funciéon de onda utilizando funciones variacionales
que tienen en cuenta la distancia interelectronica r12, lo abord6é Hylleraas en 1930. Una
de las funciones utilizadas fue:

¢ = N[e=1/ae=2a (1+b-r),)] (74)

Con los parametros variacionales = 1,849 y b =0,364a se obtiene una energia del estado
fundamental de -78,7 eV (error de 0,3 eV). Hylleraas, utilizando una funcién variacional
mas compleja (con seis términos que contienen r12), llegd a obtener un valor de energia
0,01 eV mayor que el valor exacto de la energia del estado fundamental.

* Posteriormente otros autores han utilizados funciones variacionales lineales (se

estudiard mas adelante) obteniendo un valor de la energia con una precision de una parte
14

en 10™".

Los célculos con funciones variacionales que incluyen rj para atomos polielectronicos
con mas electrones, tienen gran complejidad debido al gran numero de términos y a la
dificultad de integrales a resolver.
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5.7. Funcion de prueba, determinantes y ecuaciones lineales simultaneas
Forma de trabajo en el marco de la Teoria de Variaciones:
e Proponemos una funcion de prueba, ¢, que dependa de varios parametros

variacionales (&, £, 7, ...).
e (alculamos la correspondiente energia, que dependera de los parametros usados:

[ ¢" Hpdr
=== 75
J ¢ gdr (75)
e Hallamos el valor de los parametros que hacen minima la energia (esto es,
minimizamos Ej respecto de los parametros para hallarlos).

e Con los parametros que hacen Ej4 minima, volvemos a la expresion de Ejyy
sustituimos. El resultado sera la aproximacion a la energia del estado fundamental.

Determinantes

Un determinante es una ordenacion cuadrada de n? elementos (cantidades), el niimero #
es el orden del determinante:

al] 412 a3 Aln

ajxl az2 a2n (76)
det(al'j )=

apl 9p2 an3 Ann

Un determinante de primer orden tiene un solo elemento ay; ;

Un determinante de segundo orden tiene 4 elementos:

a1l a12
=4ajlaz2 —aj4a2i (77)
a1 azz
Un determinante de tercer orden, tiene 9 elementos:
ajp aj2 ajs3
a2 an3 azl a3 azl an|
ap] apy az3|=aj] —a +ay3 = (78)
a3 a3zj a3l a3z3 a3zl az2
a3] a3 a3j3

=ajlaz24a33 —ajla3a3 —ajaz1a33 +ajpa3a3zl +aj3a1a3n —aj3azpasz]

Cada elemento de la primera fila con signos + y — alternados, se multiplican por un
determinante de segundo orden que se obtiene suprimiendo la fila y la columna del
determinante de tercer orden en las que se encuentra el elemento.

El determinante de orden n—1 que se obtiene suprimiendo la fila i y la columna j del
determinante de orden n donde se encontraba el elemento a;, se denomina Menor
Complementario, M;;, del elemento a;i. Se define Cj, Adjunto de a;;, como el Menor
Complementario de a; multiplicado por (-1)"7 :

Cij - (-1 M (79)
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Los determinantes se pueden desarrollar utilizando los elementos de cualquier fila o
columna y sus correspondientes adjuntos.

Algunos teoremas sobre determinantes:
Si todos los elementos de una fila o columna son cero, el determinante es nulo.
Si dos filas o columnas cualesquiera son idénticas, el determinante es nulo.

El sumar a cada uno de los elementos de una fila el correspondiente elemento de otra fila
multiplicado por una constante (la misma para todos los elementos), deja inalterado el
valor del determinante.

El intercambio de todas las filas por todas las columnas no altera el valor del
determinante.

Al intercambiar dos filas o columnas cualesquiera, el valor del determinante se multiplica
por (—1).

Si se multiplican todos los elementos de una fila o de una columna por una constante, el
valor del determinante queda multiplicado por la constante.

Ecuaciones lineales simultaneas

Tenemos n ecuaciones lineales con n incdgnitas,

ajpx] + agpxp+  aj3x3+ appxp = b
axixy+ appxp + ap3x3+ apxp= b (80)
aplX1 + ap2xp) + ap3x3z + anpxn = by

donde los coeficientes aii1... am... bn, son coeficientes constantes y las variables xi...xn,
son las incognitas.

Si al menos uno de los coeficientes b, es distinto de cero el sistema de ecuaciones
anteriores es un sistema no homogéneo de ecuaciones lineales.

Estos sistemas se pueden resolver mediante la regla de Cramer, que establece que las
incognitas xk (k=1,2,3...n) vienen dadas por el cociente de determinantes:

aj] a2 by ayk+1 aln
az| a) by ap k+1 azy

anl an2 bp ap k11 ann (81)
det(aij)

Xk =
En el determinante del numerador, se han sustituido los coeficientes aix, a2, ..ank por los

coeficientes b1, by, ...by, y el determinante del denominador es el definido anteriormente.

Si todos los elementos bi, b, ...bn, son nulos, el sistema de ecuaciones lineales del que
hemos partido, es un sistema de ecuaciones lineales homogéneas y el determinante del
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numerador tiene una columna en la que todos los elementos son cero, por lo que el
determinante es nulo. Esto lleva a la llamada solucidn trivial en la que todas las incognitas,
X1...Xn, SON CETO.

Otra solucidn, la que tiene interés, es que el determinante del denominador valga también
cero. Es decir, en un sistema de ecuaciones lineales homogéneas, si el determinante del
denominador, det(a;) # 0 la tnica solucion es la trivial, en la que todas las incognitas
valen cero, solucidon que no tiene interés. Para que un sistema de ecuaciones lineales
homogéneas con n incognitas tenga solucion diferente de la trivial, el determinante
de los coeficientes debe de ser cero.

Una funcion de prueba que depende linealmente de los parametros variacionales
conduce a un determinante secular.

Sea la funcion variacional ¢ combinacion lineal de N funciones independientes
¢=cif, toofy + ot enfy = I e, (82)

donde f; son funciones arbitrarias conocidas que deben satisfacer las condiciones limite
de problema y c¢; son los parametros variacionales que hay que determinar minimizando
la energia variacional. Por simplicidad elegiremos N =2y ¢; y f: reales.

¢ =cif, +cof, (83)

para calcular la energia variacional (Eva- 0 Eg0 W)

[ ¢ Tgdr
E,=W=—"—5— 4
6= (84)
Entonces:
f ¢ Hgdr = f (c.f,+eafy) Ale,f,+eof )dr =
=c; ¢, ff]*ﬁf]dr+ c; ¢y ffl *ﬁfzdr +ey'e; ffz*ﬁfldrvch*cg ffz*ﬁfzdr (85)

Se llama H;; = ) S *ﬁﬁdr, con lo que la expresion de la ecuacion (85) se escribe como:

[ ¢ Hopdr=c;"c;H;;+ c;"c;H yrey ¢ Hyy +ey cyHy, (86)

Como H es un operador Hermitico y f; y f; son reales, H; = Hj.. Como ademas c; y ¢2
también son reales:

f¢*ﬁ¢dT= c;’Hyy + 2cicoHpy + ¢’ Hyy (87)
De forma similar:
[ @ ddr =c,"c;Si +ci xS+ er e 1Sy + e2"exS, (88)
Donde:
Sy=If *J;dz (89)

(fi y f no tienen por qué ser mutuamente ortogonales); como f; y f; son reales, entonces S;;
= §ji , quedando la expresion:

f¢*¢df =c;2S;; + 2¢165815 + 7S (90)
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La energia variacional queda en funcién de los parametros variacionales ci1 y ¢z queda:

Evar(cch) = (91)

Como se desea obtener el valor mas pequeno posible de la energia, hay que minimizar
E,, respecto a c; y c2. Esto es, derivar E,,.(c;,c;) respecto de c¢; y c¢2 e igualar a cero.
Antes de ello conviene rescribir la ecuacion anterior de la siguiente forma:

Eyar(c1,c2) (c?Spi+ 2¢,¢38 15+’ Syy) = ¢?Hyy+ 2¢10,H yHe’ Hyy - (92)

¢/ Hyy+ 2¢1coH 5+ Hop
ci?S11+ 2¢1e2812+¢2%S0;

Al derivar respecto de c; se tiene:
OE
(2¢; 8+ 202S12)E+a_c1(012S”+ 2¢i¢2815+¢;7S0) = 2¢/Hy + 2¢,Hy; - (93)

Puesto que estamos minimizando E respecto a c;, OE/Oc; debe ser cero:

(2¢;8117+ 2¢581)E = 2¢ Hy+ 2¢,H 94)
que se puede reorganizar como

c;(Hyp — ESj)+ey(Hpy — ESp) =0 (95)
De igual forma derivando Evai(c;, ¢2) respecto de c> queda:

c;(Hpy — ES;p)+ey(Hyy — ESy) =0 (96)

Las ecuaciones:

c;(H;p— ESj)+ey(Hp —ESp;p) =0

c;(Hjy — ESpp)+ey(Hyy — ESy) =0 97)
constituyen un sistema de ecuaciones lineal homogéneo en ¢, y c2. Existe solucion distinta

de la trivial (la trivial seria c¢; = ¢2 = 0) si y solo si el determinante de los coeficientes es
nulo

Hj— ES;; Hpp—ESp| _
H;, — ES;; Hy — ESy

Este determinante se llama determinante secular.

0 (98)

Cuando se desarrolla este determinante se obtiene una ecuacioén de segundo orden en £
cuya resolucion conduce a dos valores para E, el menor de los dos sera nuestra
aproximacion variacional a la energia del estado fundamental. El segundo de ellos sera
nuestra aproximacion a la energia del primer estado excitado.

Una vez obtenidos los valores de E, sustituyendo en las ecuaciones del sistema de
ecuaciones (97) se puede obtener la relacion entre ¢; y ¢2 (por ejemplo, se obtiene ¢; = ¢
para la solucidon de menor energia, y c¢; = —c> para la de mayor energia). Aplicando que la
funcién de prueba ¢ debe estar normalizada se obtiene el valor de ¢;. Con ello ya se tendra
la funcion de onda aproximada para el estado fundamental o para el primer estado
excitado.

Si para la funcién de prueba ¢ usamos una combinacion lineal de N funciones
obtendremos un sistema lineal homogéneo de N ecuaciones

c(Hyy —ES) )+ cy(Hy, —ES)y) +...+cy(Hy—ES)y) =0
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) (Hy —ESy)t cy(Hy —ESy) +...F cy(Hyy —ES,y) =0

ci(Hyy —ESy)) T cy(Hyy —ESy,) tooot ey (Hyy —ESyy) =0 99)

. * * . , .
Donde se ha tenido en cuenta que H;; = H;; y S;j =S Si ademas las funciones usadas en
la combinacion lineal son reales se cumple que Hj=Hji y S;j=Sji

Para que el sistema de ecuaciones tenga solucion distinta de la trivial debe cumplirse

(Hll _ESu) (H12 _ES12) (HIN _ESIN)
(Hzl _:ES21) (sz _:Eszz) (szv _:ESZN) ~0 (100)
(HNl _ESNI) (HNz _ESNz) (HNN _ESNN)

El determinante secular es de orden N. La ecuacion a la que conduce este determinante
secular es una ecuacion polinémica en E de grado N. Tras ordenar las raices Eyp < Ei< E>
..< Ey, la menor de las raices sera la aproximacion a la energia del estado fundamental,
la siguiente sera la aproximacion a la energia del primer estado excitado y asi
sucesivamente. El método de variaciones proporciona limites superiores a las energias de
los N estados mas bajos del sistema.

Una vez obtenidos los valores de la energia E, sustituyendo en las ecuaciones del sistema
de ecuaciones (99) se puede obtener la relacion entre los coeficientes (por ejemplo c2/ci,
cslcl, ... enler). Aplicando que la funcion de prueba ¢ debe estar normalizada se obtiene
el valor de ¢;. Con ello ya se tendrd la funciéon de onda aproximada para el estado
fundamental, luego para el primer estado excitado, etcétera.
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5.8. Comparacion de los métodos de perturbaciones y variaciones

Perturbaciones: El método de perturbaciones es aplicable a todos los estados enlazantes
de un sistema.

Los calculos perturbativos son con frecuencia dificiles de hacer, porque hay que evaluar
las infinitas sumas sobre estados discretos y las integrales sobre estados del continuo que
aparecen en las correcciones de la energia de segundo orden y superiores.

En este método se puede calcular la energia mucho maés precisamente que la funcion de
onda.

Variaciones: El teorema variacional se limita al calculo aproximado de la energia s6lo
para el estado de mas baja energia. Sin embargo, se puede utilizar el método de
variaciones lineal para tratar estados excitados enlazantes.

En este método también se puede calcular la energia mucho més precisamente que la
funcién de onda.
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5.9. Introduccion al método de Hartree-Fock

El método de Hartree-Fock (HF), también llamado de campo auto-consistente (en inglés,
self-consistent field, SCF), se utiliza tanto para el tratamiento de 4&tomos polielectronicos
como de moléculas.

El método se basa en que el movimiento de cada electron puede describirse mediante una
funcion de una sola particula (esto es, una funcién de un solo electron; esto es, mediante
un orbital). Hay que recordar que estos orbitales son unas construcciones matematicas
que representan una aproximacion a la realidad. Unicamente en el caso de los dtomos
hidrogenoides (sistemas de un solo nicleo y un solo electron) los orbitales son funciones
propias exactas del Hamiltoniano electronico.

Siempre que nos conformemos con considerar moléculas cerca de la geometria del
equilibrio la teoria de Hartree-Fock suele proporcionar un buen punto de partida para
luego aplicar otras teorias mas elaboradas y que conducen a mejores aproximaciones para
la resolucidon ecuacion de Schrédinger electronica, que quedan fuera de esta asignatura
por su mayor complejidad.

El Hamiltoniano del movimiento relativo interno de los 4&tomos (suponiendo la masa del
nucleo infinita y con el origen de coordenadas en el nucleo) en el sistema CGS es:

T n _h2 n n—1vyn ¢
A= lz(gm '71'2)— —+Z i (101)

I’_\I:Te—’_i\/Ne +Vee

2
~ —h . L e -
T, = 2 "1: — Vi |esel Operador COTreSpondlel'lte ala encrgia cinética de los electrones.
€ i=1 2m, !

Vye=—30 IZ— es el operador correspondiente a la energia potencial (electrostatica) de

interaccion (atracci(')n) entre el nucleo y los electrones

V=3 j>, es el operador correspondiente a la energia potencial de interaccion

(repulsion) entre los electrones.

Dado que sabemos resolver el problema electronico del &tomo mds simple (un sistema
hidrogenoide), podemos considerar que, al afadir un segundo electréon, un punto de
partida razonable seria suponer que ambos electrones no interaccionan entre si, es decir,
que V,, = 0. Si fuera cierto, la funcién de onda y(7;, 72) seria separable en un producto de
dos funciones, cada una de un solo electron (con 7i estamos designando las variables de
posicion del electron i, (7,6, 9)).

Despreciar totalmente la interaccion es una aproximacion sumamente grosera. Pero

comenzar con una funcion que sea producto de funciones, una para cada electron, parece
que puede ser un buen punto de partida. De modo que:

Yoy = V/PH(?I’?Z: ey ’_;n) :¢(?1)¢(77'2) ¢(’7n) (102)
PH = producto de Hartree.

¢ i=(7) es una funcion de las coordenadas de posicion del electron i. En el caso de atomos,
es un orbital atomico, y en el caso de moléculas, un orbital molecular.
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El primer inconveniente de ypy es que no cumple el principio de antisimetria de Pauli: la
funcién de onda debe incluir la variable de spin y, en un sistema formado por electrones
(fermiones), debe ser antisimétrica con respecto al intercambio de dos particulas
cualesquiera. Ello nos lleva a recordar que para describir el estado de un electron hacen
falta tres coordenadas espaciales y la coordenada de spin (puede estar en la funcion de
spin a0 en la f). Asi, la funcion debe depender de X{r,6,d,m}.

Asi, no debemos usar para cada electrén la funcion orbital ¢ (7), sino usar una funcion
orbital-spin y (X). En general, el orbital-spin es el producto del orbital espacial por la
funcion de spin: y (X) = ¢ (P 6 y (X) = ¢ (7). El producto de Hartree-Fock se convierte
en:

Yoy = WPH&IJ}Z) ey )—C)n) :X(SEI)X()_‘;Z) ---:X(%n) (103)

Asi expresado no cumple el principio de antisimetria de Pauli. Para un sistema de dos
electrones la funcion de onda total debe cumplir:

lw(1,2)]? = [p(2,D? (104)
Prp(1,2)=—w(2,1) (105)

Vemos que y,,, no cumple ni la condicion (104) ni la (105):

Py, (1.2) = Poolx,Goxn,(32)] = x,Gx, G # — [, Gox,32)] - (106)

oL 2l D[ (107)
ya que:
I, G o)l i, G, G (108)
Para que cumpla la condicién de la ecuacion (107) deberia ser de la forma:
=L, (0,2 = 2,0, (V)] (109)
o bien:
w=lx, (O, () + x, ), (D] (110)

Con un ejemplo concreto:
fi=1s(1) (1) 15(2)£(2) no cumple (104), ni cumple (105)
Si lo cumplen f2 y f3 (comprobarlo):
fo=1s(ha(l) 1s(2)B2) + 1s(2)a(2) 1s(1)A(1) (111)
f=1Is(Da(l) 1s(2)B(2) — 15(2)ad2) 1s(1)A(1) (112)

Pero s6lo f; es antisimétrica respecto de P, esto es, cumple la ec. (105). Por ello sélo f3
seria una funcion de onda aceptable.

£ normalizada = \/%[ls(l)a(l) 152)A2) — 15Q2)e(2) 1s(D)A1)]

_ 1 [1s(e)  1sM)p0)] Z 1 [1se(l) lsﬂ(l)J (113)
V2[152)e(2) 15(2)B(2)  V21sa(2) 1sp(2
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Para n electrones, tenemos el llamado Determinante de Slater:

(114)

2 0) zy(n) o gp(n)
i es el orbital-spin del electron i, en el caso de atomos lo llamaremos orbital atémico-
spin, y en el caso de moléculas orbital molecular-spin.

* Asi, expresando la funciéon de Hartree-Fock como determinante de Slater, la funcién
no solo es antisimétrica, sino que ademas los electrones son indistinguibles.

* Recordemos que en el método de Hartree-Fock cada electron esta asignado a una
funcion orbital-spin. Si conocemos los orbitales ocupados:

{zl- ()?),;(j()?),...,;(j(x)} (115)

podemos construir el determinante. Por eso, a menudo se escribe como abreviatura la lista
de los orbitales ocupados, pero no debe olvidarse qué es lo que hay detras y lo que
significa.

Aunque no resulte obvio, al describir el sistema electréonico como un determinante de
Slater esta implicito que se esta suponiendo que cada electron se mueve
independientemente de todos los demas salvo en que nota la repulsion culombiana
debida a la posicion promedio de todos los demas electrones (también nota la llamada
interaccion de “intercambio” debida a la antisimetrizacion de Pauli y la interaccion
electrostatica con el nucleo). De ahi que la Teoria de Hartee-Fock se denomine también
teoria de campo medio.

El “procedimiento” del método del campo autoconsistente de Hartree -Fock

El procedimiento para encontrar las funciones ¢, ¢, ..., ¢ lo introdujo Hartree en 1928,
se denomina método del campo autoconsistente de Hartree (SCF) y llego a ¢l por métodos
fisicos intuitivos. Fock y Slater en 1930 demostraron que tal procedimiento proporciona
la mejor funcion variacional posible en la que se separen las variables de los electrones
(producto de funciones monoelectrénicas). Fock y Slater indicaron la necesidad de
utilizar orbitales-spin (1, y2, ..., ¥a) y €l calculo SCF que utiliza orbitales-spin y lleva a
la funcion de onda total antisimétrica se denomina calculo de Hartree-Fock. FEl
procedimiento en pocas palabras seria:

- Se parte de una funcién de prueba Wpreba, que en el caso del procedimiento de Hartree
seria del tipo:

Wprueba = ¢1(’71)’ @(’72)5 () ¢H(Fn) (1 16)

En la forma completa, en yprueba € incluye la variable de spin y la antisimetria, por tanto,
tendrd la forma de un determinante de Slater.
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- Se calcula la energia variacional para la funcidon de onda de prueba:

_ _ fTEy/*ﬁy/dr
B =By = T (117)

variando los parametros incluidos en la funcion de onda de prueba hasta hallar los que la
hagan minima.

Asi el método de Hartree-Fock determinaria el conjunto de funciones orbital-spin que
minimiza la energia y nos daria el mejor determinante de Slater. Pero para hacer el trabajo
es necesario conocer previamente los orbitales. De modo que hay que empezar por
suponer unos orbitales y luego refinarlos de forma iterativa. De ahi que el procedimiento
se denomine del campo autoconsistente.

Vamos a explicar el procedimiento de Hartree, en el caso de dtomos, y con un ejemplo
simplificado con solo cuatro electrones. Cuando se trabaja con atomos, se suele usar la
aproximacion de que los orbitales (atdmicos) que ocupan los electrones sean de la forma:
¢i:fi(”i)Y[Z.ni(‘9i:(Pi) (118)
Se toma una funcién de prueba para 4 electrones:
Wprueba,0 = Sl(”l,el,@l) 52(1”2, 923(02) S3(7"3, 935@) S4(I"4, 94,@) (1 19)

Donde cada funciéon s es de la forma de la ecuacién (118), esto es, una funcion
normalizada de la variable » multiplicada por un armoénico esférico). Por ejemplo Wprucba,0
podria ser el producto de orbitales hidrogenoides con cargas nucleares efectivas.

Para la funcion wpruebao la densidad de probabilidad del electrén i es |si.

distribucion estatica de carga eléctrica a través de la cual se mueve el electréon 1. Lo que
estamos haciendo es promediar las interacciones instantaneas entre el electron 1 y los
demas electrones, porque no vamos a considerar la energia potencial entre las cargas
puntuales (lalyla2,0lalyla3,...)sino entre la carga puntual del electrén 1 (¢7) y la
distribucion continua de carga creada por el electréon 2, y la creada por el electréon 3, y la
creada por el electron 4.

Is2”dt2 es la probabilidad de encontrar el electrén 2 en la zona infinitesimal de volumen
dr2

-e|s2|*dt2 es la carga asociada a esa zona del espacio dt2
Por tanto, la energia potencial V1, entre el electron 1 (carga €7) y la densidad de carga de

la hipotética nube de carga del electrén 2 seré (en el CGS):

s 2
v, =e2f"rj'2 dr, (120)

y de forma equivalente:

r

Issl? Isgl
Vis=¢é [ 23 dr; Vig=é[ j4 dr, (121)

Por lo que la energia potencial total del electron 1, Vi, que incluird la correspondiente a
la interaccion con el ntcleo y con los electrones 2 y 3, sera:
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s 2
el e, (122)
14

V[Z

ze? ls2|? Is312

+ [Fdr,+ & [Zdi; + & [
ri 2 ri3
Se hace a continuacion la aproximacion de que el potencial efectivo V7 solo depende de
r1, y se usa esta expresion de V1 como energia potencial en la ecuacion de Schrodinger

monoelectronica del electrén 1:
-
o G V@D (D =ept, (1) (123)

Se resuelve la ecuacion anterior para obtener #;(1), que serd una funcién orbital mejorada
para el electron 1. & es la energia del orbital del electron 1 en esta etapa del
procedimiento.

densidad |t1(1)|* debida al electron 1, y |s3(3)]* v |sa(4)]* debidas a los electrones 3 y 4. Por
lo que:

-ze? |t;1? 5 lssl? 5 ¢ lsgl?
Vy=—+&’ [ =—dr;+e’ [ =—du+e [—=di 124
= I palii I oy 9t I e dte (124)

Se utiliza esta expresion de V2 en la ecuacion de Schrodinger monoelectronica del electron

2:

[;_nh: V%_’_VZ (r2)] t (2) = 82t2(2) (125)

que se resuelve para hallar #£(2), que sera una funcion orbital mejorada para el electron 2,
y & que sera la energia del orbital del electron 2 en esta etapa del procedimiento.

por la que se mueve el electron 3 se utilizan para los electrones 1 y 2 las funciones
mejoradas t1(1) y ©2(2) y para el electrén nimero 4 s4(4). Asi:

_Z2 ¢ 2 ¢ 2 2
V=" + eszI—ldrl + ezflj—ldrg + ezfls4| dry (126)
31 32 34

r3 r

y al resolver la ecuacion de Schrodinger monoelectronica:

[;_:: |7§+V3(l”3)] t3(3)=¢3t3(3) (127)

se obtendra una funcion orbital mejorada #3(3) para el electron 3 y &s.

la funcion mejorada #4(4) para el electrén 4, asi como &.

Importante: Estas funciones que se van obteniendo son orbitales porque son
funciones de un solo electron pero no son los orbitales hidrogenoides: la energia
potencial en las ecuaciones de Schrodinger monoelectronicas es diferente.

A continuacion se vuelve a considerar el electron 1 y se repite el proceso. En el nuevo
ciclo, el electron 1 se mueve dentro de la nube de carga que crean los electrones 2, 3 y 4
descritos por los orbitales mejorados #(2), 3(3) y #4(4). Al terminar el ciclo se tendran
cuatro nuevos orbitales mejorados y sus energias correspondientes. Se sigue calculando
orbitales mejorados hasta que no se encuentre cambio entre dos iteraciones sucesivas. El
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conjunto final de orbitales (que no son hidrogenoides aunque se designen igual)
proporciona la funcién de onda del campo autoconsistente de Hartree.

Como hemos dicho, Fock y Slater indicaron la necesidad de utilizar orbitales-spin
(1. x2.... yn)- El célculo SCF que utiliza orbitales-spin y obtiene la funcién de onda total
antisimétrica se denomina céalculo de Hartree-Fock. Las ecuaciones diferenciales para
calcular los orbitales de Hartree-Fock tienen la forma:

Fuj =gju; con i=123,.n (128)
Vemos que es la misma forma general que la ecuacion (12)

Donde u; es el i-ésimo orbital-spin, F es el llamado operador de Fock y es el Hamiltoniano
Hartree-Fock efectivo, ¢ es la energia del orbital-spin. Cuando se compara el operador
de Hartree-Fock F con el Hamiltoniano efectivo de la ecuacién (123) se ve que F tiene
términos adicionales. Las ecuaciones de Hartree-Fock (128) son muchos mas
complicadas que sus equivalentes en el procedimiento de Hartree y los calculos de SCF
Hartree-Fock de atomos polielectronicos requieren un esfuerzo computacional
considerable (mucho mas en el caso de moléculas) y no se usaron mucho hasta la llegada
de los ordenadores electronicos en los afios cincuenta. No obstante el advenimiento de
los ordenadores y el gran trabajo realizado en su implementaciéon hacen hoy sean
ampliamente usados.

Ejercicio: Escribe la funcion de onda completa (esto es, incluyendo la variable de spin)
como determinante de Slater del estado fundamental de un dtomo de berilio.

Ayuda: Primero mira el nimero de electrones del sistema. Después escribe qué orbitales-
spin van a estar ocupados (en un dtomo se llenan orbitales atomicos, en una molécula
veremos que se llenan orbitales moleculares). Finalmente escribe el determinante de
Slater.
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TEMA 6. Atomos polielectrénicos.

Funcion de onda de estados excitados. El momento angular en atomos polielectronicos.
Acoplamiento de momentos angulares. Términos energéticos espectroscopicos. Accion de
un campo magnético sobre las lineas espectrales. Efecto Zeeman normal y anéomalo. La

estructura hiperfina de las lineas espectrales como consecuencia del spin nuclear.
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6.5. Estructura hiperfina de las lineas espectrales: spin nuclear 177
6.6. Espectroscopia de RMN 179
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6.1. Atomo de Helio: estados excitados

La funcion de onda completa del estado fundamental del He con el método de Hartree-
Fock se expresara con los orbitales-spin obtenidos mediante el determinante de Slater:

1 Is(Da(l)  1s(1)P(L)

VEEs@a2) 1)) 1)
Desarrollando el determinante:
y =5 [1s(Da(D1s@BR) — 15)a) 1s(H(1)] 2

Asi, para un sistema de dos electrones, la funcion de onda se puede expresar como el
producto de una funcién orbital por una funcién de spin (no se puede en el caso de tres o
mas electrones):

v =[1s()15)] 5 [a(DBR) — a)B(1)] 3)

Vamos a considerar ahora las funciones de onda totales de los estados excitados del
He. Hay ocho funciones orbitales correspondientes a un electron en el orbital 1s y otro en
un orbital con n = 2, podriamos pensar en escribirlas como

1s(1)2s(2),1s(2)2s(1)
1s(1)2p,(2),15(2)2p, (1)
15(1)2p, (2).15(2)2p, (1) @
\Is(1)2p,(2),15(2)2p (1)
Tendrian la misma energia si los orbitales fueran los hidrogenoides y no se tuviera en
cuenta la repulsion interelectronica. Pero, de entrada, no son funciones aceptables porque

distinguen entre electrones (no son funciones propias del operador permutacion). Para ser
correctas deben escribirse como:

[ F1s25@)+15)2s(1D]. 75 [15(1)25(2) =~ 15(2)2s(1)]

= [15(1)2p, ) +15(2)2p, (1], 5 [15(1)2p, (2) - 15(2)2p, (1]
= 1502, () +15(2)2p, (1] 55 [15(1)2p, (2) — 15()2p, (1)
|5 [15(1)2p,@)+15(2)2p, (D], 5 [15(1)2p,(2) — 15(2)2p,(1)]

2
. «y . y . e . 4 .
Cuando se introduce la repulsion interelectronica — en el tratamiento del atomo de helio
rp2

y de los 4&tomos polielectronicos en general:

o Los orbitales ya no son los hidrogenoides (aunque se les siga llamando s, p, ...).

o La funcion orbital combinacioén lineal diferencia tiene menor energia que la
combinacion lineal suma.

o Ladegeneracion con el numero cuantico £ desaparece de modo que

E(2s)<E(Q2p); E(3s)<E(3p)<E(3d);... (6)

Mas adelante veremos que la interaccion espin-orbita introduce nuevos cambios.

158



Asi:
1s(1)2s(2) — 1s(2)2s(1)] |<E 12[1s(1)2s(2)+ls(2)2s(1)]

1 estado excitado 2° estado excitado

E

S

1
51

1 1
<E 5[18(1)%(2)—18(2)2p(1)]\<E ﬁ[18(1)2p(2)+18(2)2p(1)]\‘

3% estados excitados (px,py,pz) 4° estados excitados (px,py,pz)

(7)
Vamos a ver como hay que tener en cuenta la funcién de spin y el Principio de Pauli:
Yiotal = funcidn espacial X funcion de spin (8)

La funcion de onda total debe ser antisimétrica respecto del intercambio de las
coordenadas de dos particulas. Las funciones posibles de spin para un sistema de dos
electrones teniendo en cuenta que las particulas no son distinguibles son:

al)ya2);  BMPER);  all)P2);  o2)P(1) 9
Las dos primeras son funciones propias del operador permutacion con valor propio +1,
es decir, son simétricas. Las dos ultimas no son funciones propias del operador
intercambio de coordenadas, por lo tanto, tenemos que considerar la combinacion lineal
normalizada de estas dos posibilidades:

BBl : E[a(DPR) — a@B(D] (10)

La funcidn suma sera simétrica y la resta antisimétrica, respectivamente.

Como la funcién de onda total debe ser antisimétrica, el producto de la funcién orbital
por la funcién de espin debe ser antisimétrica. Es decir, si la funcion orbital es
simétrica, la funcion de espin debe ser antisimétrica y viceversa.

Asi, las funciones de onda totales de los estados excitados del He son:

Primer nivel excitado del Helio: triplemente degenerado.
% [1s(1)2s(2) — 1s(2)2s(D]a(D)a(2)

5 [1s(1)25(2) — 15(2)2s(DIB(1B(2)

5 [1s(125(2) = 15(2)25(D] 5 [a(DBR)+a()B(D)] (11)
Segundo nivel excitado del Helio: no esta degenerado.
= [15(1D25@)+15(25(D] 5 [(DBR) — a)B(1)] (12)
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Tercer nivel excitado del Helio: nueve veces degenerado.

5 11s(12p,@) — 15)2p,(1)] o(1)o(2)
= [1s(2p () = 15(2)2p,(1)] B(DB(2) (13)

1
L [15(12p,2) — 1520, (D] ) \ 2

El tercer nivel excitado del He tiene nueve posibles funciones de onda totales

[a(DB2)+a(2)B(1)]

antisimétricas distintas, por lo tanto, tendra nueve estados diferentes con la misma
energia. Diremos que su degeneracion es 9, sin tener en cuenta la interaccion espin-orbita.
Veremos un poco mas adelante que cuando se tiene en cuenta la interaccion espin-orbita
no todos tienen exactamente la misma energia.

Cuarto nivel excitado del Helio: triplemente degenerado
5 [1s(D)2p, ) +15(2)2p, (1]
F 11520, +152p, (D] p 0B —a@PD]  (14)
= [15(1)2p,()+15(2)2p,(1)] )
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6.2. Momentos angulares en atomos polielectronicos

La configuracion electronica es el conjunto de subcapas ocupadas. Como ha de cumplirse
el Principio de Pauli, en algunos casos se pueden saber también los orbitales-spin
ocupados. De una determinada configuracion surgen muchos estados (en Termodinamica
Estadistica se llaman microestados), que pueden tener distintas energias (por ejemplo, lo
visto para los estados excitados del helio). Estos estados se agrupan en términos: el
mismo valor de L y el mismo valor de S. Y dentro de un término, en niveles: el mismo
valor de L de S'y de J.

L =namero cudntico del momento angular orbital electronico total (cuantiza el momento

angular orbital electronico total Z).

S = numero cuantico del momento de spin electronico total (cuantiza el momento de spin
electronico total :S’))

J = niimero cuantico del momento electronico total (cuantiza el momento de spin
electronico total 7)

Por ello, es necesario conocer como obtener estos momentos angulares (y sus nimeros

cuanticos) a partir de los valores de L y de S de los electrones individuales.
Adicion de dos momentos angulares 1\_/[)1 y I\_/I)Z:
M=M, + M, (15)

Siendo M el momento angular cuantizado total. Se aplican las reglas de conmutacion
de los momentos angulares:

IM|=/j(G+1)h j = valores enteros o semienteros

M, es el momento angular cuantizado del electron 1:

j{lMll—,/f,o[ﬂ)h

LMZ,1=mﬂh (para un j, dado, mp =j.j;— 1. _j1)
M, es el momento angular cuantizado del electron 2.

(
!|Mz|: 50,1k

le,z = mjsh (para un j, dado, M, =jyjy= 1., _jz)

Como se trabajo en el atomo de H, se suman las componentes z (las otras son
desconocidas):

Mz = Mz,l + MZ,Z (16)
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Por tanto:

mih =m; ;h+m;h = m; =m;; +m;, (17)
Como m; ; tiene (2j1 + 1) valores y m; , tiene (22 + 1) valores posibles:
m; tendra un total de (2j1 + 1)-(2j2 + 1) posibles valores. Esto lleva a:

J= Ijl +j2|’ ’Ijl _j2| (18)
(Véase el cuadro con el desarrollo de j1 =1 y j2 =2)
Se puede demostrar que so6lo se pueden conocer simultaneamente:
M M, IMP M)

Con numeros cuanticos: i m; J; J5
Ejemplo de suma de momentos angulares (j; = 1; j> = 2):

Sij =1, los posibles mj; son 1, 0, —1. Sij = 2, los posibles m;> son 2, 1, 0, -1, —2.

m;j,

1 0 -1

mj

2 3 2 1
1 2 1 0
0 1 0 -1
-1 0 -1 -2
-2 -1 -2 -3

Mayor Mjy: 3 — J=3, implica M;=3,2, 1,0, -1, -2, -3.

De los que quedan: Mayor Mj: 2 — J=2, implica M;=2, 1, 0, -1, 2.

De los que quedan: Mayor M;: 1 — J=1, implica M)=1, 0, —1.

En general, los valores de J total vienen dados por: J =j;+ 2, ... ,|ji—2|

En este caso: J=3,2, 1

Momento Angular en Atomos Polielectrénicos

% Momento angular orbital electronico total (atomos polielectronicos)
L=%L; (19)
=2 = . . ., . .
* L conmuta con H (sin la interaccion spin-orbita).

El moédulo de L esta determinado por el nimero cuéntico L: |L|? = L(L+1)h2.

Para cada valor de L: ML =L, L-1, ...., -L+1, L - 2L+1 posibles valores.
* Para indicar el valor de L de un dtomo se usa el codigo:
L 0 1 2 3 4
S P D F G
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Ejemplo: Deduce los valores de L para los estados que provienen de la configuracion
electronica: 2p3d.

Respuesta (hay que recordar como se suman momentos angulares)

I, =1
l,=2

}L=(l,+12),(11+12 Dl = L=, o |2 1]

L=3,2,1=F,D,P

La configuracion 2p3d incluye muchos estados electronicos. De ellos algunos tienen el
numero cuantico L = 3, otros estados que tienen L =2 y otros L = 1.

* Momento angular de spin electronico total
S =%:S; (20)
A2 ~ a2 ~ . . ., . .
. [S ,H] =0, [S ,Pij] =0 (H sin la interaccion spin-orbita).
El médulo de S esta determinado por el nimero cuantico S: |S|? = S(S+DAH.

Para cada valor de S: Ms =S, S—1, ...., —=S+1, S = 2S+1 posibles valores.

Ejemplo: Deduce los valores de S para los estados que provienen de la configuracion
electronica 2p3d.
Tenemos dos electrones que estan en distintos orbitales por lo que ya tienen algiin nimero
cuantico distinto, entonces todas las combinaciones de spin son posibles:
S = 1/2}
=S =(s;155),....ls; =5, =1,0
S, = 1/2 ( 1 2) I 1 2|

De otra forma:
2p 3d Ms

T T 1
T \) 0
\J T 0
) ) -1

Luego la configuracion 2p3d incluye muchos estados electronicos. De ellos algunos
tienen el numero cuantico S = 1, otros estados que tienen S = 0.

Ejemplo: Deduce los términos en los que se agrupan los estados que provienen de la
configuracion electronica 1s22s*2p3d.

Separamos las contribuciones de diferentes capas, obtenemos los momentos angulares
por separado y después los sumamos.
b 1s?
)
1
mg = + 1/ 2

M= _1/2}} :>MS=0 = S5=0

Principio de exclusion de Pauli {
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mI:O

Orbitales s = /=0 { _
my= 0

}:MLZO = L=0

Luego esos dos electrones contribuyen cero tanto al momento angular electronico de spin

(§) como al momento angular electronico orbital (f).

b 2s°
T
e .y . ms1=+1/2
Principio de exclusion de Pauli { } >Ms=0= S=0
meyp=— 1 /2
Orbitales s = /=0 {m’ ~ O} = M;=0=L=0
my= 0

Luego esos dos electrones tampoco contribuyen ni a SniaL.
» 2p3d

Como hemos visto, esta configuracion implica que hay estados con L =3, 2 y 1. Por lo
que se refiere al nimero cuantico de spin, hay estados con S=1y 0.

Como son posibles todas las combinaciones, el resultado es:

L=3 L=3 L=2 L=2 L=1 L=1
S=1 S=0 S=1 S=0 S=1 S=0

N——r N——r N——r N———r N——r N——r
‘' 'F D D P P
Como la contribucion de 1s* y de 2s* es cero (a L y a S), los estados que proviene de la
configuracion electronica 1s?2s?2p3d se agrupan en seis términos: °F, 'F, 3D, 'D, *P, 'P.

Los estados atdmicos que provienen de la misma configuracion electronica y tienen el
mismo valor de L y S pertenecen al mismo término. Los estados que pertenecen a distintos
términos tienen distinta energia.

+ ;Cuantos estados hay en un término?

Un término esta caracterizado por sus valores de L y S: 251,
L determina M;, que puede tomar 2L+1 valores.

S determina Mg, que puede tomar 25+1 valores.

Un término constara de (2L+1) - (25+1) estados.

Por ejemplo, en F,: L=3 y S =1, el nimero de estados total: (2x3+1) (2x1+1)
7 3
21 estados

Ejercicio: Comprueba que la configuracion electrénica 1s°2s°2p3d engloba 60 estados.
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¢ Momento angular electrénico total de un atomo polielectronico
J=L+5 1)
A o~
. [J ,H] = (0. Podemos caracterizar los estados atomicos con el nimero cuantico J

El modulo de J esta determinado por el nimero cuantico J: [J|? =J J+Dr%
Para cada valor de J: My =1, J-1, ..., -J+1, J = 2J+1 posibles valores.
Como J se obtiene se sumar L +S: J=1L+S, L+S—1,L+S -2, .., |[L —S]|.

Nivel: "L

Ejemplo: En el término *P: L=1yS=1—1=2,1,0.

Esto da lugar a tres niveles: *Po *P1 y *P». Los estados que pertenecen al mismo término
y tienen el mismo valor de J pertenecen al mismo nivel de energia.

Cuando se introduce la interaccion spin-orbita en H: la energia depende de n y de J (E,))-
Por tanto, la energia de los estados del mismo término, pero de distinto nivel serad
ligeramente diferente.

Multiplicidad =25 + 1

{Si L>S — la multiplicidad = n° niveles = n°® valores de J
Si L <S— n°niveles =n° valores de J =2L+1

6.2.1. Términos provenientes de una configuracion electronica dada

1° Configuraciones que solo tienen subcapas llenas: 'S

* Por cada e con my = 1/2 hay otro con ms; =—1/2:
M;=Ym=0=>85=0=25+1=1

* Por cada e con nimero cuantico m hay otro con niumero cudntico —m:

M, =Ym=0=L=0= Término S

Ejemplo: 2p° m=1 m=0 m=—1

T ™ T
J=(L+S),...,|L—=S[=0

Una subcapa cerrada contribuye con cero a L, S, y J: 'So.

2° Una configuracion con subcapas cerradas y abiertas: las subcapas cerradas no
contribuyen ni a L ni a § ni a J. Se pueden ignorar en el calculo de los términos: habra
que deducir los términos de las subcapas parcialmente ocupadas.

3° Electrones de subcapas diferentes (electrones no equivalentes):

Tienen distintos valores de n, de /, o0 de ambos = No hay restricciones en los valores de
m; debidas al Principio de exclusion de Pauli.

165



Ejemplo: configuracion pdf. Cada electron tiene: ;=1 s,=1/2, [,=2 s,=1/2, [3=3 s3=1/2

L=6 *I(1) 21 (2)
L=5 ‘H 2) ’H 4
L=4 *‘G 3) %G (6)
L=3 4F 3) Z*F (6)
L=2 *D (3) 2D (6)
L=1 “PQ2) P&
L=0 *S() 25(2)

Ejemplo: configuracion pp (son dos electrones no equivalentes, como 2p3p o 2p4p):

3S IS 3P IP 3D ID
4° Configuracion con electrones equivalentes: cuando los electrones pertenecen a la
misma subcapa, por lo tanto, tienen los mismos niimeros cuanticos n y /. Hay que trabajar
de modo que se cumpla el Principio de exclusion de Pauli y no haya dos electrones con
los cuatro nimeros cuanticos iguales.
Ejemplo: p? (electrones equivalentes): 'S, *P, 'D.

Hay que dibujar todos los estados (microestados) posibles. Para cada microestado se
puede obtener el M; y el Ms totales, como suma de los individuales:

) M= M =
P 2p! 2P0 2P Suma my Suma m;
1 N 2 0
2 ) ) 1 1

3 ) J 1 0
4 l ) 1 0

5 J J 1 -1
6 ) 0 0

7 ) \’ 0

8 J 0 0

9 J J 0 -1
10 N 0 0
11 ) ) -1 1
12 ) J -1

13 J ) -1

14 J J -1 -1
15 N -2 0
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Podemos agrupar los 15 microestados en sus términos correspondientes. Para averiguar
estos términos, comenzaremos con el de mayor valor de M, en este caso, 2. Este
microestado tiene M; =2 y Ms = 0, por lo tanto, corresponderd a un término 'D. El término
'D contiene un total de 5 microestados (2L+1)-(2S+1) caracterizados por valores de M; =
2,1,0,-1,-2 yvalores de Ms= 0 (en todos los casos). Tenemos que tachar de la lista de
15 microsestados aquellos 5 que corresponden al término 'D (los que queramos si hay
varias posibilidades).

Con los microestados restantes, buscamos el de valores mas altos de M1y M; (ambos igual
a 1 en este ejemplo). Este microestado corresponde a un término *P. Este término contiene
9 microestados en total, que tachamos de la lista.

Por tiltimo nos queda un microestado con M;= 0 y Ms= 0, que sera un término 'S.
Asi, esta configuracion electronica, los términos son 'S, 3P, 'D

Ejemplo: p3 (electrones equivalentes)

3 M= M=
P 2P 2P0 2P Suma my Suma mj
1 N ) 2 12
2 N J 2 -172
3 N ) 1 12
4 N J 1 -1/2
5 ) N 1 12
6 \s N 1 -172
7 N ) -1 12
8 N J -1 -172
9 ) N -1 12
10 J N -1 -172
11 ) N 2 12
12 \s N 2 -172
13 ) ) ) 0 3/2
14 \ ) ) 0 12
15 ) J ) 0 12
16 ) ) J 0 12
17 J J J 0 32
18 ) J J 0 -172
19 \s ) J 0 -172
20 \s J ) 0 -172
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En general, los términos que provienen de una subcapa con N electrones son los mismos
que los de una subcapa a la que le faltan N electrones para estar completa. Asi, las
configuraciones p? y p* tienen los mismos términos.

Explicacién: Subcapa llena: L = 0, S = 0= Los momentos angulares de p* y p* deben
compensarse = se obtienen los mismos términos.

Electrones equivalentes Electrones no equivalentes

s2, pb, d" I s s 38

P 2p sp p3p

pApt 1S, 3P, 'D sd 'D, 3D

P 5 2p 2D

d', & D

&, & 3F,3P,'G, 'D, 1S dd 1S, 38, 'P,3P, 'D, D

5° Configuracion con electrones equivalentes y no equivalentes:
* Se hallan los términos provenientes de los e equivalentes
* Se hallan los términos provenientes de los € no equivalentes

* Se hacen todas las combinaciones posibles de los valores de L y S de los dos conjuntos
que se han obtenido.

Ejemplo: Configuracion electronica sp®
Des—2S (estoes,L=0yS=1/2)
De p® - 4S,2P, 2D

Sumando: %Sy *S se obtienen: 3S y 3§
Sumando: %Sy P se obtienen: Py 'P
Sumando: 2Sy ?D se obtienen: Dy 'D

Por tanto, el resultado final son los términos: °S,3S, *P, 'P, *D, 'D
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Términos, Niveles y estados del Helio
# Configuracién 1s* (subcapa cerrada):
L1=0.5=0.7=0 — 'S uninico nivel

\"M"J =0 un solo estado (no degenerado)

\

u{l}ﬂsil}%[a{l}ﬂ{zi—miz}ﬂ(l)]

%+ Configuracion 1525

L=0
2~ Y2[15(1)25(2) - 15(2)25(1)] erl1)x(2)
Y2 [15(1)2s(2) - 1s(2)2s(1)] B1)B2)
2 [1s(1)s(2) - 15(2)25(1)]2 Y2 [el1)B(2) + af2)B(1)]

J=1 Mj;=10,—-1 tresestados 2
5

, J=0 M;=0unestado: 2" ¥2[15(1)25(2)+ 1525 (1)]2 2 [a(1)8(2) - (2)B(1)]
sp=1/2] /
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++ Configuracién 152 p

i :ul

1 I=
2 — 3}5 — M;=210,-1-2 —cincoestados

J=41 — 3'1'-5_ — M;=10,—-1 -—tresestados 9 estados = 9 funciones de onda

0 — 3'f-h — Mj;=0 —unestado

sk, @)+ 152, (2 la(1)52) - af2)sta)]
1 1
i, (2)+ 12, (0] latt)ol2) -at2)lo)]

I
I 1p J=1lunmvel; M;=10-1 —3 estados: 3 func. de onda:

1 1
_:Elull}apz{zJ+1-Lalz.a:[ﬂ|:&-[a{1]ﬁ{z}— arl2)F(1)]

En la configuracién 152 P hay 12 estados agrupados en cuatro niveles de energia. Estos, a su vez, agrupados en dos términos.
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6.2.2. Regla empirica de Hund para decidir el término de menor energia

Para una configuracion dada, podemos seleccionar el término de menor energia utilizando
la regla empirica de Hund:

“De los términos que provienen de una configuracion electronica dada, el término con
mayor multiplicidad (esto es, el de mayor S) tiene menor energia. Si hay varios términos
con el mayor valor de la multiplicidad, entonces el de mayor valor de L tiene menor
energia”.

Funciona bien para la configuracién del estado fundamental pero a veces falla para
configuraciones de estados excitados.

Esta regla solo indica el término de menor energia, pero no ordena los términos.

Por ejemplo, experimentalmente se encuentra que en la configuracion 1s*2sp®, la
secuencia de energia es: °S <3D <3P <!D<3S< P,

Ejercicio: Deduce razonadamente el término de menor energia de las siguientes
configuraciones

a) 1s°2s°2p*
b) 15*2s2p°
c) 1522s22p%35s?3p°3d°4s?

Soluciodn:

a) Términos que salen de la configuracion: *P, 'D y 'S. El de menor energia es el de mayor
multiplicidad: 3P.

b) Términos que salen de la configuracion: 2P, 'P, 3D, 'D, 38, 3S. El de menor energia es
el de mayor multiplicidad: °S.

c¢) Términos: °F, 3P, 'G, 'D, 'S. Términos de mayor multiplicidad: 3 (*F, *P); el de mayor
L sera el de menor energia: el °F.
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6.3. Hamiltoniano Atomico y Espectros Atémicos

Hay que recordar la forma del hamiltoniano atémico para entender la estructura de los
espectros y entender el origen de las diferencias en energia entre los estados que
pertenecen a la misma configuracion:

A=0"+H,,+Hso (22)

A°=Y",(A;) = Suma de hamiltonianos hidrogenoides: &,

-’ 72 . Ze?

2m, 7

2
_\n-lyvn € _ : : Lo
rep ™ Zui=1 20, Suma de las repulsiones interelectronicas.

)

—~ 3 3 ., . Lo
Hg o=/, ¢.L; S; = Interaccion spin-orbita

., . . =0 . .7 7
* Si s6lo existiera H , todos los estados de la misma configuracion serian degenerados.

* Al afadir ﬁrep: los estados de distinto L y/o S tienen distinta energia. Esto desdobla los

estados de una determinada configuracion electronica en términos (de distinta energia).

« Al afiadir Hg o: la energia de cada estado depende de J = cada término se desdobla en
niveles de energia segun el valor de J. En un nivel hay 2J+1 estados, correspondientes a
los 2J+1 valores posibles de M;.

ESS5 "= AP LI+ = L(L+1) = S(S+1)] (23)

Siendo A una constante para un término dado

* Véase la figura 1.

El desdoblamiento en niveles debido a la interaccion spin-orbita da lugar a la estructura
fina de los espectros atomicos. El origen de la interaccion spin-Orbita es que el
movimiento del electron da lugar a un campo magnético que interacciona con el momento
magnético intrinseco del electron (el del spin).

Configuracion Términos Niveles Estados
electronica
M
J
A
1

Ip Pl — 1

o - -~ —
S NS

II
/
/
/
/
E J
/ 2047 cm™
III
/ 3
y; P, )
, -
’ — - ————=-== ~<o
/ 3p / 3Pl A 1cem! |
P L 4
7 N3 A 1
lslzp] /I ///, \\ PO " 0.08 cm

II // - A¥ . 0

“o . . 5

H +Hrep +Hqs_o +B

Figura 1. Efecto de la inclusion de términos sucesivos en el Hamiltoniano atémico para la configuracion 1s2p del
helio. El operador Hg no es parte del Hamiltoniano atémico sino que se debe a la aplicacion de un campo magnético.
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Los diferentes niveles de un determinado término forman la estructura multiplete. La
energia relativa de los distintos niveles que provienen de un término viene dada por el
sumando: A[J(J+1)]

El signo de A depende de la configuracion electronica, concretamente de la ocupacion
parcial de la subcapa:

o Si A>0: MenorJ = menor energia = multiplete regular. Sucede si subcapa esta
ocupada menos de la mitad de su capacidad (ej: p!, p%, d', &, &, d*..)).

o Si A <0: Mayor J = menor energia = multiplete invertido. Sucede si subcapa
esta ocupada mas de la mitad de su capacidad (ej: p*, p°, %, &', &%, &°....).

Estas reglas solo pueden aplicarse cuando hay una unica subcapa parcialmente
ocupada.

Ejercicio: Deduce el nivel fundamental del 4&tomo de oxigeno. Solucion: *P,.

LY para el atomo de carbono?

6.3.1. Estructura fina del espectro

Probabilidad de transicion entre los niveles n y m = |,umﬁ = v fy dr (24)
Reglas de seleccion (estructura fina): AS=0
AL =+1

Al=0,£1 J=0-/AT=0 (25)

Ejemplo: Desdoblamiento de un término en niveles debido al acoplamiento spin-6rbita en
la transicion del 4tomo de Na desde la configuracion 1s22s?2p®3p! a la configuracion
fundamental 15*2522p°®3s!.

1) Estado excitado: 1s°2s*2p°3p'. L =1; S = 1/2 — Un tinico término: 2P.
J=(4S) ... |L -S| =3/2, 1/2 — Dos niveles: P32y *Pip.
2) Estado fundamental: 15s°25*2p%3s'. L = 0; S = 1/2 — Un tnico término: °S.

J=(L+S) ... |[L -S| =1/2 — Un nivel: “Si.

Espectro grueso (términos) Espectro fino (niveles)
2p
3/2 =
2p 2p
12 —
/
s — 812 ‘

Se observa 1 linea en el espectro grueso y 2 lineas en el fino.

En la estructura fina de la linea D del sodio se observan dos transiciones ligeramente
desdobladas a 589,0 y 589,6 nm.
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Transiciones para el atomo de He espectros grueso y fino:

p 1P1 _
A A
! 5po | 31:)2 _
1s2 a Slnpl 3P0 1
Calcular términos y niveles de la c.e. inicial: 1s? Sy's,
s — g _|
Calcular términos y niveles de la c.e. final: 1s'np! P3Py 1P1 3P2,1,0 0
1 linea 1 linea
p IP1 -
A ap A
als P | 31122
1s12s! Inp! 3P(1) .
Calcular términos y niveles de la c.e. inicial: 1s'2s!  'S3Sy 'S;3S;
IS | ls
. . - 0
Calcular términos y niveles de la c.e. final: 1s'np! P3Py 1P1 3P2,1,o 3g | 381
2 lineas 4 lineas
D
D — 1
D A 3D A
als 3D 3
1sinp! @ Plpg! 3D,
, . . PO 1 1 1 3 1 3 3D] “ “
Calcular términos y niveles de la c.e. inicial: 1s'np®  'P°Py ‘P, °P,
Calcular términos y niveles de la c.e. final: 1s'nd!  'D3Dy D, 3D3 1 P —0 P,
2, p — 1 5P,
3P1
2 lineas 3PO

7 lineas
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6.4. Efecto Zeeman

Los estados de un mismo nivel dejan de tener la misma energia cuando se aplica un campo
magnético. El desdoblamiento de las lineas espectrales de un atomo cuando éste se somete
a un campo magnético se denomina efecto Zeeman.

. .y rae . =
Puede demostrarse que la energia de interaccion con el campo magnético aplicado B es:

Ep = gﬁeB My (26)

Donde g es el factor de Landé¢:

J(J+1D+S(S+1)-L(L+1)
2J(J+1)

=1+ (27)

B es el modulo del campo magnético aplicado, y 8, es una constante que recibe el nombre
de magneton de Bohr.

Para un J dado, M;=J,J—1,..., —J+1, —J. Luego en presencia de un campo
magnético los 2J + 1 estados de un nivel tienen distinta energia. Las transiciones entre
estos estados siguen las reglas de seleccion ya mencionadas, mas la siguiente:

AM; =0, £1 (excepto la transicion My =0 — 0 si AJ=0) (28)

+¢ Cuando la transicion tiene lugar entre estados que pertenecen a un singlete: S=0 =
J=L, yel factor de Land¢ es g = 1 tanto para el nivel de partida como para el de llegada.
Por tanto, el desdoblamiento de energia de los estados es igual en los dos niveles. Por ello
las transiciones con igual AMj tienen la misma energia y aparecen a la misma frecuencia
del espectro. Este efecto se conoce como efecto Zeeman normal. Esto se ilustra en la
figura 2 para la transicién: 'P;—'D,. La transicion original se desdobla en tres lineas
espectrales en presencia del campo magnético aunque hay 9 transiciones permitidas.
Véase también 'S,—'P;.

+¢+ Cuando los niveles implicados en la transicion no son singletes, los valores de g, y por
tanto los desdoblamientos energéticos en los niveles implicados en la transicion, son
distintos. Esto hace que las transiciones con igual AM; tengan diferente energia y
aparezcan en el espectro tantas lineas como transiciones. Este es el caso mas frecuente y
se denomina efecto Zeeman andmalo. Véase el ejemplo de la transicion 2P, /2—>2D3 N
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B=0 B>0 M; B=0 B>0 M,
+2

A *l +1
D, — A A 0 Ip \ .
274 A Al A _1 T .
&=l [V S g=1 I
A
+1
1131 L 0 150 .
g1 -1 g=1
1 linea 9 transiciones pero 3 lineas 1 linea 3 lineas
B=0 B>0 M,
3/2
2 4 12
D3/2 _— A A
A A -1/2
g=4/5 A 3
A
ZP1/2 - 12
-1/2
g=2/3
I linea 6 lineas
Vv v

Figura 2. Transiciones con efecto Zeeman

En la figura 1 (seccion 6.3) se muestra el efecto de las sucesivas interacciones que tienen
lugar en un atomo. Asi, una configuracion dada se desdobla en “términos espectrales” al
considerar la repulsion entre los electrones. Cada uno de los términos espectrales se
desdobla en “niveles” cuando se tiene en cuenta la interaccion spin-orbita. Por altimo,
cada uno de estos niveles se desdobla en 2J+1 “estados” al aplicar un campo magnético.
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6.5. Estructura hiperfina de las lineas espectrales: spin nuclear

En los aparatos con poder de resolucion muy grande se encuentra que las lineas
correspondientes a transiciones ente distintos niveles (nivel: L, S, J dados) estan
desdobladas.

El nimero de lineas nuevas depende del elemento en cuestion, y también se observa que
las nuevas lineas estan muy proximas a la posicion de la linea primitiva. Esta estructura
de las lineas espectrales se debe al momento angular de spin nuclear y se denomina
estructura hiperfina.

En el nucleo hay neutrones y protones que tienen s =1/2. Por tanto, el nucleo tendra un

momento angular de spin: el momento angular de spin nuclear I.

|T|=/1(F+ 1A (29)

I es el nimero cuantico de spin nuclear, y puede ser: 0, entero o semientero
I; =MA (30)
M =LI—-1,..,—=1+1, =1 (241 posibles valores) (31)

El nimero cuantico de spin nuclear, como el momento angular de spin nuclear, dependera
de las particulas que haya en el nucleo. Por tanto, sera distinto para los distintos isdtopos
de un atomo.

Las reglas que rigen la adicion de spines nucleares son desconocidas aun y no se puede
predecir el spin de un nucleo, sin embargo los valores observados permiten elaborar unas
reglas empiricas.

Numero mésico
n° de n° de
protones neutrones
Par Par 0 ‘Z‘He, I%C, 120
I=1: *H, “N
Impar Impar Entero,
1=3: B
Par Impar e 1s
) I1=1/2: 'H, 3N
Semientero, I
Impar Par [=5/2: 0

En los atomos con 1#0 existe un / que se podra acoplarse con el momento angular

electronico total J. La suma vectorial que dara el momento angular total del atomo F.
F=T+J (32)
|F| = JFF+ )R (33)
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Donde F=({+J), ..., |I—-J|
Si [ > J: habra 2J + 1 posibles valores de F.
Si I <J: habra 21 + 1 posibles valores de F.
F; =Mgh (34)
Siendo Mg =F,F —1,..., — F+1, — F (tendra 2F+1 valores)

Ejemplos: Calcula los valores de F:
a)SiJ=2;1=3/2.
b) SiJ=1; 1=3/2.
Cuando se tiene en cuenta el acoplamiento de T con 7, la energia depende del numero

cuantico F. Por lo tanto, para un nivel dado, o sea, L, Sy J dados, va a haber (2] +1) o (21
+1) valores distintos de la energia.

Regla de seleccion adicional:

AF=0,+1 con F=0-4F=0 (35)

Ejemplo, espectro de absorcion para la transicion desde la configuracion electronica del
estado fundamental (1s*2s?2p®3s!) a la configuracion excitada 1s*2s?2p®3p! para un
atomo de %3Na (I=3/2).

F
Espectro fino (niveles) 3
F 2
2 1
2P A 0
A 2P3/ 2 A Al ! A
\ 12 B
A
A B
2 2
Sin 1 1

23 _ ~J=32
Na I=312 -
N 13/ F=3,2,1,0
1=112
F=21
< 1=32 ’
1=12 B
=32 F=21
G
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6.6. Espectroscopia de RMN

En la espectroscopia RMN se aplica un campo magnético externo B a una muestra que
contiene nucleos con spin no nulo. Un nucleo que tenga un momento angular de spin
nuclear distinto de cero, 1+ 0, interacciona con un campo magnético externo. Para mayor
simplicidad vamos a considerar un nucleo sencillo aislado. La energia de interaccion con
el campo magnético es:

EB = = gNﬁNBMI (36)
gn es un factor caracteristico de cada nucleo, B es el modulo del campo magnético

aplicado, y 3, es una constante que recibe el nombre de magneton nuclear.

Para un nimero cuéntico / dado, M puede valer /, I — 1, ..., — [+1, — . Esto es, puede
tomar 2/+1 valores. Por tanto, cuando un atomo estd dentro de un campo magnético
externo, la energia del nucleo puede tomar 2/+1 valores distintos. La energia dependera
de M1 y del campo magnético aplicado.

La separacion entre dos valores de energia consecutivos viene dada por la expresion:
AE|=|g,|8,B (37)

Depende del campo aplicado, de modo que al aumentar B, la separacion entre niveles de
energia aumenta (ver figura 3).

M1=—%
20 - fa]
=1 0 -
_ I 3 - 1 M, 1
o )
:L‘ & 0 : 'MI'—'O
‘S 2 BIT 2
-10 My =+1
-20 -
M"=+!§

Figura 3. Niveles de energia de spin nuclear para un ntcleo 'H (1 =1/2), izda, y para 2H (I =1), dcha, en funcién de
B.

En ausencia de campo magnético externo todas las orientaciones del spin nuclear tienen
la misma energia. Pero si el a&tomo estd dentro de un campo magnético las orientaciones
tienen distinta energia, por lo que aparece la posibilidad de transiciones entre los niveles
de energia de spin nuclear. Exponiendo la muestra a radiacion electromagnética de la
frecuencia adecuada pueden producirse y observarse transiciones entre los niveles de
energia del spin nuclear.
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La regla de seleccidn es:

AM; = =1 (38)
La frecuencia en RMN es:
_ |enPaB
y= |—h | (39)

Aunque para cada valor de 7 hay 2/ + 1 valores distintos de AM;, como la regla de
seleccion solo permite transiciones entre niveles consecutivos y la separacion entre
niveles con M consecutivo es la misma, un conjunto de nucleos idénticos que no
interaccionen entre si dard una unica frecuencia de absorcién en RMN.

Sin embargo, en realidad no se tiene un nucleo aislado. Cuando se aplica la espectroscopia
RMN en moléculas, el campo magnético al que estd sometido un nucleo dado difiere
ligeramente del campo magnético externo aplicado (B) debido al campo magnético que
produce el movimiento de los electrones de la molécula. De ahi que el campo magnético
en cada nucleo pueda ser diferente, dependiendo de su entorno electronico. Por ello, un
mismo campo externo puede dar lugar a distintas frecuencias de absorcion en un mismo
tipo de 4&tomo en funcion de su entorno.

Los valores de g, son muy distintos para distintos tipos de ntcleos (iH, lgc , 19F, etc.)

por lo que las frecuencias de absorcion tienen valores muy distintos. Debido a ello, la
espectroscopia de RMN se usa ampliamente en la determinacion de estructuras quimicas.
En un experimento de RMN sélo se examina el espectro de RMN de un tipo de nucleo.

En espectroscopia normalmente se va variando la frecuenta de la radiacion
electromagnética incidente hasta que se observa absorcion. En la espectroscopia RMN,
cabe la posibilidad de mantener v fija e ir variando la magnitud del campo aplicado hasta
que la separacion de los niveles de energia corresponda a la frecuencia de la radiacion.

Los nucleos con I = 0 no tendran espectro de RMN, se dice que no son activos en RMN

(por ejemplo, '¢C, 'R0, 13S).
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TEMA 7: Enlace quimico

El enlace quimico: introduccion a las teorias propuestas para su explicacion.
Aproximacion de Born-Oppenheimer. La molécula-ion hidrogeno H,". Teoria de
Orbitales Moleculares (OM). La molécula de hidrogeno. Teoria de Orbitales Moleculares
y Modelo del Enlace de Valencia (VB). El tratamiento de Orbitales Moleculares para

moléculas diatdbmicas homo y heteronucleares. Moléculas poliatdmicas.
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7.1. Estructura electronica de moléculas

Para un sistema de nucleos (a, B, ...) y electrones (i, j, ...), en el que las masas son
puntuales, sin considerar la interaccidon spin-Orbita ni otras interacciones relativistas, el
Hamiltoniano molecular es:

ZyZge? Z,¢? e?
D DN ) e (1)
Tp Tgj Tij

o W 1 W
A=-2y,—V2-=
- Sui V2

Vi + Y Xpsa

2m

Siendo: a, B los ntcleos atdmicos, rap= rp—ro la distancia entre los ntucleos, i, j los
electrones y r; = r; — r; la distancia entre los electrones, ro; = 1; — 1o la distancia entre el
nucleo a y el electron i, Mq la masa del nicleo o, m la masa del electron y Za el nimero
atomico. Por ejemplo, para la molécula de Ho:

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
=~ h h h h e e e e e e
A= - V- V-V -y - - _Z_ 242 (9
2Myy 2Myy 2m, 2m, Top Tyl To2 81 g2 T2

Hay dos tipos de operadores: los de energia cinética, que contienen el operador
Laplaciana V3; y los de energia potencial, con un operador de la forma 1/r.

Asi, diremos que los dos primeros términos representan el operador de la energia cinética
de los nucleos, Ty, y los dos siguientes son el operador de energia cinética de los
electrones (T,). Los operadores energia potencial son debidos a fuerzas electrostaticas
entre los nucleos (Vyy) entre cada nicleo y cada electron (Vo) y entre los electrones

(Veo):
H=Tn+ T. + Van + Ven + Ve 3)

Las funciones de onda y las energias de los estados estacionarios se calculan a partir de
la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:

Ay(q.9,) =Ev(q.q,) (4)

q; = coordenadas de los electrones; go= coordenadas de los niicleos

cComo podemos resolver el problema?

Necesitamos aproximaciones precisas que lo simplifiquen y que hagan posible la
resolucion.
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7.2. Aproximacion de Born-Oppenheimer

La aproximacion de Born-Oppenheimer se basa en que la masa de los electrones es mucho
menor que la de los nucleos (me. << M). Esto se relaciona con la energia cinética: los
electrones son mucho mas rapidos que los nucleos en sus movimientos.

Gracias a ello, podemos asumir que los nucleos estan fijos mientras que los electrones
llevan a cabo su movimiento. Es decir, durante el tiempo de un ciclo del movimiento

electronico, el cambio en la configuracion nuclear es despreciable.

El marco de trabajo en el contexto de la aproximacion de Born-Oppenheimer es el
siguiente:

1°) Se estudia el movimiento de los electrones para una determinada configuracion
nuclear; es decir, una determinada geometria de los nucleos (unos determinados valores
de las distancias y angulos entre los ntcleos).

Para ello se resuelve la ecuacion de Schrodinger electronica para una determinada
configuracion nuclear:

(ﬁ'elec+ VNN) Welec (qaﬁja,qi) = U(qaﬁja)'\llelec (qaﬁja’qi) (5)

Donde g« son valores fijos: las coordenadas de los nucleos en esa configuracion nuclear
dada. Las unicas variables en esta ecuacion son las coordenadas electronicas.

|
—~

Hgje. es el Hamiltoniano puramente electronico:

o~ hz D) 7 e2 e2
Helec = - 521 Vi - Za Zi:_,+Zizj>i: (6)
oi ij

No hay término de energia cinética de los nucleos en H.. ya que €stos se encuentran en

posiciones fijas (por lo que la derivada de las coordenadas seré cero).
La energia potencial de repulsion internuclear es:

Z4Zpe?

VAN = o Xpoa— .
v}

(7

Las distancias entre los nucleos, 7a.p, son fijas.

La resolucion de la ecuacion (5) conduce a las funciones y las energias electronicas
permitidas para la geometria seleccionada:

O  Yelec,n para la geometria nuclear (go), que dependera de dicha geometria y de las
coordenadas de los electrones (g;).

o Unes el valor de la energia electronica (que tiene en cuenta la repulsién nuclear)
para la geometria nuclear estudiada en el estado electronico ».
n simboliza los distintos estados electronicos posibles, fundamental (de menor
energia, n = 1) o estados excitados (n =2, 3, ...).
Como Fnn es una constante para cada configuracion nuclear la ecuacion que hay que
resolver realmente es:

1

(Helec) Welec,n: Eelec,nwelec,n (8)
Eelec,n €s 1a energia puramente electronica.
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Posteriormente se hace la suma: Uy = Eciecn + PNN.

La energia electronica es Un, e incluye la energia puramente electronica y la
repulsion internuclear.

2°) Se resuelve la ecuacion de Schrodinger electronica para distintas configuraciones
nucleares (esto es, para distintas posiciones de los nucleos).

Se tendra un conjunto de parejas Welecn, Un (funcion y energia electronicas para cada uno
de los estados electronicos de la molécula).

Esto es, la repeticion del paso nimero 1 para distintas disposiciones geométricas de los
nucleos, lleva a:

* Unaconfiguracion de los nicleos ga— Welee,n(qi), Un paraesa configuracion;

= otra configuracion de los nicleos go’ = Weieen(gi '), Un para esa configuracion,

= otra configuracion de los nucleos ga’” = Weleen(qi”’), Un  para esa configuracion;
= etc.

Cuando los nucleos pasan de una configuracion nuclear a otra, los electrones ajustan su
movimiento inmediatamente a la nueva configuracion nuclear.

Asi, la funcién Un(ga), representa en efecto la energia potencial para el movimiento
nuclear. Se tendrd la curva de energia potencial (si la molécula es diatomica) o la (hiper)-
superficie de energia potencial (SEP o PES en inglés, si la molécula es poliatomica). Estas
curvas representan la dependencia de la energia electronica con la configuracion nuclear.

3°) Una vez resuelta la ecuacion de Schrédinger electronica y obtenida U, para distintas
geometrias nucleares (configuraciones), se aborda el estudio del movimiento nuclear.

En el marco de la aproximacion de Born-Oppenheimer, la funcion de onda completa es
el producto de la funcién nuclear por la funcion electronica:

V(4:9,) = Vaeo (959,) Ve (4,) ©)
Velee (qi,qa) se han obtenido al resolver la ecuacion de Schrodinger con ﬁ'elec.

Para el movimiento nuclear, el operador hamiltoniano es:

~ w2 1
fn= —5Zay V2 + U(g,) (10)

El operador hamiltoniano para los nucleos, Hy, contiene los operadores correspondientes
a la energia cinética de éstos, mas U(qa): la energia potencial para el movimiento nuclear,

que se ha obtenido en la etapa anterior.

Como los movimientos de los € son mucho més rapidos que los de los nucleos, cuando
la posicién de los nucleos cambia (cambian las g ), los electrones se ajustan

inmediatamente al cambio: U(qa) representa de hecho la energia potencial para el

movimiento nuclear.
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La resolucion de la ecuacion:

I’:INWnuc (qa) - E'Wnuc (qa) (1 1)

conduce a E que es la Energia molecular total para el estado electrénico estudiado.
Al resolver la ecuacion anterior, encontraremos la funcién de onda nuclear y la energia
total de la molécula para el estado electronico estudiado.

La funcién de onda total de la molécula vendréa dada por el producto de la funcion de onda
nuclear y de la electronica, como se muestra en la ecuacion 9.

En los apartados siguientes solo abordaremos la parte electronica: funcién de onda
electronica y energia de los estados electronicos. La parte nuclear se afiadiria a posteriori
a partir de los resultados obtenidos al resolver la parte electronica para diferentes
configuraciones nucleares.

La aproximacion de Born-Oppenheimer introduce un error relativamente pequeiio en el
estado electronico fundamental de las moléculas, que se mayor para los estados excitados.
Sin embargo, en la mayoria de los casos, estos errores son despreciables frente a los
errores introducidos por las aproximaciones utilizadas para encontrar las funciones de
onda y energias de las moléculas polielectronicas.

Ejemplo: En el caso de una molécula diatémica (Hz, Oz, No, ...), la resoluciéon de la
ecuacion de Schrodinger electronica para distintas configuraciones nucleares significa
repetir los calculos para distintas distancias internueclares (R). Para cada una de ellas, se

obtendra: l//elec,n(Qi), Eelec,n; y Ui = Eclec,n + VNN.

Los valores de U, obtenidos para el estado electronico n se pueden representar frente a R,
y se obtendra una curva de energia potencial:

U A

distancia internuclear

R

Minimo

Figura 1. Curva de energia potencial U, para distintos valores de R (distancia internuclear).

Si para un estado n la curva U, tiene un minimo, ese estado es un estado estable y la
geometria correspondiente al minimo seria la geometria nuclear mas estable. Si para un
estado n, U, no tiene minimo, no es un estado estable, y, para cada separacion
internuclear, el sistema tiene mas energia que los &tomos por separado.
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Un

R

n
>

Figura 2. Curva de energia potencial para un estado no estable.

Al tener en cuenta el movimiento de los ntcleos se encontraran los niveles de vibracion
y los niveles de rotacion dentro del estado electronico dado.

En la figura 3 se muestra una representacion esquematica de dos niveles electronicos de
energia (de una molécula diatémica). Se puede observar que dentro de un nivel
electronico hay niveles de vibracion y de rotacion que corresponden al movimiento de los
nucleos dentro del potencial que les crean los electrones.

Transicion \1. e

electrénica M N e Estado electrénico
F

(visibleo | - excitado
w) Disociacion
Estado fundamental

., Niveles rotacionales
Transicion
de vibracion

(transiciones en
(infrarrojo) r—-l:}

microondas)
Distancia internuclear, R

Energy

Figura 3. Curvas de energia potencial para dos estados electrénicos indicando los niveles vibracionales y
rotacionales y otros datos.

En la figura 4 se representa esquematicamente la curva de energia electronica U para una
molécula cuyo estado fundamental es estable. Se ha incluido el nivel de vibracion de
menor energia. Debe recordarse que la energia de un oscilador no puede ser cero. Por
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tanto, la energia de una molécula en el nivel mas bajo no puede ser cero, sino que es igual
a la del nivel de vibraciéon mas bajo de sus nucleos.

Figura 4.Curva de energia potencial, calculo de energia de disociacién Dy y De.

R. = Distancia internuclear de equilibrio (aquella cuya U es minima).

Definimos la energia de disociacion de equilibrio (energia de disociacion desde el minimo
de energia potencial) como:

De= U(0) - U(Re) (12)
Esta energia esté relacionada con la energia de enlace.

Dy es la energia de disociacion de una molécula diatomica en el estado mas bajo del
movimiento molecular para el estado electrénico dado. El estado mas bajo del
movimiento molecular tiene energia de vibracion: la energia del punto cero (ZPE). Esta
energia es mas similar a la obtenida mediante técnicas experimentales. Aproximando el
movimiento de vibracion nuclear al de un oscilador armoénico, se obtiene:

Dy =D, — ;hv (13)

En el caso de moléculas poliatomicas, en lugar de curvas de energia potencial de dos
dimensiones, se obtendran hiper-superficies de energia potencial (PES, o SEP por sus
siglas en inglés: “Potential Energy Surface”). En estos casos, U, depende de las
coordenadas relativas de todos los nucleos, y no sé6lo de la distancia entre dos de ellos.
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Second Order Saddle Point

Transition
Structure B

Transition Structure A

Minimum for
Product A

Minimum
5 for Product B

Second Order 4

Saddle Point

Valley-Ridge

Minimum for Reactant : s inflection Foint
i

Figura 5. Ejemplo de una SEP para una molécula poliatémica.

7.2.1. Unidades atomicas

Hasta ahora hemos utilizado las unidades del sistema CGS. Por comodidad, la mayor
parte de los resultados de los calculos cudnticos quimicos, y también las ecuaciones, se
dan en unidades atomicas o unidades Hartree, definidas asi:

Unidades atémicas y su equivalencia en el S.1.

Magnitud Definicién Nombre S.1.

dye i? )
Longitud = :Zz bohr 5,29177 - 107" m
Masa m, 9,10939 - 10°" kg
C.argq e 1,60218 - 1077 C

B = m,e*

Energia # ( 411.'80]2 W hartree 4,35975 - 1018
Momento angular B 1,05457 - 1034 ] s

. -
Tiempo E ©2,41888 - 107 s

h

= 8,85419 - 10712 JF1C2m™!
Permitividad elécirica ax ; : m

Ey
Potencial eléctrico - >y 27,2114V
Momento dipolar eléctrico e-a : 8,87836 - 10-°Cm

i
Densidad de flujo magnético P 2,35052-105T

ico <t 1,85480 - 10-B JT-!

Momento dipolar magnético oy , .
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El operador Hamiltoniano de un dtomo hidrogenoide (colocando el nucleo en el origen
de coordenadas) es:

~ Ze2 .
H= ——V; - — en el sistema CGS

z . .
= —-V2—Z= enunidades atomicas
T

La energia del estado fundamental de un atomo hidrogenoide, estd dada por:

72 2 72 me?

E= ——=——>enel CGS,
2a 2h
pero en unidades atomicas valdra (e*/a = 1 hartree):
72 72
= — 7Eh = -7 hartrees.

La unidad atomica de energia atomica es el hartree. 1E,= 1 hartree = 27,212 eV.

La energia del estado fundamental del d&tomo de hidrogeno es -0.5 hartrees = -0.5 Ej, si
no se considera el movimiento nuclear.

7.2.2. Moléculas

Al realizar el estudio de las energias electronicas de las moléculas utilizaremos la
aproximacion de Born-Oppenheimer (B-O): con los ntcleos en una posicion fija, se
resuelve la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para el movimiento de los
electrones. No consideraremos interacciones entre las moléculas, por lo que los resultados
solo seran aplicables a moléculas en fase gas a bajas presiones.

Dentro de la aproximaciéon de B-O, la resolucion de la ecuacion de Schrodinger
puramente electronica (en unidades atdmicas):

(ﬁelec) Velee Eelec‘l’elec (14)
~' 1 Zy 1
Helec = = EZ1V12 - ZaZir_m + Zi2j>ia (15)

La funcion de onda electrénica no debe distinguir entre electrones (tampoco la parte
espacial ni la de spin en el caso de que la funcién completa se pueda separar).

La funcion electréonica completa (incluyendo las variables de posicion y de spin) debe
ser antisimétrica respecto del intercambio de dos electrones cualesquiera.

Los términos de la repulsion interelectronica impiden la resolucion exacta de la ecuacion
de Schrodinger electronica para una molécula polielectronica. Por ello, habra que usar
técnicas semejantes a las usadas en atomos polielectronicos para encontrar soluciones
aproximadas.

La molécula ion H>" si se puede resolver de forma exacta dentro de la aproximacion de
B-O.
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7.3. El ion molécula de hidrégeno: Ha2*

La molécula diatdmica mas sencilla es el ion molécula de hidrogeno, H,", que consta de
dos nucleos y un electron. Fue descubierto por J. J. Thomson en rayos catddicos, y se
obtiene bombardeando H; con electrones a presiones bajas.

Igual que el atomo de hidrégeno (un nucleo y un electrén), sirve de partida para el
tratamiento de los atomos polielectronicos: esta molécula proporciona muchas ideas ttiles
para abordar las moléculas diatomicas polielectronicas.

La ecuacion de Schrodinger electronica para la molécula Ho™ es separable y se pueden
obtener soluciones exactas para las funciones propias y valores propios de He..

La figura 6 muestra la molécula H>": los nucleos estan situados en a y b. Para una posicion
de los nucleos dada, la distancia R es fija y Vv es una constante. El hamiltoniano
puramente electrénico, en unidades atomicas es:

' 1

1 1
Hele = =

Voo (16)

2 A B

Figura 6. Representacion geométrica de la molécula H;*.

Al tener un solo electrén, la funcidon de onda espacial se puede separar de la de spin:
v, =f . f . Ademads, la funcion de onda espacial es funcion de un solo electron: es
ele espacial / spin

un orbital. A continuacidén buscaremos la funcion de onda espacial.

Si se intenta resolver la ecuacion de Schrodinger electronica utilizando coordenadas
polares esféricas (r,6,®) para el electron, expresando 74 y 7 en estas coordenadas, se
observa que la ecuacion no es separable. Por la simetria del problema hay que utilizar
coordenadas elipticas confocales, con variables &, 1 y ¢. De esta forma, la separacion
de variables es posible.

raATT A — T
- ARB nz% 0<¢<2n
1 1
ra=sREM) =3 R(EM) 1<E<oo —lsnsl (17

Se obtiene la expresion del hamiltoniano puramente electronico en funcion de estas
variables y se encuentra que para esta molécula no conmutan los operadores asociados a
la energia y al cuadrado del momento angular ya que no hay simetria esférica. Sin

embargo, como hay simetria axial si que conmutan los operadores Hg. y L,:

[Hele,tz] £0 (18)
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|Aae. L] =0 (19)
Por lo tanto, las funciones de onda de los estados estacionarios de esta molécula seran
también funciones propias de L,.

Como ya hemos visto, las funciones propias de L, son:

:L im(P =
F=gme™, m=0,£1,+2,+3 (20)

Las funciones de onda espaciales electronicas de esta molécula vienen dadas por el
producto de tres funciones L, M y F' que dependen, respectivamente, de las tres variables
independientes &, 1, ¢:

Veteasy= LE M) F(9) = L(E) M(n) 7= (21)

Al sustituir esta expresion en la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, con
el hamiltoniano puramente electronico en funcion de estas tres coordenadas elipticas
confocales se obtienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias de orden dos:

= Una ecuacion para la funcién L, con la variable &:
" ' rn2
(8 = 1L+ 26L + (A + 2RE +3 Eg R —éz—_l)Lzo (22)
= Otra ecuacion para la funcién M, con la variable n:
" ' 1 2
(1 =M = 2M — (A+5EacRon? = 15 M=0 (23)
La solucion de estas ecuaciones se obtiene a través de los Polinomios asociados de

Legendre.

Para que la funcién de onda se comporte bien, se concluye que para un valor dado de R,
solo estan permitidos ciertos valores de Ec.. A diferencia de lo que ocurria con los &tomos
hidrogenoides, no existe ahora una expresion analitica (féormula) para E.., hay que
calcularla numéricamente para cada valor de R y para cada estado.

Para el estado electronico fundamental el nimero cuantico m es 0.

Para R = o, la molécula de H>" en el estado fundamental, estd disociada en un proton y
en un atomo de hidrogeno en su estado fundamental, por lo que la energia puramente
electronica sera:

Ege(R=00) = — 1/2 hartree (24)
La repulsion internuclear sera:
Vi = 222 Vigy(R=0) = 0 (25)

Para R = 0. los dos protones estarian juntos en el mismo nucleo y el sistema quimico es

como el He" (sistema hidrogenoide atomico: niicleo con carga = +2¢ y un nico electrén);
es decir el He" representa bien el estado limite del H>" cuando R = 0 y por tanto, en este
caso, la energia puramente electronica de este ion molecular en el estado fundamental es:

2
Eqe(R=0) = = = E, =(=3) (2)°E, = — 2 hartree (26)
La repulsion internuclear:
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Van(R—0)— 00 (27)

La suma de la energia de repulsion entre los nucleos, Vaw, a los valores de Ee. da lugar
U(R), que es la curva de energia potencial para el movimiento nuclear. La representacion
de Ec(R) y U(R) para el estado fundamental, tal y como se obtiene al resolver la ecuacion
de Schrodinger electronica, se muestra en la siguiente figura:

1+

Energy/hartrees

Eel

-2 I i 1 £ I I
0 1 2 3 4 5 6

R/bohrs

Figura 7. Representacion de U y E¢. frente a R para el estado electronico fundamental de la molécula H,*.

La curva U(R) tiene un minimo en R. = 1,9972 bohr, lo que indica que el estado
electronico fundamental del H>" es un estado enlazante estable. El valor calculado para la
energia electronica a la distancia de equilibrio R, es: Eee = —1,1033 hartree.
Al sumar la energia de repulsion internuclear, Vaw, se obtiene: U(R.)= —0,6026 hartree
por lo que la energia de disociacion del estado fundamental sera:

D, =U(x) — U(R,) = — 0,500 — (—0,6026) = 0,1026 hartree (28)
La figura 8 muestra las curvas U(R) para varios niveles de energia electronicos del H".
Cada estado tiene un valor definido de m (al ser un problema tridimensional m no

especifica univocamente el estado). Hay otros dos niimeros cuanticos que especifican el
estado, correspondientes a las soluciones de las funciones L y M. Estos nimeros cuanticos

dan el nimero de nodos de las variables & y | de la funcion de onda.

En estas ecuaciones diferenciales aparece m?. La energia electronica depende s6lo de |m],
y cada nivel de energia electronica con m # 0 estd doblemente degenerado.

El valor absoluto de m se denota por A: A = |m|. Para especificar el valor de A (que también
determinara el valor absoluto de L,) se usa un codigo literal, similar al de la notacion s,
p, d, f, para los estados de los atomos hidrogenoides, pero con letras del alfabeto griego:

A 0 1 2 3 4

Simbolo o T o () Y

Por lo tanto, el estado electronico mas bajo del H>" es un estado .
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Figura 8. Curvas de U(R) para varios estados electréonicos de Hx*

Ademas, los estados electronicos de este sistema se pueden clasificar por su paridad. En
la siguiente figura, observa que la inversion de las coordenadas del electron respecto del
origen, O, transforma ¢ en ¢ +m; r4 en ra, y rp en r4; esto hace que la energia potencial
del hamiltoniano electronico permanezca inalterada:

q, = _lpp_L_1
Hele - 2 \% A B (29)
{x.%2)

(—x, -y —12)

Figura 9. Efecto de la inversion en las coordenadas del electronen Hy*. r’ =y, 1y’ =ra, § = $p+ 7
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El operador energia cinética es invariable respecto de la inversion. Esto quiere decir que
el operador paridad conmuta con el hamiltoniano y las funciones de onda electronicas de
este sistema pueden clasificarse como pares o impares.

Recordatorio:
El operador paridad, TII, aplicado sobre cualquier funciéon arbitraria, f;

OAx, y,2)=f-x,—y,—2) ; i =1 Por tanto los valores propios del operador paridad
son 1.

Si el valor propio es +1:
1 gi(xia Vi z;)= +gi(xia Vi z;) = gi(_xia —Vp— z;) (30)
gl.(x,«, Vi z,-) = gl.(—x,-, —Vp— z,-) se dice la funcion g; es una funcion par.
Si el valor propio es —1:
I g,-(xia Yis Zi) = = g,'(xia Yis Zi) = g,-(—xia —Vp Zi) (31)
gi(x,-, Ve z,-) = - gi(—x,-, —Vp— z,-) se dice que la funcion g; es una funcion impar.

Para las funciones de onda pares empleamos el subindice g (en aleman, gerade = par) y
para las impares el subindice u (en aleman, ungerade = impar). El significado del asterisco
se explicara mas adelante.

En una forma de notacion de los niveles de energia, se indica ademas en qué dtomos se
disocia ese estado energético (esto es indicando el estado energético del atomo de
hidrégeno que se obtiene al disociar la molécula-ion hidrogeno) y se escribe este estado
a continuacion del simbolo de A. Por ejemplo o,1s significa que una molécula-ion H," en
ese estado al disociarse daria un 4&tomo de hidrogeno en un orbital 1s y un protén. En la
grafica se ve que los dos niveles mas bajos de energia se disocian en 4&tomos de hidrégeno
Ls.

Todo esto que hemos visto afecta a la parte espacial, luego hay que tener en cuenta las
funciones de spin: a (para la cual ms;= 1/2) o B (para la cual m;=—1/2).

La ecuacion de Schrodinger para moléculas diatdémicas uni-electronicas, es separable en
coordenadas elipticas confocales, por lo que dentro de la aproximaciéon de Born-
Oppenheimer es posible obtener las energias electronicas de cualquier molécula con
un solo electrén. Por ejemplo, de la molécula heteronuclear HeH?".

A partir de ahora, se omite el subindice ele de la funcion de onda electronica, el
hamiltoniano electrénico y la energia electronica, sabiendo que estamos tratando siempre
con este tipo de contribucion.
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7.4. Tratamiento de la estructura electronica de moléculas

Dentro de la aproximacion de B-O, la resolucion de la ecuacion de Schrodinger
puramente electronica:

(Flaee) Wi = EeteeViee (32)

Ao = =35V = L L2+ L (enua) (33)
Ao = Sl X Byoi (34)

b = —%v%—zarz—; (35)

Como hemos visto, la funcion de onda electronica no debe distinguir entre electrones.
Ademas, la funcion electronica completa (incluyendo las variables de posicion y de spin)
debe ser antisimétrica respecto del intercambio de dos electrones cualesquiera.

Los términos de la repulsion interelectronica impiden la resolucion exacta de la
ecuacion de Schrodinger electronica para una molécula polielectrénica. Por ello, hay
que usar técnicas semejantes a las usadas en atomos polielectronicos para obtener
soluciones aproximadas pero precisas.
Estudiaremos dos de las principales teorias del enlace quimico:

» Teoria de Orbitales Moleculares (OM):

El modelo de trabajo es la molécula-ion Ha".

=  Método del Enlace de valencia:

El modelo de trabajo es la molécula Ha.

7.4.1. Modelo de Orbitales Moleculares (OM)
Para cualquier molécula con més de un electron el Hamiltoniano electronico:

Ho=Vy, + T+ Ve + Ve (36)
incluye términos de interaccion entre los electrones (V.. ). Por tanto, no se pueden separar

las variables de los distintos electrones, y la funcién propia estrictamente no se puede
expresar como producto de funciones de un solo electron.

En este contexto, se introduce la aproximacion orbital:

Esta es un modelo de particulas en el que cada electron ocupa su propio orbital-spin, sin
tener en cuenta correctamente la correlacion (interdependencia) entre el comportamiento
de cada electron y el de los otros electrones.

La funcion de onda sera un producto “antisimetrizado” de una funcion para cada
electron, esto es, la funcion es producto de orbitales-spin

=%, (D1, (2)..%N)  donde y, =9.c; = orbital-spin (37)
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o, es el orbital espacial, es decir, la funcion de onda monoelectronica que depende de las

coordenadas espaciales. En atomos se refiere a orbitales atdmicos, y en moléculas se
refiere a orbitales moleculares.

o; es la funcion de espin, solo puede tener dos valores, a o 3.

Debido al principio de Pauli, expresaremos la funcion de onda completa como
determinante de Slater:

yACO R CO R A ¢)

W= = 12 (L@ . x®)

n!

e nm - %m

(para una molécula con #n electrones) (38)

Concepto de orbital molecular

En los atomos hidrogenoides las funciones espaciales monoelectronicas (los orbitales
atomicos) son funciones propias de H; mientras que en los atomos polielectrénicos los
orbitales atomicos se calculaban (de forma aproximada) con el método de campo
autoconsistente (SCF).

Los orbitales moleculares (OM) serian la parte espacial de las funciones propias
(aproximadas) del hamiltoniano electronico para sistemas moleculares de un solo
electron. En las moléculas polielectronicas los orbitales moleculares se calculan (de forma
aproximada) con el método de campo autoconsistente (SCF).

Los OM se utilizan para en el estudio aproximado de sistemas polielectronicos ya que
para éstos la ecuacion de Schrodinger de Hy, no se puede resolver de forma exacta. El
orbital molecular se extiende por varios nucleos. Si la molécula tiene simetria, los
orbitales moleculares se denominan segiin su simetria.

La funcion de onda de una molécula polielectronica se expresara como el producto
antisimetrizado de orbitales moleculares — spin (0 sea, como determinante/s de
Slater).

Construccion de los orbitales moleculares:
Modelo = Molécula de H>", porque solo tiene 1 electron.

= Se propone una funcién de prueba, ¢, para el OM con parametros ajustables.
* Se calcula la energia variacional, E.
* Se determinan los valores de los parametros que hagan £y minima.

Con ellos se tendra: la energia variacional, £y, y el orbital molecular (parte espacial).

.Como se pueden construir esas funciones de prueba ¢ que llevaran a los orbitales
moleculares?

Hay que seleccionar una serie de funciones matematicas, de modo que la funcion orbital
se obtendrd como combinacién lineal de ellas. Las funciones empleadas en la
combinacion lineal se llaman conjunto de base o basis set.
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Una forma habitual de expresar la funcién de prueba es como combinacion lineal de
orbitales atémicos (CLOA, o, de las siglas en inglés LCAO: Linear Combination of
Atomic Orbitals).

0= XN e, (9)

Por ejemplo, una posibilidad para estudiar la molécula de H," seria (este caso lo
desarrollaremos mas adelante):

d=cylsytcylsp (40)
De cualquier modo, la ecuacion 39 no fija la localizacién de las funciones base, aunque
nuestra intuicion quimica pueda sugerir usar funciones centradas en los atomos de la

molécula. Para la situacion general serd mas conveniente considerar que las ¢; son solo
funciones elegidas adecuadamente.

El siguiente paso es calcular la energia variacional E4 en funcion de los parametros (c;),
y después seleccionar los parametros que proporcionan la menor energia posible.
Recuerda que la funcion de prueba, ¢, es una funcién variacional.
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7.5. Tratamiento aproximado del estado electréonico fundamental del H>*

Aunque la ecuacion de Schrodinger electronica de la molécula de H," se pueda resolver
de forma exacta, se obtienen funciones complicadas en las partes que corresponden a las
variables & y 1. Por tanto, estas funciones no son adecuadas para utilizar como orbitales
en el estudio de sistemas con mas electrones. La idea es buscar una aproximacion sencilla
para los OM que permita comprender el enlace quimico.

Buscaremos funciones mas sencillas que proporcionen una aproximacion
razonablemente precisa a las funciones de onda del H2" y a la vez que puedan servir
para construir los OM de las moléculas polielectréonicas.

Vamos a ver como sera la funcion de onda del H," para valores grandes de la distancia
internuclear, R. Cuando el electron esta cerca del nucleo A4, el nucleo B, esté tan lejos que
realmente tenemos un atomo de hidrogeno situado en 4. Por tanto cuando 74 es pequefia,
la funcion de onda electréonica del estado fundamental del Ho" tendra que parecerse a la
funcion de onda electronica del estado fundamental del &tomo de hidrégeno situado en 4,

que en unidades atomicas es w2 ™;

De forma similar, cuando el electron esta cerca del nucleo B, la funciéon de onda

—~1/2

electronica del estado fundamental del Ho" tendra que parecerse a w "% ™. Esto sugiere

que podemos elegir como funcidn de prueba la funcion:
¢y /27 ¢y n /2B (41)

Donde c¢; y ¢2 son los parametros variacionales que hay que determinar, imponiéndoles
que conduzcan al menor valor de energia.

Vamos a ver el comportamiento de la funcion variacional en el caso extremo en el que R
— 0 (los dos protones no estan separados).

En ese caso, la molécula de Hx>" en el estado fundamental tiende al He" en el estado
fundamental, cuya funcién de onda exacta es:

231 /2e (42)
Sin embargo en la molécula de H>", cuando R - 0, 4 y r — r y la funcion de prueba es:
i 2eTA+ e, T 2e — (¢ +oy)n /e (43)

Por tanto, la funcién de prueba elegida no se comporta bien para valores pequefios de R

al no converger al valor correcto para R=0, = xe™".

Este problema se puede solucionar multiplicando 74 y g por un pardmetro variacional, k,
que sera una funciéon de R; k = k(R). Para tener un comportamiento limite correcto para
las distancias internucleares de 0 e o se tendra que cumplir que para el estado fundamental
k(0) =2 y k() = 1. Fisicamente k, es una especie de carga nuclear efectiva que aumenta
desde 1 hasta 2 seglin se aproximan los nucleos.

Tomamos, por tanto, como funcidn de prueba variacional:
CAISA+CBISB 1SA= k3/2n_1/ze_krA 1SB= 3/2n—1/26—kr]3 (44)

el factor £°’? normaliza las funciones.

200



La funcion cqlsa + cglss es un Orbital Molecular, expresado como Combinacion Lineal
de dos Orbitales Atomicos (CLOA).

Esta funcion se utilizo por primera vez en 1928.

7.5.1. Tratamiento Variacional para la funcion de prueba

d=cplsy T cglsp (45)
b= w = S e ()
H aqui es el Hamiltoniano puramente electronico. 1s4" = 1s4 al ser funciones reales.
Hag=[1p 1s,H(1sp)dr (47)
Hpa= [ IsgH(1s,)dr (48)
como H es un operador Hermitico y las funciones son reales Hyg = Hp,.
Hpa=[; 1saH(Isy)dt; Hpp= [ IsgH(1sp)dr (49)
Sap= [ Isalspdt; Spa=[, Isglssdt (50)
Al intercambiar la notacion 4 por B, 1s4 cambia alsp, pero H no varia, por ello:
Haa = Hpp (51)
Igualmente:
SaB = Spa (52)
Saa=Jig Isalsadt=1 Sgp=/[ Isplspdr=I (53)
Ya que los orbitales atdbmicos estdn normalizados.
Bow - S 2
W(cASaa +CciSpp +2cAcpSap) =CciHaa + ciHpp +2cacgHap (55)

Hay que encontrar los valores de c4 y cs que conduzcan al menor valor de la energia. Para
ello, hay que derivar respecto de c4 e igualar a cero; y derivar respecto de cp e igualar a
cero. Asi, obtendremos un sistema de dos ecuaciones lineales homogéneas.

Al derivar respecto de c4 se tiene:
oW
(2cASaa T2cpSAp)W + on (ciSaa +2cacpSap + c§Spp) =2caAHaa +2cgHap  (56)

Puesto que estamos minimizando W respecto de c4,
oW

o 0 (57)
La ecuacion anterior queda:
(2cASan +2c8SaB)W =2c Haa +2cgHag (58)
que se puede reorganizar como
ca(Haa — WSxa) +cp(Hap — WSxp) =0 (59)
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De igual forma diferenciando W(c4, cp) respecto de cp queda otra ecuacion similar y
obtenemos las dos ecuaciones lineales homogéneas (ELH):

ca(Haa — WSaa) +cg(Hap — WS,p) =0 (60)
ca(Hap — WSyxp) +cg(Hgg — WSgg) =0 (61)

c4'y cp son las incognitas. La solucion de este sistema de ELH (ademas de la trivial) se
obtiene haciendo que el determinante secular sea cero:

Hyy—WSyy Hyp—WSyp 0o

Hp —WSpy Hpp—WSpp (62)
H;; = [ 1s; Hls;dr, se le llama integral de Coulomb (63)
H;= 1) ls;k ﬁlsjdr, es la integral de Resonancia (o enlace) (64)
Si= ) lsi* 1s;dr, integral de Solapamiento (65)

Como el i6n molécula H>" es homonuclear, tal como se ha dicho previamente:
Haa =Hgp ; Hap =Hpa ; Sa = Spa (66)
ademas los orbitales atomicos 1sa y s estan normalizados, por tanto: Syy =1y Szz =1

y el determinante secular sera:

Hyy-W  Hyp—WSyp 0

Hyp=WSyp  Hyy=W (67)
que conduce estas dos soluciones (con signos +y -):
Hpp — W==%(Hag — WSys) (68)
Al tomar el valor negativo,
Hpp — W= — (Hag — WSyg) (69)
se obtiene el valor de la energia mas bajo, correspondiente al estado fundamental:
Hyq+Hyp
B=h="1"s
+ 948 (70)
Al tomar el valor positivo:
Haa — W= (Hag — WSyp) (71)
se obtiene E>, que corresponde al 1* estado excitado, £; < E>:
Ey =MW, = Hyy—Hyp

Los valores de E;y E> dependen de R (la distancia internuclear), por lo que este proceso
se repetiria para diferentes distancias (aproximacion de B-O).

Sustituyendo el valor de E;= W; en el sistema de ecuaciones lineales homogéneas:
ca(Haa — WiSaa) +eg(Hap — WiSpp) =0 (73)
ca(Hap — W Sap) +cp(Hpg — W Sgp) =0 (74)
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Se obtiene c4 = cp. Normalizando la funcidon ¢; obtenemos estos coeficientes y la
sustitucion de la expresion obtenida conduce a la funcion aproximada ¢;. El Orbital
Molecular ¢; se ha construido como Combinacién Lineal de los dos Orbitales Atomicos
Isa y 1sg. Como Hx'solo tiene 1 electron ¢ es la parte espacial del estado fundamental.

@, =ca(lsp+lsg) (75)
leal? [ (1A + 1§ +2-1s,1sp) de=1 (76)
_ 1
leal = G om (77)
1 1
¢ = m( SqT SB (78)
E =W = H 4+ Hyp
1+ SAB (79)
Sustituyendo el valor de E> = > en el sistema de ecuaciones lineales homogéneas:
ca(Haa — W3Saa) +cp(Hap — WySxp) =0 (80)
ca(Hap — W,Sap) +cp(Hpg — W,Spp) =0 (81)
Se obtiene ¢4 = —cp y normalizando la funcion:
¢, = ca(lsy — Isp) (82)
leal? [ (1A + 1sg — 2155 1sp) dr=1 (83)
1
= — 84
|CA| (2—2SAB)1/2 ( )

La funcidn aproximada que representa el primer estado excitado del H," sera:
1

= (ls, -1
¢2 m(SA SB) (85)

Como los nucleos 4 y B son idénticos ni |¢[*, ni |¢|* varian al cambiar 4 por B, es decir,
no hay polaridad en el enlace.

Como se ha indicado, E; y E> dependen de R, por lo que los valores de ¢; y ¢ en los
distintos puntos del espacio también depende de la distancia entre los nucleos. Ademas,
el valor del parametro & (equivalente a la carga nuclear efectiva) también depende de R.

Para analizar estos dos estados de la molécula ion hidrégeno hay que:

= (Calcular y obtener los distintos valores de E; y E> para distintos valores de R.
» Sumar E.. + Van (siendo Vyy= 1/R) para obtener U para distintos valores de R.
= Hacer la representacion de U frente a R para las dos soluciones ¢; y ¢».

Al representar U(¢) frente a R, se obtiene una gréfica (figura 10) con un valor de R:=2,02
bohr, (valor verdadero es 2,00 bohr) y D.=2,35 eV (valor verdadero: 2,79 eV). Se trata de
un estado enlazante o, ls.
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Figura 10. Curva de energia potencial U(¢r)

Comparacion de los modelos utilizados en Hx"

k 1 k(0)=2 k(o0)=1 Solucién exacta
R./bohr 2,49 2,02 2,00
D./eV 1,76 2,35 2,79

Al representar U(¢) frente a R, se observa que la energia siempre disminuye al aumentar

R, sin pasar por un minimo. El valor més pequefio de U se obtiene cuando R tiende a

valores muy grandes (no existe enlace). Se trata de un estado antienlazante, o, 1s, y no

es estable.

Energia (Hartrees)

Figura 11. Curva de energia potencial U(¢)

Si Representamos “4|1s4* y Y|lss/* en determinados puntos del eje internuclear, z,
obtenemos las siguientes figuras, que representan la densidad de probabilidad de carga
para H>" cuando el electron esta situado en 4 o en B.

2 1s5,40,0.2)F

Ltsy(0.0.2)P

8 Y
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Figura 12. Densidades de probabilidad atémicas para Hz*, hay un a cispide en el nucleo.

Ahora bien, para la funcidén ¢;, combinacion lineal suma, la densidad de probabilidad,
densidad electrénica es:

2 (Isp +1sp)?
ol = S (86)

y su representacion a lo largo del eje internuclear es:

[ 15,(0,0, 2) + 15,(0,0, 2)]?
2(1+58,)

ad * L

a b z

Figura 13. Densidad de probabilidad a lo largo del eje internuclear obtenida con la funcion MO-CLOA N(1s,+1s))

Se ve que hay un reforzamiento de la carga en el espacio entre los nucleos 4 y B. Es decir,
la densidad electronica en esa zona es mayor que la que se obtiene al sumar la mitad de
la densidad de probabilidad para un electron en un OA /54 y la mitad en un OA Isp. Esta
situacioén corresponde a una mayor probabilidad de encontrar el electrén en la region
internuclear cuando se ha establecido el enlace que cuando el electron forma parte del
atomo de hidrogeno. En la zona internuclear el electron esté solicitado simultaneamente
por los dos nucleos, los dos protones de la molécula, experimentando atracciones que
hacen mas negativa la energia potencial (atractiva) y por tanto disminuyendo la energia
del sistema. Cuanto mayor sea el solapamiento en la region internuclear entre los orbitales
atomicos que forman el enlace, mayor serd el aumento de la densidad de carga en esa
region. Asi, un mayor solapamiento conduce a una menor energia, es decir, a una mayor
estabilidad del sistema.

La funcion ¢, que representa el estado antienlazante o;'ls, es la combinacion lineal
diferencia 1s4 — lsg, y es proporcional a e*™ — e*®_ En un plano perpendicular al eje
internuclear y en el punto medio entre los nucleos »4=rzla funcion se anula, de forma que
este plano es un plano nodal para la funcion o "1s.

La representacion de la densidad de probabilidad |¢|* a lo largo del eje internuclear para
esta funcidn se muestra a continuacion.

[ 15,(0,0,2) = 1s,(0,0, )
2(1- Sab)

a b z

Figura 14. Densidad de probabilidad a lo largo del eje internuclear para la funcién ¢
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En este caso, en la densidad electronica, |¢[*, el término 2-1s41sp resta del término de
densidad de los nucleos (1s4)? + (1s5)?, y disminuye la probabilidad de encontrar el
electron en la region internuclear. En el punto medio entre los nucleos la densidad
electronica es igual a cero, ya que en ese punto la funcién se anula, y por lo tanto su
cuadrado también.

Si el Gnico electrdn de la molécula ion Ho" esta en ese orbital molecular, la molécula es
menos estable que los d&tomos por separado.

Para analizar estos efectos, resulta util hacer los diagramas de contorno de estos orbitales.
A continuacion se representa el contorno para una densidad de probabilidad constante de
los orbitales oz1s y o 1s. Las superficies de contorno tridimensionales se generarian por
rotacion en torno al eje z.

Nodal plane
I

ols aXls

Figura 15. Densidad de probabilidad en el plano que contiene los nticleos de los orbitales oz1s y ou"1s.

La funcion oy ls esta caracterizada por una gran amplitud en la region internuclear; por el
contario en la region internuclear de o; " 1s se obtiene una pequefia amplitud, y en el punto
equidistante, como la contribucion de los dos orbitales atomicos es igual y de signo
contrario, la funcion se anula.

El orbital enlazante ozls estd estabilizado y el antienlazante o;'ls desestabilizado
respecto a las energias de los orbitales atomicos.

ckls
Figura 16. Energia de los orbitales o;1s 0 "1s relativa a los orbitales atémicos.
La fuerza de la interaccion entre los orbitales atdémicos, se mide por la estabilizacion y la

desestabilizacion de los respectivos orbitales enlazante y antienlazante y esto depende de
la integral de solapamiento:

SABZIISA ISBdT (87)

Una integral de solapamiento grande hace que los valores de las energias de estabilizacion
de los estados enlazantes y de desestabilizacion de los antienlazantes sean grandes.
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Hemos construido las funciones de onda electronicas aproximadas de los dos estados mas
bajos de energia del H>", mediante la Combinacion Lineal de dos Orbitales Atomicos. Si
quisiéramos obtener las funciones electronicas aproximadas para otros estados
excitados con el fin de disponer de un conjunto de orbitales moleculares del Hz*, o si
quisiéramos mejorar los resultados, utilizariamos el mismo método pero
construyendo la funcion variacional de prueba combinando mas orbitales atomicos.

Por ejemplo, para obtener los seis estados ¢ de menor energia del H," utilizamos la
combinacion lineal de las tres funciones hidrogenoides de menor energia (orbitales
atomicos) con m=0 (para que los OM resultantes sean de tipo ), para cada adtomo.
Trabajando como se ha visto anteriormente obtendriamos seis valores de energia E£; < E>
< ... <Ejsy seis funciones diferentes ¢;, ¢, ..., ¢ de la forma:

@=cylsp +cp2sp + 3 (2pO)A+ cylsg +c52sp + C6(2p0)13 (88)

Estas funciones son distintas porque los valores de los coeficientes ¢y, c2, ..., ¢s (que
indican la contribucién de los orbitales atdmicos s, 2 s, 2po de cada atomo) son
diferentes. Las seis funciones ¢ son los seis OM de tipo ¢ de menor energia:

* * *
ogls; oyls; 0,285 6,2s; 6,2p ; 6,2p,
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7.6. Molécula de Hidrégeno, H>

La molécula de H> es la molécula mas sencilla que contiene un enlace con un par de
electrones, y es probablemente la molécula més estudiada en quimica cuantica. Tratamos
a continuacion el estado fundamental.

2

1 e

)
a1 1

A A s B

Figura 17. Parametros geométricos de la molécula de H,

El hamiltoniano puramente electronico de esta molécula es:

= lep 1op 1 1 1 11

Hye= - -V{ -2V} ———— —— — —+— 89
cle 2272wy e o o (89)
A, B =nucleos 1, 2 = electrones Vi = operador Laplaciana para los electrones

Como en el 4tomo de He, el término de repulsion entre los electrones impide que la
ecuacion de Schrodinger sea separable y tenga solucion, por lo que hay que utilizar
métodos aproximados.

Estudio del estado fundamental: La configuracion electronica es (ogls)® y la funcién
de onda aproximada que representa este estado viene dada por el determinante de Slater:
1 |ogls(Da(l) o ls(HBL)] '
2 o 1 S(z)a(z) Gy 1 S(2)[3(2) 2 * Og 1 S( 1 )Gg 1 5(2) [OL( 1 )B(z)'a(z)ﬁ(l)] (90)
Para un problema de dos electrones la funcion de spin y la espacial son separables y omitir

la funcion de spin no afecta a la integral variacional. Por ello, plantearemos esta integral
so6lo con la funcion espacial.

_ [ og1s(og 5] Aoy 150 1s@)]deidey
If [og15()og15)] [og15(1)0g15(2)]dry drs

El valor resultante al evaluar esta integral depende de las funciones matematicas que se

o1

var

utilicen para construir la funciéon que hemos denotado como oyls. Recordemos que
estamos construyendo los orbitales moleculares como una combinacioén de funciones:

— yN
¢ = i Cid; (02)
Vamos a utilizar las mismas funciones matematicas que hemos utilizado para el Ho*, ya

que la finalidad de buscar funciones aproximadas para este sistema era utilizarlas en
moléculas poli-electronicas. Trabajaremos, por tanto, con las funciones siguientes:

1
Ggls=(p1=cAlsA+cBlsB=\/T_&AB(ISAHSB) (93)
Isu= K2 12e7ka g = 2 1/2¢ ke (94)
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En este caso el valor de la carga nuclear efectiva k es diferente, ya que ahora al tener dos
electrones, cada uno de ellos estd parcialmente apantallado por el otro. Por lo tanto, para
la parte espacial de la funcidon de onda electronica aproximada del estado fundamental
tomaremos:
1
ogls(1)o,1s(2) = 725 [1sA(1) + 1sg(1)] - [1s4(2) + 155(2)] (95)

La integral variacional queda:

[l [og1s(D)og15(2)] Afogls(1)ogls@)]de dry

var ~ * (96)
If [og1s(1)og15(2)] [0g15(1)015(2)]drdr,
ﬁzﬁ‘f+ﬁ§+ri (97)
12
A =T, -——-— es=H(H) (98)
TAl Bl
A =T,-——— es=HH) (99)
TA2 B2

El denominador sera igual a 1
{flogts(D dr;} { [log1s@)| dry} =1 (100)
Evar = Jf [015(1)0,15(2)] 3 [0,15(1)0,15(2)]dr, dr,

+ I [o415(1)og15(2)] D3[o,1s(1)0,15(2)] dr,dr

+[f [Ggls(l)csgls(Z)]*i[Ggls(l)cgls(2)] dr,dr, (101)

Ear = [0, 15@)[ dry [[o,18(D)] B [o,1s(1)] dry

+ Jogds(D) dr; [[og1s(2)] B3[o,1s(2)] dr

+[f [Ggls(l)csgls(Z)]*i[Ggls(l)cgls(2)] dr,dr, (101)

Eyar = 2W, (HD) + ff |0gls(1)|2|0gls(2)|2idrldrz (102)
Donde W; es la energia puramente electrénica que hemos obtenido para el estado

fundamental del H»".

Para la molécula de hidrégeno, Coulson (1937) obtuvo con estas expresiones un valor de
R.= 0,732 A, muy proximo al verdadero valor medido experimentalmente de 0,742 A.
Para la energia de disociacioén obtuvo: D.= 3,49 eV; el resultado no es muy bueno, si se
compara con el experimental de D.= 4,75 eV.

Utilizando funciones matematicas mas complejas y en mayor nimero para construir los
orbitales moleculares (¢ = Yx, ¢;0,), se obtuvieron mejoras en la energia de disociacion.
Sin embargo, llega un momento en el que al afiadir més funciones ya no mejora la calidad
de la energia: Limite de Hartree-Fock.

Para obtener un valor mas preciso de la energia de enlace, hay que ir mas alla de la
aproximacion SCF o de Hartree-Fock (que escribe la funcién como producto de funciones
individuales para cada electron). Esto es, hay que hacer algo més que mejorar las

209



funciones matematicas que representan los orbitales moleculares: Hay que tener en
cuenta la correlacion electronica.

= Una forma de hacerlo es aplicar una interaccion de configuraciones (CI): sumar
a la funcidn de onda del estado fundamental contribuciones de estados excitados
con la misma simetria que el estado fundamental. Esto implica afadir
determinantes de Slater adicionales en la descripcion de la funcion de onda.

= También se ha obtenido una funcion de onda mejorada cuando se incluye la
distancia entre los electrones r;;. Estas funciones son de gran complejidad, pero
conducen a un valor de la energia de disociacion practicamente igual al
experimental.

A continuacion, nos centraremos en la interaccion de configuraciones.

Vamos a ver como influyen las contribuciones de los estados excitados mas proximos al
fundamental, en la interaccion de configuraciones, cuando esta aproximacion se utiliza
para mejorar el estado fundamental del H».

Previamente, hay que obtener los términos espectroscopicos moleculares que derivan de
las diferentes configuraciones electronicas y ver los que tienen la misma simetria, porque
solo ellos pueden contribuir en la interaccion de configuraciones.

Los términos espectroscopicos moleculares se describen de la siguiente forma:

En el centro una letra griega mayuscula, que proviene de adicionar los valores de A = |m)|
de los distintos electrones. Por ejemplo, si son dos electrones 6: m =0; 0 + 0 =0 da un
término X.

Como superindice a la izquierda se pone la multiplicidad (2S+1). S = N° Cuantico que
cuantiza el modulo del momento angular de spin del conjunto de electrones del OM.
Como subindice a la derecha, el resultado del producto de la paridad de las dos funciones
(g g=guu=g g u=u.

La configuracion del estado fundamental es og1s(1)oy1s(2) que da lugar a un término
espectroscopico de tipo X.

Por otra parte, S=0 ya que los dos electrones estan en el mismo orbital, por lo tanto se
tienen que diferenciar en ms; Para un electréon ms = +1/2 y para el otro ms = —1/2, por lo
tanto Ms=0y S =0, es decir, la multiplicidad sera =2S+1=1 — ',

Finalmente tenemos el producto de dos funciones pares, por lo que el término sera
también par: 1Zg.

La primera configuracion excitada es (ogls)(ou*1s), es decir un electron en el nivel
fundamental y otro en el siguiente nivel:

Son dos electrones ¢ m = 0; 0 + 0 = 0. Da un término X ; tenemos los dos electrones en
dos orbitales moleculares diferentes, por lo tanto dos posibles valores de S; S=1 y S=0; °%
)

210



En este caso es el producto de una funcién par, por una impar, por lo que los términos
seran impares. 3Ly, 'Zu. Por lo tanto no hay contribucién de este primer estado
excitado (o;z1s)(o0u*1s) a la interaccion de configuraciones.

La configuracion del siguiente estado excitado es (o *1s)* que tiene un Unico término
espectroscopico, 'Z,. Este si tiene la simetria adecuada para contribuir a mejorar la
funcién de onda del estado fundamental.

Entonces una funcion aproximada mejorada con CI para representar el estado
fundamental sera:

Nf[o,1s(1)o,15(2)] + ¢ [onls(1)o,1s(2)]} (103)

, . . . ., *
Donde ¢ es un parametro variacional, N la constante de normalizacion. 6,1s y 6,1s son

los orbitales moleculares determinados anteriormente:

_1sa (D) +1sg(1)
Ggls(l) = — WS; (104)
* _ ISA(I)— lSB(l)
culs(l) = = (105)
1s5(1) = K/ 2g~1/2e keal (106)
1sg(1) = &/2n~1/2¢ ki (107)

El resultado de este calculo conduce a una longitud de enlace, R. = 0,7500 A y una energia
de disociacion D, = 4,02 eV frente al de 3,49 eV sin interaccion de configuraciones y de
4,75 eV el experimental.

De esta forma, introduciendo la contribucién de mas configuraciones, se pueden mejorar
los resultados. Para el estado fundamental, la funcion de onda con una mezcla de cien
términos es indistinguible de la funcion de onda exacta (se obtiene el mismo valor de
energia).
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7.7. Método del enlace de valencia

El método del enlace de valencia (EV, o VB por sus siglas en inglés: “Valence Bond”)
desarrollado por Heitler y London inicialmente para la molécula de hidrogeno, esta mas
relacionado con la idea que tiene el quimico de que la molécula esta constituida por
atomos unidos por enlaces. Sin embargo, hoy en dia los célculos para las energias de las
moléculas se hacen de forma mayoritaria con el método de OM.

En el método de EV se considera la molécula formada por cores atdbmicos (nicleos y
electrones de capas internas) y electrones de valencia. Para la molécula de hidrégeno los
dos electrones que tienen son enlazantes.

Se estudia el proceso de formacion del enlace:
- (Qué ocurre cuando se aproximan dos atomos de hidrogeno?

Cuando estan separados, el hamiltoniano total (molecular) es la suma de dos
hamiltonianos atdmicos independientes

H=H, +Hp (108)
La solucion exacta de este Hamiltoniano es:
W(1,2) = Lsa(1)1sp(2) (109)
donde se ha asociado el electrén 1 al &tomo 4 y el 2 al B.
Otra funcion igualmente valida seria asociar el electron 2 al atomo 4 y el 1 al B:
W(2,1) = Lsa(2)1sp(1) (110)

Heitler y London trabajaron con una combinaciéon lineal de ambas para la funcién
dependiente de las coordenadas de posicion:

\|/=C11SA(1)ISB(2)+C21SA(2)1SB(1) (111)
y obtuvieron R, = 0,80 A y D, = 3,20 eV. Estos resultados no son muy buenos si se
comparan con los experimentales: R. = 0,742 A y D. = 4,75 eV y algo peores que los
encontrados con el método de OM sin mejorar mediante Interaccion de Configuraciones:
R.=0,732 AyD.=3,49 eV
Los calculos mejoran incluyendo en la combinacion lineal orbitales atomicos 2p, ademas
de los 1s. Sin embargo, la forma de analizar este efecto es méas complicada.
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7.8. Comparacion de ambos métodos (OM vs. VB)

El estado fundamental de la molécula de H» es un singlete y los dos métodos (OM y VB)
tienen la misma parte de spin, la diferencia esta en la parte orbital.

En el Método de OM la funcion de onda que utilizamos para el estado fundamental fue:

ogls(1)og1s(2) = 77— [1sA(D)+1sg(1)][1s4(2)+1s5(2)] (112)

1
SaB
¢OM =N[1s,(1)1sA(2)+1sg(1)1sg(2)+1sA (1) Isg(2)+1sg(1)1s5(2)] (113)

En el Método de EV la funcion de onda para el estado fundamental es:

dpy = N [1s2 (D 1s5(2)+1s5(1) 154 (2)] (114)

La funciéon de onda OM-CLOA tiene dos términos adicionales respecto de la de EV que
corresponden a la presencia de los dos electrones en el mismo atomo.

A B A B A B
Estas dos estructuras del método de OM (adicionales a las que posee en comtn con el de
EV) se llaman i6nicas, porque en ellas los dos electrones estan sobre un mismo atomo:

en el primer caso tenemos: H4(-) y Ha(+), y en el segundo al contrario: H4(+); Ha(-), y
deben tener igual peso entre ellas puesto que la molécula es simétrica.

Pero estos términos exageran la probabilidad (pequefia) de encontrar los dos electrones
en el mismo atomo frente a la de estar uno en cada atomo. Estas estructuras tienen el
mismo peso que las otras que hacen un reparto equitativo de la carga electronica, las
denominadas estructuras covalentes.

Por ello, la energia de disociacién es menor de lo que deberia ser y la curva esta muy por
encima de donde deberia.

Este es un defecto intrinseco de los métodos de OM (que usan el método SCF o HF)
porque en ellos:

= La presencia de un electron en un punto del espacio no modifica la probabilidad
de presencia del otro electron en los diferentes puntos del espacio.
= Es decir, falta la correlacion electrénica.
Si el electron 1 estd en el orbital 1s4, deberia ser mas probable encontrar el otro electron,
2,en el lsg que en el mismo atomo A.

De este modo, el método de OM da un peso excesivo a las estructuras ionicas, frente al
peso de las covalentes (les da el mismo peso). Asi, cuando se disocia la molécula de
hidrégeno en el estado fundamental no da un hidruro y un proton, sino siempre dos
atomos de hidrogeno.
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Mejora de los resultados
Ambos métodos se mejoran superando las limitaciones fundamentales que presentan.

El método EV se mejora introduciendo una contribucién de funciones que representen
estructuras ionicas, 1s4(1) 154(2) + 1s5(1) 1s5(2), que su funcidon de onda original no tiene:

dpy = N Isy (D 1sg(2)+1sp(1)1s4(2)] (115)

Si no tenemos en cuenta las estructuras ionicas, consideramos que no existe probabilidad
alguna de que los dos electrones estén en algun instante en las proximidades del ntcleo
A, o en las de B, lo que no es correcto. Tiene que haber una probabilidad finita, aunque
sea un valor pequefio, de que los dos electrones estén en cualquier parte del sistema:

¢EV+Estruct ionicas NV[ISA(I) 15B(2)+15B(1) ISA(2)] + 5[ISA(I)ISA(z)—i_ISB(I)ISB(z)] (1 16)
con un valor de d menor que 1.

De este modo, se incluye la contribucion de los términos id6nicos, pero con un peso menor
que el de los covalentes.

En el método de OM hemos visto que la forma de mejorar las funciones de onda es
mediante la interaccioén de configuraciones.

El primer estado excitado que puede contribuir a mejorar el estado fundamental es
(ou'1s)? y da lugar a la funciéon de onda, que, sin tener en cuenta las constantes de
normalizacion es:

Ponric = Ogls(1)og15(2) + c[ouls()o,1s(2)]=
= [1sa(D)+1sg(D][1s4(2)+1sp(2)] +c[1s2 (1) — Isg(1)][1s5(2) — 1s5(2)] =
=[1sp (1154 (2) + Isg(1)1sp(2) + 154 (1) 1sp(2) + 1sg(1) 15, (2)] +
c[1sa(1)1s5(2) + 1sg(1)1s5(2) — 1so(1)1s5(2) — 1sg(1)1sA(2)]=
(I +)[1sa(1)1s4(2) + 1sg(1)1sg(2)] + (1 — c)[1so (1) 1s5(2) + 1s(1) 15, (2)]

(117)
Como no hemos normalizado, podemos dividir todo por (1—c):
1+
Poniic= [1sa(D1sp(2) + 1sp(1) 155 (2)] + ch [1sA(1)1s4(2) + 1sp(1) 1sp(2)] (118)
I+c
— =0 (119)
y vemos que resulta que, con estas modificaciones:
¢OM+Interac. Configur. - ¢EV+Estruct ionicas (120)
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7.9. Modelo de OM para moléculas diatomicas del 1¢" y 2° periodo

a) Configuracion de las moléculas diatémicas homonucleares segin la teoria de OM:

Los tamaios y energias de los OM varian al cambiar la distancia internuclear para cada
molécula, y varian también cuando pasamos de una molécula a otra. El pardmetro A(R)
varia con R, y aumenta al pasar a moléculas con mayor carga nuclear, sobre todo para el
OM o¢ls, dando un OM mas compacto.

En principio, si considerasemos que solo se pueden mezclar los OA de la misma
naturaleza, los OA Is solo se mezclarian con los Is para dar los OM 6gls y 6,*1s; los
orbitales atomicos 2s se mezclarian con los 2s para dar los OM 642s y 6,*2s; los OA 2p;
con los 2p; para dar los OM 642p; y 6.*2p;, etc. La secuencia de energia de los OM
formados en moléculas diatomicas seria la que se muestra en la figura 18. En las figuras
19 a 21 se muestran esquemas correspondientes a la formacion de los orbitales
moleculares.

Energia
oQ

2p e

- ——

Figura 18. Diagrama de OM para moléculas diatémicas, secuencia de energias.
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Figura 19. Contorno, para un valor constante, de los OM c;1s y 6,*1s. Las superficies de contorno tridimensional
se generan rotando estas figuras en torno al eje z.

Figura 20. Formacion de los OM G;2p y G6,*2p a partir de los OA 2p,. Las lineas de trazos indicant las superficies
nodales. Los signos sobre los contornos corresponden al signo de la funcion de onda. Los contornos son
simétricos respect al eje z.

X

7

n,*2p,

X

+

/ oy F

?
C

b 20,

Figura 21. Formacion de los OM m,2p, y T*2p, a partir de los OA 2p,.

Sin embargo, los OA pueden mezclarse entre si si tienen la misma simetria y si la
diferencia de energia entre ellos no es muy grande. En el caso de las moléculas
diatomicas, en las que tradicionalmente se toma como eje z la linea de enlace, los OA ns
se pueden mezclar por simetria con los npz pero no con los npxni con los npy, que estaran
dirigidos a los largo de los ejes x e y respectivamente (véase la figura 22).
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Figura 22. Representacion de los OM ns, np;, npy y npx.

Por lo que se refiere a la energia, en la figura 23 se representa la energia de los orbitales
atomicos 2s y 2p para los elementos del segundo periodo de la tabla periodica.

v

2o
5 f%_ IR %ﬂ- % C N 19 F !‘lﬁ

Figura 23. Energia de los orbitales atdmicos 2s y 2p para los elementos del segundo periodo de la tabla periddica

Hasta el nitrégeno, la simetria y las diferencias de energias entre los OA 2s y 2p permiten
que estos OA se mezclen entre si para obtener 4 OM de tipo sigma, dos de ellos (cg2s y
ou*2s) formados con una mayor contribucion de los OA 2s que los 2p, y que estan
estabilizados (con menor energia) respecto a los 6g2s y ou*2s del esquema anterior de
OM sin mezclar; y otros dos orbitales sigma (6g2po y 6u™*2po) formados con mayor
contribucion de los OA 2p, que de los 2s, y que estan desestabilizados (mayor energia)
respecto de los 6g2po y 6u*2po del esquema anterior. Se obtiene asi el diagrama de
orbitales moleculares para las moléculas diatdémicas homonucleares hasta N> (inclusive)
mostrado en la figura 24.

Por tanto, el orden que se sigue para llenar los OM, al avanzar en la tabla periddica hasta
N2 es el siguiente:

ogls < ou*1s < 6g2s < Gu*2s < Mu2Ppx = Mu2Py < 6g2Pz < Mg*2Px = Wg*2py < Gu*2p:
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Figura 24. Diagrama de la energia de los OM para las moléculas diatdmicas homonucleares hasta N; (inclusive).
Por motivos visuales, la energia no esta a escala, y los orbitales 1s deberian estar mas abajo.

Como se observa, todo orbital enlazante se llena antes que el correspondiente
antienlazante. Los orbitales my y g™ estan degenerados (degeneracion = 2). Los orbitales
degenerados mu2px y mu2py tienen una energia ligeramente inferior a la del c¢2p..

Debido a que los orbitales 2s y 2p estan bastante proximos en energia, la mezcla entre
ellos es muy alta. Este efecto proporciona una mayor estabilidad a los orbitales de menor
energia que resultan de la combinacion (6g2s y 6u*2s), pero hace que se desestabilicen
los orbitales de mayor energia (6z2p, y cu*2p,). Por ello, el orbital c42p, tiene mayor
energia que los orbitales m,2px y m2py.

Al pasar del nitrogeno al oxigeno, la diferencia de energia entre los OA 2s y los 2p
aumenta considerablemente, y la mezcla entre los orbitales 2s y 2p, es menos importante
que en los casos anteriores. Como consecuencia, el orbital 6,2p, tiene menos energia que
los mu2px/y degenerados. A partir del oxigeno (incluido) se obtiene el siguiente diagrama
de orbitales moleculares.
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Figura 25. Esquema de la energia para los OM de las moléculas diatémicas O,, F,, y Ne,.

El orden de energia de los OM del esquema de la figura 25 coincide con el primero que
se ha expuesto cuando no se habia tenido en cuenta la mezcla entre los OA 2s 'y 2p,.

En la formacion de los OM de estas tres moléculas (O2, F2 y Ne»), si que existe mezcla
de los OA 2s y 2p,, pero menor que en los OM correspondientes a las moléculas X»
(siendo X un atomo de la segunda fila de la tabla periddica hasta el &tomo de N). Asi, la
contribucion de los orbitales 2p, en los OM 6425 y 6.*2s de estas tres moléculas es menor
que en el caso anterior, y también es menor la contribucién de los orbitales 2s en la
formacion de los orbitales 6.2p; y 6u*2p..

Igual que en los atomos se llenan los OA con los electrones dando lugar a las
configuraciones electronicas correspondientes (por ejemplo, la configuracion 1s22s? para
el estado fundamental del Be); ahora se iran llenando los OM y obtendremos las
configuraciones electrénicas moleculares (maximo dos electrones en un OM para cumplir
el Principio de Pauli).

El orden de enlace (O.E.) de una molécula diatomica se obtiene como:

O.E.= %-(n" e~ enlazantes — n° e~ antienlazantes) (121)
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H2: (o¢1s)? los dos electrones enlazantes dan un enlace sencillo.

Los dos electrones en el OM o;1s con los spines opuestos, dando un término para el estado
fundamental: 'Z,

Hez: (6¢15)*(ou*1s)2. Con dos electrones enlazantes y dos electrones antienlazantes, es de
esperar que no haya enlace neto: orden de enlace cero. Esto esta de acuerdo con el hecho
conocido de que no existe la molécula He» en el estado fundamental; la curva de energia
potencial U(R) no tiene minimo.

Sin embargo, si se excita un electrén desde un OM o,*1s a uno mas alto enlazante,
tendremos tres electrones enlazantes y un electron antienlazante, orden de enlace uno, de
forma que habré estados excitados enlazantes con minimo en la curva U(R) de energia
potencial. Se han observado en tubos de descarga de gases unas dos docenas de estos
estados excitados estables, que, cuando decaen al estado electronico fundamental dejan
de ser estables (el orden de enlace pasa a cero) y entonces la molécula se disocia.

Liz: (ogls)*(ou™1s)?*(0¢2s)* sera la configuracion del estado electronico fundamental.
Tiene dos electrones enlazantes netos, lo que lleva a describir la molécula como con un
enlace sencillo Li—Li. Experimentalmente se encuentra que el Li, es una especie estable.
El exponente en el OA que utilizamos en la expresion matematica para construir en OM
de la molécula Li, es considerablemente mayor que en el H," 0 en la molécula H, debido
a que la carga nuclear (Z) es 3 en vez de 1. Esto hace que la representacion de la densidad
electronica del orbital 1s del Li decaiga con mucha mayor pendiente que la del 1s del H.
En consecuencia, el solapamiento entre los dos OA 1svi en la molécula de Li> serd menor
y las integrales Sap y Hab seran mucho mas pequenas que para el Ho.

Como resultado, las energias de los OM ocgls y ou*1s del Liz estdn muy proximas entre si
y son casi iguales a la energia de un OA 1s del Li. Frecuentemente, se escribe la
configuracion del estado fundamental del Li» como KK (c¢2s)? para indicar el cambio
despreciable en la energia orbital de las capas internas con la formacion de la molécula,
es decir en la molécula de Liz los OM ogls y ou*1s estan practicamente como OA. En
cambio, el exponente de los OA 2s en el Li> no es mucho mayor que 1 debido a que estos
electrones estan apantallados por los electrones 1s.

Be2: KK(6g2s)*(6u*2s)2. No tiene electrones enlazantes netos. No se observa esta
molécula en el estado fundamental.

B2: KK(6¢2s)*(6u*2s)*(mu2p)? con dos electrones enlazantes netos que indican un estado
fundamental estable como se encuentra experimentalmente. Los electrones enlazantes son
electrones m. Hay dos orbitales m2p con la misma energia. De esa configuracion
electronica se obtienen dos términos, un singlete y un triplete, y segun la regla de Hund
el de mas baja energia sera el de maxima multiplicidad, lo que obligard a que los dos
electrones con los espines paralelos estén uno en un OM m.2px y el otro en el m2py y asi
la multiplicidad serd 25+1=3. Experimentalmente se obtiene que el estado fundamental
del B2 es un triplete.

C2: KK(6g25)*(6u*2s)*(mu2p)* en el estado fundamental con 4 electrones enlazantes
netos, lo que indica un estado fundamental estable con un doble enlace. Todos los espines
apareados. El estado fundamental es un singlete.
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N2: KK(06g2s)*(6u*2s)*(mu2p)*(652p)* con 6 electrones netos enlazantes en el estado
fundamental, lo que indica un enlace triple de acuerdo con la estructura de Lewis :N=N:
0:2: KK(06¢25)*(0u*25)?*(6¢2p)*(mu2p)*(ne*2p)?. Espectroscopicamente se observa que en
las moléculas diatomicas Oz y F» el orbital c¢2p tiene menos energia que los m2p. En el
estado fundamental de la molécula Oz, hay 4 electrones enlazantes netos, con el resultado
de un doble enlace. Los OM mz*2px y me*2py son degenerados, por lo que habra un
electron en cada uno de ellos con los espines paralelos (para conseguir la maxima
multiplicidad). Esta explicacion del paramagnetismo del O fue uno de los primeros
éxitos de la teoria de OM.

F2: KK(6525)*(6u*25)*(62p)*(mu2p)*(ng*2p)* con 2 electrones enlazantes netos que dan
un enlace simple.

Nez: KK(6g25)*(6u*25)*(6¢2p)*(mu2p)*(me*2p)*(6u*2p)>. No hay electrones enlazantes
netos y por lo tanto no hay enlace en el estado fundamental, lo que concuerda con la
evidencia experimental.

Se podria seguir describiendo moléculas diatdbmicas homonucleares y asi Nao tiene la
configuracion KKLL(cg3s)>.

En general, la energia de disociacion D. aumenta al aumentar el orden de enlace mientras
que la distancia de equilibrio R. entre los dos atomos disminuye.

El criterio para designar un OM como enlazante o antienlazante es el de que la
energia de disociacion, D., disminuya o aumente al eliminar un electron de dicho
OM. En la tabla siguiente vemos algunas propiedades de las moléculas diatomicas
homonucleares en sus estados electronicos fundamentales:

Molécula  Término fundamental Orden de enlace D./eV R./ A Ve
HF My = 2.79 1.06 2322
Hp T 1 4.75 0.741 4403
HeZ SN i 2.5 1.08 1698
He; 'of 0 0.0009 3.0
Lis 'nf 1 1.07 2.67 351.4
Be; o 0 0.10 2.45
B, ’yy 1 3.1 1.59 1051
Cs ‘o 2 6.3 1.24 1855
N iyt 21 8.85 1.12 2207
N. ‘= 3 9.91 1.10 2358
oF o} 21 6.78 1.12 1905
0 ’%, B 5.21 1.21 1580
F, '=F 1 1.66 1.41 892
Nes 2N 0 0.0036 3.1 14
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Moléculas diatomicas heteronucleares:

En principio vamos a suponer que los dos atomos tienen nimeros atémicos que difieren
solo ligeramente: por ejemplo, el CO. Se podria considerar el CO como formado a partir
de una molécula isoelectronica de N> en la que se produce una transferencia gradual de
carga nuclear de un nucleo al otro. Durante esta hipotética transferencia los OM del N»
se irian transformando lentamente hasta dar los del CO. Por lo tanto, es de esperar que
los OM del CO sean parecidos a los del N». Para una molécula diatémica heteronuclear
como el CO se utilizan muchos de los razonamientos que hemos visto en el caso de las
moléculas diatdémicas homonucleares. Sin embargo, hay que tener en cuenta que en las
moléculas heteronucleares, Helec ya no es invariante con respecto a la inversion de las
coordenadas electrénicas, es decir, Helec ya no conmuta con el operador paridad, TI. Asi,
las funciones matematicas que representan los OM ya no son simétricas o antisimétricas
respecto de la inversion de las coordenadas de los electrones, por lo que desaparecen las
propiedades g y u. La notacion cambia, los OM de la misma simetria se numeran en orden
creciente de energia: 1o, 206, 36, 46... y 17, 27, 37, 47. ..

En el caso de las moléculas diatomicas heteronucleares, al igual que en el de las
homonucleares, los OM se aproximan mediante combinaciones lineales de OA. Pero
ahora, la molécula ya no es simétrica respecto al origen de coordenadas y, por ejemplo,
cuando se combinen un OA de cada 4tomo para formar dos OM (el enlazante y el
antienlazante) en el OM enlazante participard mas (mayor coeficiente en la combinacion
lineal) el OA de menor energia, y en el antienlazante el de mayor energia.

Igual que en las moléculas diatdbmicas homonucleares, por razones de simetria, los OA ns
se podran mezclar con los np, y daran OM o. Asimismo, en la formacion de estas
moléculas, habra que tener en cuenta las diferencias de energia entre los OA; si estas son
grandes no se combinaran los OA, incluso los de la misma simetria. El esquema de los
OM en una molécula como el CO seria el de las figuras 26 y 27.

Los dos primeros OM son practicamente los OA 1s del oxigeno y del carbono
respectivamente, que en la configuracion electronica se simbolizan como KK. Cuando
los enlaces quimicos se han formado los atomos como tal no existen, el sistema quimico
que tenemos es la molécula y, por lo tanto, los electrones deben estar situados en los OM
(no pueden estar en los OA).
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Figura 26. Diagrama de energia de los OM de la molécula de CO en su estado fundamental (singulete). A la
derecha la forma de los orbitales moleculares a partir de la superficie de un valor dado de densidad electrdnica.
En rojo la zona en la que la funcién orbital es positiva (la funciéon densidad electronica es siempre positiva) y en

verde la zona en la que la funcién orbital es negativa.
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Figura 27. Diagrama de energia de los OM de la molécula de CO en su estado fundamental (singulete). A la
derecha, de forma esquematica, la contribucidon de los orbitales atémicos de cada aromo a cada Orbital

Molecular. En blanco la zona en la que la funcidn orbital es positiva y rayada la zona en la que la funcién orbital

es negativa.

En el caso de una molécula con nucleos muy diferentes la situacion es distinta. Por
ejemplo, en la molécula de HF las configuraciones del estado fundamental de cada atomo
son H: 1s y F: 1s22s?2p>. Las subcapas 1s? y 2s? llenas en el fliior participan poco en el
enlace, de tal forma que el OM 1o del HF es practicamente igual al OA 1s del fluor. El
OM 20 del HF es muy semejante al OA 2s del fltor (poca contribucion de los otros
orbitales atomicos a la formacion del OM). Al orbital 36 del HF contribuyen el 1s del H
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y los orbitales 2s (muy poco) y 2p: del fluor. Los OM 1z degenerados del HF son los
correspondientes OA del fltior (por simetria no se pueden mezclar ni entre si ni con el 1s

del H). El orbital 46 del HF, antienlazante, tendra contribucion del 1s del H y 2s (muy
poco) y 2pz del fluor. Véase la figura 28.
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Figura 28. Diagrama de energia de los OM de la molécula de HF en su estado fundamental (singulete). A la

derecha la forma de los orbitales moleculares a partir de la superficie de un valor dado de densidad electronica
En rojo la zona en la que la funcion orbital es positiva (la funcion densidad electrénica es siempre positiva) y en
verde la zona en la que la funcidn orbital es negativa.
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1.

2).

3).

4).

5).

6).

7).

8).

9).

10).

11).

12).

LISTADO DE PROBLEMAS
TEMAI1

Calcula las frecuencias, v, y el nuimero de ondas de la radiacion azul de longitud de onda
455 nm. Expresa los resultados en los sistemas CGS y SI.

La funcion trabajo W es la barrera de potencial que un electron debe vencer para ser
capaz de abandonar un metal. S1 W es 2 eV ;cual es el valor de la frecuencia vo y de la
longitud de onda A de la luz que debemos hacer incidir en el metal para empezar a
observar un efecto fotoeléctrico?

Si la funcion trabajo de un metal es 1 eV y hacemos incidir sobre ¢l radiacion
electromagnética de 5000 A ;cual es la velocidad, v, de los electrones que son extraidos
del metal?

Calcula la velocidad con que son emitidos los electrones en el atomo de Li a
consecuencia de la absorcion de luz cuya frecuencia expresada en nimero de ondas es
27778 cm’!, sabiendo que la longitud de onda umbral para la emisién fotoeléctrica del
Lies 520 nm.

Calcula el potencial de ionizacion del hidrogeno atdomico sabiendo que la constante de
Rydberg = 109677,6 cm™'.

La mayor longitud de onda de una linea de una de las series del espectro del 4&tomo de
hidrégeno es 1875,6 nm. Determina cual es esa serie.

Si tomamos que la luz visible es luz con una longitud de onda entre 4000 y 7000 A ;Qué
transiciones espectrales del &tomo de H seran observables en el espectro visible?

(Cuales son las longitudes de onda de a) un foton, b) un electron, teniendo cada uno de
ellos 1eV de energia cinética?

Determina la A asociada al movimiento de un electron que lleva la velocidad de 7,00-10°
m-s’!. Compara el resultado con el que se obtendria si se tratase de una bola de 1 kg de
masa moviéndose a la misma velocidad.

Si un electron pasa a través de una diferencia de potencial eléctrico de 1 V adquiere una
energia de 1eV. Si se quiere que tenga asociada una onda de longitud de onda de 1 A
(Qué diferencia de potencial se le debe aplicar?

Si la posicion de un electrén se mide con una precision de + 107 A ;cual sera la méxima
precision para el momento? ;Habra algin problema para describir un momento de 1074
Ns?

La velocidad de un electron es de 500 m-s™! y ha sido medida con una precision de 0,01
%. Determinese la precision con que se puede localizar la posicion de ese electron. >
Tema 2



TEMA 2

13). El operador energia (Hamiltoniano) de un sistema viene dado por:

o "7k,
© 8mm oy 2"

a) Demuestra si la funcion y = Nxe™ donde a = (%) Vmk es o no es funcion propia de

dicho operador. En caso afirmativo, determina el valor de la energia; en caso
negativo, determina (E).

b) Determina el punto (o puntos) de maxima probabilidad de encontrar a la particula.
14). Di cuales de las siguientes funciones son funcion propia del operador ;—; y halla el valor

propio para cada funcion propia:

a)e* b)x> c¢)senx d)3cosx e)senx +cosx
15). Dada la funcion:

S=Ae™ siendo m un nimero entero y ¢ la variable independiente: 0 < ¢ < 27.

Encuentra el valor de la constante 4 para normalizar dicha funcion.

16). Las funciones de onda: y, = A(a’ —x?) y y,=Bx(a’ —x?)

Estan definidas en el intervalo: -a <x < a.

a) Normalizalas y demuestra si son ortogonales.

b) Determina el punto de maxima probabilidad de encontrar a la particula 1. ;Sera el
mismo que para la particula 2?

¢) Determina la probabilidad de encontrar a la particula 1 entre x =0 y x = -—a.

W | =

TEMA 3

17). Comprueba que para una particula en una caja monodimensional las funciones propias
pertenecientes a los valores propios E1 y E> son ortogonales. Haz lo mismo para E; y Ea.
Puedes usar que:

sen[(m —n)x] sen[(m + n)x]
2(m—n)  2(m+n)

fsen(mx) -sen(nx)dx =



18). Cada una de las siguientes particulas estéd localizada en una caja monodimensional de las
caracteristicas recogidas en la tabla:

Particula masa/kg longitud/m
e 9.11-107! 10710
H» 3.35-10% 1077
bola 107! 1072

Calcula para cada caso la energia correspondiente al estado fundamental y la diferencia con
el nivel adyacente.

19). Calcula la frecuencia correspondiente al paso del nivel n=1 al n=2 para una particula de
masa 1.031-107°° kg encerrada en una caja monodimensional de 2-10"'° m de longitud y
la de una molécula de Oz en una caja de 1 cm. Explica la diferencia en cuanto a
resultados.

20). En el caso de un electron confinado en una caja unidimensional de 10 nm de longitud,
calcula el nimero de niveles de energia que estarian entre 9 y 10 eV e indica cuales son.

21). Si tenemos un electrén en una caja de 10 A de longitud ;cual es la longitud de onda de
la luz que es absorbida en una transicion del estado fundamental al primer estado
excitado?

22). Dada una particula en un pozo de potencial monodimensional ;cudl es la posicion (o
posiciones) de méxima probabilidad para la particula en el tercer nivel?

23). Dada una particula que se mueve en un pozo de potencial monodimensional jen qué
nivel existe menor probabilidad de encontrar la particula en el cuarto derecho de la caja?

24). Calcula la probabilidad de que una particula en una caja monodimensional se encuentre
en el tercio entre x = L/3 yx =2L/3;paran=1,2y 3.

25). Supongamos que una particula en un pozo de longitud L estd en un estado en el que: ¥
=0,parax<0yx>L,ypara0<x<L:

wolypte 2 T VB g L2 2nx
= — m. — J— JE— m — -
28 Lsen L 2 ee Lsen L

Calcula los posibles resultados de la energia (si ésta se midiera en tiempo ¢, asi como sus
respectivas probabilidades).



26). Considera un rotor rigido de masa x obligado a girar alrededor de un punto fijo en el
plano xy.

a) Obtén el operador correspondiente a la energia del rotor.
b) Calcula los estados energéticos permitidos y sus funciones propias.
¢) Determina la degeneracion de los distintos niveles energéticos.

=2 2 (& o, I &\ e & 20, ,1(& o, 1 &
: = — —+ —t— = =—=+-—+=|—+ -t — —
Ayuda L h <692 COde 00 sen?0 6¢2)’ v o2 ror P \o& COde 00 sen?0 6¢2

27). Un oscilador armonico es un sistema de dos masas m; y my desplazables respecto de una
posicion de equilibrio. Para un desplazamiento x, la fuerza recuperadora es F = -kx,
siendo k la constante de la fuerza recuperadora.

a) Obtén la energia vibracional del estado fundamental del oscilador arménico sabiendo
) . 2 .
que viene representado por la funcion de onda y = N-¢** . Expresa E en funcion de la

frecuencia del oscilador, v.

b) Normaliza la funcion de onda del estado fundamental.

TEMA 4-6

32
. , L 1 (1 -
28). Considera un atomo de hidrogeno en el estado fundamental (1s). y, = = (;) e,
a) Escribe el operador hamiltoniano correspondiente a la energia interna del sistema en
coordenadas esféricas. Escribe también el operador energia cinética, T, y el operador

energia potencial, V.

b) Demuestra que v, no es funcion propia ni de Tnide V.

¢) Demuestra que y,  si es funcion propia de H. Obtén el valor de la energia del sistema
en funcion de %

d) Obtén el valor medio de la energia cinética, (T), y el de la energia potencial, (V).

2 2 _ 2
Expresa ambos en funcion de % Solucién: (T) = ;—a; (V) = Te

0 JAy ? 20 1(& 0 IR
959+ ); V2=—+——+—<—+cotg059+ —

sen0 6752 o2 ror r2\o¢’ sen0 6¢2

2 22
Ayuda: L = —#h (692 +cotg

29). Considera el orbital 1s del atomo de H. a) ;En qué punto existe la mayor probabilidad
de encontrar al electron?; b) encuentra el radio de la esfera sobre la cual la probabilidad
de encontrar al electron es maxima; c¢) halla el radio medio.



30). El orbital 2s del atomo de H tiene la expresion: v, = Nyy(2a — r)e=""24,

Contesta las mismas preguntas que el problema anterior.

31). Calcular la probabilidad de encontrar al electréon 1s del atomo de H entre las esferas de

302
: P 1 (1 -
radio r1 y r2 en cualquier direccion: y, = = (—) e e,
T \a

TEMA 6

32). (Cuantos e pueden ser situados en: @) una capa con numero cuantico principal #; b) una
subcapa con nimeros cuanticos 7 y /; ¢) un orbital espacial; d) un orbital-espin?

33). Deduce los niveles de energia del estado fundamental de los 10 primeros elementos e
indica en cada caso cudl es el de menor energia.

34). (A qué términos da lugar la configuracion electronica 1s*2s*2p®3s?3p5s?
35). (Cudles son las configuraciones electronicas de H-, Li*, O%, F-, Na" y Hg?"?;Y los

términos a que da lugar cada una de las configuraciones?

36). Obtén las configuraciones electronicas del Si, P, S, Cl y Ar y deduce el nivel de menor
energia.

37). Dibuja las posibles orientaciones para el vector de momento angular orbital total de un
atomo con L=3/2.

38). Por medio de diagramas vectoriales halla los términos que pueden surgir de una
configuraciéon d! y de una configuracién p'. Empleando el mismo tipo de diagramas,
demuestra que una configuracion np’ da lugar a los términos: P, *D, *S.

39). Demuestra que un sistema con un nimero impar de e siempre tiene multipletes pares
(dobletes, cuartetes, etc) y un sistema con nimero par de e tiene siempre multipletes
impares (singletes, tripletes, etc).

40). El simbolo del término para vanadio en el estado fundamental es “F. ;Cual es el
momento angular de espin total y el momento angular orbital total?

41). Determina el nivel de menor energia para los siguientes atomos: O, Cl, V, Ce.

42). Describe las transiciones permitidas que constituyen la estructura fina cuando un atomo
de carbono en su nivel fundamental de energia es excitado a una configuracion
1522s%2p3d.



Soluciones:

Tema 1
1.1. v=2659-10"s71
7=220-10°m"1=220-10*cm™?
1.2. vy = 4,84 - 10 st
Ao =6,20-10""m = 620 nm
1.3. v=723-10°m/s
1.4. v==6,11-10°m/s
1.5. Ei,o=136¢€V
1.6. n=3, serie de Paschen
1.7. Las transiciones desde n,=2 al n,=3,4,5y6
Ade =3,324-107%m
1.8. Afoton = 1,24 107 m
Aetectron = 1,23 - 10~° m
1.9. Aetectron = 1,039 - 1072 m =1,04 nm
Apolq = 9,466 - 10740 m =9,5-10" nm
1.10. W=150V
1.11. Ap=6,626-102' kg m s’!
Sera imposible
1.12. Ax>1,45-107m
Tema 2
2.13. Sique es, siendo el v.p. E = % %
2.14. a)si, 1 b) no c)si, -1 d) si, -1 d) si, -1
2.15. |A| = \/;
2.16. A= |== B= |- fop With, dT=0
Tema 3
3.17. fTE Y5, dT=0 fTE Y3, d=0
3.18.
Particula masa’kg longitud (a)/m Ei/J Ei-ExJ
e 9,11 10! 10710 6,01 10718 18,03 1018
H, 3,3510°% 102 1,63 107 4,89 10
bola 10! 10 5,48 104 1,6 10
3.19. particula: v;_,, = 6,03 - 101°s~1
Molécula Os: vy, = 4,68 - 1075571
3.20. son los niveles n = 49, 50, 51
3.21. A1=1,099-10"%m
3.22. Los maximos para n=3 son: x = % ,% ,%L

3.23.

en el nivel n=3



3.24.-

3.25.

3.26.

3.27.

4.28.
4.29.

4.30.
4.31.

6.32.
6.33.

6.34.
6.35.

6.36.

n=1 Prob(a/3 <x<2a/3)= %—i(sen%ﬂ— senz?”) =§—% = 0,61
_ -1_1 8w _ dmy _1_ V3 _
n=2 Prob(a/3<x<2a/3)—3 4n(sen3 seng)—3 4n—0,20
n=3 Prob(a/3 <x<2a/3)= %— %(sen 41 — sen 2m) = % = 0,33

1 h? 3 h?
E)=iemzt 3omp
Dos posibles valores de energia E; = h?/(8mL?) con una probabilidadde 1/4y E, =

4h? /(8mL?) con una probabilidad de 3/4

-~ h? 92
H==3%
Y= eime

h2m?
E= 21
g =L [k_n,

22mAl 1 2
E=n+)h

Tema 4

(T) = h?/@Br?a®) (V) =—(e)?/a
a)r=0;
b)r=p;

¢) (r) = 4N 6 p*/16 como se obtiene NZ = 1/(vVma®/?) queda (r) = 3p/2
a)r=0; |LIJZS|$‘=O > |Lp25|$=4p; b) r=15.236p
a) 2n%; b) 2(21+1); c)2; d)1

Tema 6

a) 2n%; b) 2(21+1); ¢) 2; d) 1
Esta recuadrado el nivel de menor energia

H:

He:

Li:

Be:m

B: 2P3/2;

C: 3P2; 3P1; m; 1D2; 1So

N: ; 2D3/2; 2D3/2; 2P3/2; 2P1/2

03; 3P1; 3Po; 1D2; 150

F: ; 2P1/2

Ne:
Términos P; 'P. [Niveles: 3Pa; *Py; 3Po; 'Po]
Las configuraciones de las especies del problema dan lugar todas y cada una de ella
a un término 'Sy
Los niveles de menor energia son: *Py para Si; *Ss, para P; °P; para S; *P3); para Cl
y 'Sp para Ar



6.37.
6.38.
6.39.
6.40.
6.41.

6.42.

4 posibles orientaciones en el eje z, con valores de +3/2, +1/2, -1/2, -3/2
dp: °P, 'P, D, 'D, °F, 'F
multiplicidad = 2S+1, nlimero par de e, S par, nimero impar de e, S impar
IL| =V12 h/2x;  |S| = (V15 /2)h/2x
Los niveles de menor energia son: *P, para O; 2P3 para Cl; “F3 para V y *Hy para
Ce
Resultado final: una solo linea permitida *Py — °D;



TABLAS

Valores de constates y algunos cambios de unidades:

h (constante de Planck) = 6,626-1073 J-s
h (constante de Planck reducida) :%

m. (masa del electréon) = 9,109-107! kg

my (masa del proton) = 1,673-10%" kg

g0 (constante dieléctrica del vacio o permitividad del vacio) = 8,85-10!2 C?kg'ms?
c (velocidad de la luz en el vacio) =3-108m s™!

Carga del proton y del electron = [1,602-107"° C|

ao (radio de Bohr) =5,29177-10""' m

R (constante del gas molar) = 8,314 J mol'K".

Ry (constante de Rydberg experimental) = 2,18-10713 J

1eV=1602x10"1"°7J
1J=6,242 x10"8 eV

1A=10"m



Tabla de integrales:

X
fxsen bx dx = ﬁsen bx — —cos bx

x 1
fsen bx dx = >~ 15" (2bx)

x?  x
f x sen? bx dx = 7 " apSen (2bx) — b2 — cos (2bx)

x3 (x? 1
fxz sen? bx dx = <~ <E - 8b3> sen (2bx) — - cos (2bx)

ebx
fxebx dx = F(bx— 1)

x? 2x 2
2 _bx — ,bx -
Jxe dx= e <b b2+b3>

o n!
f xne—qxdx=qn+1, n>-1,qg>0
0

foooe—bxz dy = %(%)1/2’ b0

° 1-3-5-@2n-1), m \/?
foxzne_bxzdx= 2n+(1 )(

o ~ n! a’t? amt™\
ZneaZdZ=W 1+at+T+ + iy , n=12,3
¢ :

Potencias paresde x (a>0yn=0,1,2,3, ...):

0 0
_ 2 _ 2
f xzneaxdx=2f x%" e~ X gy
—00 0

Potencias impares de x (a>0yn=0, 1, 2, 3, ...):

o a2
J‘ x2ntl g—ax? g, —
—oo

p2n+l , b>0n=123,..

>0



n!

[ee]
2n+1 ,—ax? _
J X e dx = St
0

Relaciones trigonométricas

cos(a + b) = cos(a) - cos(b) — sen(a) sen(b)
sen(a) - sen (b) = %(cos(a —b) —cos(a + b))

cos(2a) = cos?(a) — sen?(a) = 1 — sen?(a)

sen?(a) = 1- C(;S(Za)
sen(2a) = 2sen(a)cos(a)
e™ = cos(x) + i sen(x)

e =-1



Funciones Pares e impares (Levine, Quimica Cuantica, capitulo 4):
Sea una funcion f(x), se dice que la funcion es par si satisface: f(-x) = f(x)

Y una funcidén es impar si satisface: f(-x) = -f(x)

X

. . a2 .
Ejemplos: las funciones x2,e*", cos x y cosh x son funciones pares ya que (—x)? = x2,

b

. 42 . .
Las funciones x3,sen x,x e™*" son funciones impares ya que (—x)3 = x3

En la figura se muestran dos funciones, una par y otra impar. Se puede apreciar que una
funcion par se ve reflejada a través del eje Y como un espejo. En cambio, una funcidén impar
cambia de signo.

La mayor parte de las funciones no son ni pares ni impares, por ejemplo: e*, (x +
x%),Inx,y (sen x + cos x) no son ni pares ni impares.

Ejercicio: determina si las siguientes funciones son pares, impares o ninguna de las dos cosas:

2 .
X“cosx;c)x? senx;d) e™

a) x senx;b)e”
Soluciones: a) par; b) par; ¢) impar; d) no es ni par ni impar

Propiedades ttiles de funciones pares/impares:

Par * par = par Impar * impar = par Par * impar = impar
d(par) . _ d(impar) B
dx tmpar dx N

f (impar)dx =0

foo(par)dx =2 foo('par)dx
—0 0
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