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Introduccién

m En este curso estudiaremos la mecanica cuantica no relativista de una
particula.

m Ley de conservacién de la materia: Las particulas que consideraremos,
como el electrén, no pueden ser creadas ni destruidas.

m Los efectos relativistas de creacién y aniquilacién de particulas no seran
tratados en este curso.

m Tampoco estudiaremos los fotones.

m En este tema introduciremos ideas basicas sobre la fisica cuantica de una
particula.

m La presentacion rigurosa del formalismo matematico y su aplicacién a la
formulacién axiomética de la mecénica cuantica se pospone a los temas 4
y 5- Depnmnlmnmde

Fisica de la
Materia Condensada

UniversidadZaragoza

Fisica Cuantica |

Teoria ondulatoria de Schrédinger



Introduccién
ooe

Introduccién

m El estado clasico de una particula estd determinado por seis parametros,
las tres componentes del vector de posicion y las tres componentes de la
velocidad, que varian en el tiempo.

m El estado cuantico de la particula esta determinado por la funcién de
onda (7, t) que depende de infinitos parametros (su valor en todos los
puntos del espacio).

m No emplearemos las trayectorias clasicas de una particula determinadas
por las condiciones iniciales. La particula clasica solo puede pasar por una
rendija en el experimento de Young de la doble rendija.

m Estudiaremos la propagacién de (7, t) en el tiempo. 9(F, t) pasa por
ambas rendijas simultaneamente.
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Ecuaciéon de Schrodinger

m La ecuacién de Schrddinger para una particula de masa m que se mueve
bajo la accién de un potencial V,

in2l

at Hy,

donde

hz
H=—A+V
2m

es el operador hamiltoniano, es la ecuacién de onda (ecuacién de
movimiento) que describe la evolucién de la funcién de onda ¥(F, t).
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Ecuaciéon de Schrodinger

m La funcién de onda v (F, t) caracteriza el estado cuantico de una particula.
m La ecuacién de Schrddinger es lineal y homogénea.

m Esto nos permite emplear el principio de superposicion: si ¢ (7, t) y
12(F, t) son dos soluciones de la ecuacién de Schrédinger, su combinacién
lineal,

Y(r,t) = ai(r,t) + c2tpa(F) 1),
donde c; y ¢ son dos constantes en general complejas, también es
solucién de la misma ecuacién.

m 1)(7, t) contiene toda la informacién que podemos conocer sobre la
particula.

m 1)(7, t) se interpreta como la amplitud de probabilidad de encontrar
la particula en el entorno de 7 en el instante t.
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Ecuaciéon de Schrodinger

m La probabilidad infinitesimal de que una particula se encuentre en el
volumen infinitesimal d*r = dxdydz situado en el punto 7 en el instante
de tiempo t es

dP(F,t) = [ (F, 1) d’r,
donde |+(F, t)|* es una densidad de probabilidad.

m La probabilidad total de encontrar la particula en cualquier punto del
espacio en un instante de tiempo t,

[ar@o= [l o =1

(condicién de normalizacion de (7, t)).

m En este caso decimos que ¢(F, t) es de cuadrado integrable:
la integral anterior es finita.
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Ecuaciéon de Schrodinger

Principio de descomposicién espectral:

m El resultado que se obtiene al medir una magnitud fisica pertenece a un
conjunto de autovalores {a}.

A cada autovalor se asocia una autofuncién 1,(r).

Si el estado de la particula en el instante to de la medicién es
P(F, to) = ¥a(F), el resultado de la misma siempre sera a.

m En el caso general, se desarrolla ¥(F, to) en las autofunciones 1.(F),

U7 t0) = D catha(7):

a

m La probabilidad de medir el autovalor a en el estado (7, to) es
|cal?

Pa=
Za|C3|2
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Ecuaciéon de Schrodinger

Principio de descomposicién espectral:

2
m Lasuma ), |c.|? en el denominador de P, = % garantiza que
alca

> Pa=1.

m Si el resultado de la medicién es a, la funcion de onda de la particula
inmediatamente después de la medicién se transforma bruscamente a

Y'(F, to) = a(F).
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Definicién
Caso de una particula libre

m La ecuacién de Schrédinger para una particula libre de masa m que se
mueve en el espacio 3D es (Tema 2)

LouR R
IFLT = m A'l/](r, t)

m La funcién de onda,
. p-F—Ei s
P(r,t) = AT = Ae'(k"f“’t),

donde E=hwyp= hk, es solucién de la ecuacién de Schrédinger.
m Si sustituimos (7, t) en la ecuacién de Schrédinger, obtenemos la
relacién de dispersién,
2 2
P _ hk”
om © YT om’

con k = \/kZ + k + k2.
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Definicién
Caso de una particula libre

m Como la densidad de probabilidad de la onda plana, |[¢(F7, t)|* = |A]*, es
uniforme en todo el espacio, ¥(F, t) no es de cuadrado integrable
(J [¢(F, t)[*d?r diverge) y no puede representar un estado fisico (como
ocurre para una onda plana en 6ptica).

m De acuerdo al principio de superposicién, cualquier combinacién de ondas
planas que satisfagan la relacion de dispersién también es solucion de la
ecuacién de Schrodinger.

m Paquete de onda 3D: se define mediante la siguiente superposicién de
infinitas ondas planas,

- 1 ™\ ik F—w
(7, t) = W/g(k)e[k (el g3 g

donde g(k) es una funcién compleja, diferenciable dentro de la
integral, y d®*k = dk.dk, dk..

a
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Definicién

Caso de una particula libre

m Es posible demostrar que cualquier solucién de cuadrado integrable se
puede desarrollar como un paquete de onda (mostraremos a continuacion
cémo elegir la funcion g(k) adecuada).

m Por lo tanto, (7, t) si representa el estado fisico de la particula.

m De modo que, aunque una onda plana no es de cuadrado integrable, la
combinacién lineal adecuada de infinitas ondas planas si lo es.

m Esta propiedad nos permite realizar calculos mas sencillos con ondas
planas y, al finalizar los calculos, construir un paquete de onda si
necesitamos una funcién de cuadrado integrable.
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Definicién
Caso de una particula libre

m Por comodidad, emplearemos a continuacién un paquete de onda 1D que
se propaga paralelo al eje X,

+o0o .
vt = \/%/ g(k)elem gy

m La funcién de onda en el instante t = 0 es igual a

+o0 .
v(x,0) = o= | etoea

lo que nos permite identificar a g(k) como la transformada de Fourier de

¥(x,0),

+oo

1 —ikx
g(k) = Wi W(x,0)edx. o,
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Definicién
Paquete de onda en el caso general

m Como las funciones ¢(x,0) y g(k) no dependen de w(k), su validez no se
limita al caso de una particula libre.

m La funcién de onda en t = 0 de una particula que se mueve bajo la accién
de un potencial V también puede ser desarrollada como

+o0o .
¥(x,0) = \/%K (k)™ dk,

donde g(k) es su transformada de Fourier,

sk= = [

V2T J oo
m Si conocemos w(k) para un caso concreto, podemos construir ¢(x, t) a

partir de ¥(x,0):

1 [r ;
vlx.t) = <= / gk)elleet g il

"
o UniversidadZaragoza
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Definicién

Paquete de onda en el caso general

m Ahora empleamos las variables w y k para obtener expresiones méas
simples. Luego usaremos E y . En funcion de estas variables, el paquete
de onda en t = 0 se define como:

N 1 - ipgp
Y(r,0) = W/d;(p,O)ehP d*p.
Su transformada de Fourier es
- 1 o _igr
¥(p,0) = W/1/1(f70)e T

m Mas adelante desarrollaremos la idea de que existen dos espacios
alternativos en 7'y p con respectivas densidades de probabilidades

[W(7,0) y (5, 0)[.

Fisica Cuantica |

Teoria ondulatoria de Schrédinger



Paquete de onda

9000000000000 0000

Perfil del paquete de onda en t = 0

Perfil del paquete de onda en t =0

Supongamos que el perfil de g(k), la transformada de (x,0), es como el
mostrado en la figura, con un pico bien definido en k = ko y una anchura Ak,
que puede ser, por ejemplo, la anchura a la mitad de la altura (FWHM, por sus

siglas en inglés):

L e (k)]
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Ejemplo 1: Superposicién de tres ondas planas

Ejemplo 1: Entre las infinitas ondas que se superponen, escojamos (nicamente
aquellas tres, cuyos vectores de onda se marcan con puntos rojos en la figura,
para entender cuantitativamente el comportamiento de (x,0).

m Los vectores de onda toman los valores: ko — %, ko 'y ko + %.

; . 1 1
m Las amplitudes de las ondas son proporcionalesa 5, 1y 5.

[s®)]
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Ejemplo 1: Superposicién de tres ondas planas

m (x,0) es igual a la suma de las tres ondas

g(ko) |: ik°x+ ei(kof%)x ei(ko+A2‘()x:|
e

¥(x,0) = N 5 + 5

— %e”‘” [1 + cos (%x)] .
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Ejemplo 1: Superposicién de tres ondas planas

La interferencia de las tres ondas se ilustra en la figura
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Ejemplo 1: Superposicién de tres ondas planas

m En x =0, las tres ondas estan en fase, interfieren constructivamente y

dan lugar a un maximo de la onda resultante.

el \V/
o JANWA\ JAWA
VAAVAAVARVARVERVERVALN

Re {y(o }
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Ejemplo 1: Superposicién de tres ondas planas

m Al alejarnos de x = 0, aumenta la diferencia de fase entre las ondas, que

comienzan a interferir destructivamente, disminuyendo la amplitud de la
onda resultante.

m En los puntos que denotamos como x = 4%, la diferencia de fase
:I:%% = 47 y la amplitud de la onda se anula totalmente.

Ak
2 NV N

JAWA JAWA
VAAVARVARVARVERVERVARN

Re {p(x) }

VUIVVY
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Ejemplo 1: Superposicién de tres ondas planas

m La relacion AxAk = 4x indica que Ax es inversamente proporcional a
Ak. Si disminuimos Ak aumentara la extensién Ax del paquete de onda
y viceversa.

m Los maximos secundarios que se observan en la figura se deben a que
hemos sumado un nimero pequefio de ondas. Cuando superponemos
infinitas ondas, se obtiene un Gnico maximo principal.

pas

W NN N NN
VAAVAAVAAVARVAAVAAVALY

Re {yw(x) )}
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Ejemplo 2: Paquete de onda gaussiano

Ejemplo 2: g(k) puede ser una funcién gaussiana,

Va2 (k—ko)?
g(k):We a 0 ,

donde a tiene dimensién de longitud. El coeficiente que multiplica a la funcién

garantiza que tanto g(k) como 1(x,0) estén normalizadas. El FWHM es
Ak = /nZ,

En este ejemplo emplearemos los resultados del calculo de algunas integrales
que son parte del problema propuesto 8.

|eth)|
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Ejemplo 2: Paquete de onda gaussiano

Va2 (k—ko)?

m Si sustituimos la funcién gaussiana g(k) = @izt en
P(x,0) = f+°° (k)e™ dk, obtenemos una expresién analitica para
Y(x,0),

{2\ e 2
w0 = () e,

que también es una funcion gaussiana, centrada en x =0 y con FWHM
Ax = 2v/In2a.

m Al comparar las anchuras caracteristicas de ¥(x,0) y g(k),

Ax = 2VIn2a,
4+/In2

a

Ak =

comprobamos que son inversamente proporcionales.
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Perfil del paquete de onda en t = 0
Ejemplo 2: Paquete de onda gaussiano

m Para calcular de forma rigurosa el ancho de las densidades de probabilidad
[4(x,0)[* y |g(k)|* emplearemos, en lugar del FWHM, la desviacién
cuadratica media (lo explicaremos mejor en el tema 5),

Ax = (x?) — (x)2 =

’

L= Nl

Ak = J(K) = (k)2 =

que depende de los valores esperados de x, x?, k y k?:

400 +oo 2
W = [ deoPac=0 0= [ o=

+o00 +oo 1
| Kl =to, ()= [ Kl dk= 5 + .

donde hemos usado que [ [y(x,0)[?dx = [ |g(k)[>dk = 1.

(k)
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Ejemplo 2: Paquete de onda gaussiano

m Los anchos asi definidos de las densidades de probabilidad |¢(x,0)[* y
|g(k)|? también son inversamente proporcionales entre si y su producto es
1
AxAk = -.
X 2

m A medida que aumenta el ancho del pico de |g(k)|?, centrado en k = ko,
disminuye el ancho del pico de |¢)(x,0)|?, centrado en x = 0, y viceversa.

m En el siguiente apartado mostraremos que el ancho Ax varia en funcién
del tiempo, de modo que Ax(t)Ak > 1.

= Como en ninglin caso se obtiene que Ax(t)Ak < %, podemos escribir
una relacion general para el producto de los anchos,

Ax(t)Ak >

N| —
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Centro del paquete de onda en t =0

Regresamos a la expresién de (x,0) para determinar de modo general el
centro del paquete de onda,

+oo i
P(x,0) = \/%/7 g(k)e™dk.

m Escribimos g(k) en funcién de su médulo y su argumento a(k),
g(k) = Ig(k)|e™ ™.
m Asumimos que a(k) varia lo suficientemente suave en el intervalo
[ko — 5%, ko + &X] donde g(k) es apreciable.
m Desarrollamos «(k) en el entorno de ko, suponiendo que Ak = k — ko es
pequefio,
da

a(k) %a(ko)+(k*ko — .
dk |1k,

dZaragoza
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Centro del paquete de onda en t =0

m En W escribimos el argumento total a(k) + kx como
a(k) + kx = koX + a(ko) + (k — ko)(X — Xo)

donde definimos

m Empleando esta aproximacion, 1(x,0) se puede simplificar a
ei(kox+a(ko)) +oo

|g(k)‘ef(k*ko)(><*><o)dk
V2T oo

¥(x,0) =~

funcién de la distancia x — xp.
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Centro del paquete de onda en t =0

La parte real de la funcién a integrar para posiciones x alejadas de xo.

A Re | g(l\)| etk — kg)(x —xp) }
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Centro del paquete de onda en t =0

m Cuando |[x — xo| > 27, la funcién de k a integrar oscila muchas veces en
el intervalo Ak.

m Las contribuciones a la integral de los tramos positivos y negativos de la
funcién oscilante se cancelan entre si y el resultado de la integral resulta
despreciablemente pequefio.

m Esto es consecuencia de la interferencia destructiva de las ondas
superpuestas debido a la rapida variacién de sus respectivas fases.

Re | ‘R(k]‘ itk — k)x —x,) }

. \‘/ |gtk)]

ﬂ.ﬂh~k

W |

Fal

.
by Fisica de la
\ )
\

K Materia Condensada
' o UniversidadZaragoza
\ g

1
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Centro del paquete de onda en t =0

La parte real de la funcién a integrar para posiciones x cercanas a xo.

A Re { |g('k)| itk —kp)x - x;) |

2(k)|
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Centro del paquete de onda en t =0

m Cuando |[x — xo| < 27, la funcién de k a integrar practicamente no oscila
en el intervalo Ak.

m Las ondas superpuestas estan practicamente en fase y su interferencia es
constructiva.

m De modo que la mayor contribucién a la integral proviene del entorno del
punto xp, donde se obtiene un maximo local que podemos asociar con el
centro del paquete.

Re { ‘-"(Ml Cl(i*l,J(J*J,‘l }
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Centro del paquete de onda en t =0

m Por lo tanto, la posicién inicial del centro del paquete de onda se
encuentra en

_da
dk |,y

X0 =

m Por ejemplo, para la funcién gaussiana estudiada antes,

Va 7£(k7k )2
g(k): We a 0 ,

g(k) es real, a(k) = 0y el centro del paquete de onda se encuentra en
xo = 0, como comprobamos en los célculos previos.

m Las propiedades discutidas fundamentan el método de la fase
estacionaria, que nos permite obtener la posicién del centro
del paquete de forma inmediata.
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Perfil del paquete de onda en t = 0

Método de la fase estacionaria

= El médulo de la integral 9(x,0) = <= [ |g(k)|e > * ) dk tendra un
valor maximo cuando aquellas ondas de mayor amplitud con k cerca de

ko interfieran constructivamente.

m Esta interferencia constructiva se produce cuando la fase permanezca
practicamente constante cerca de k = ko.

m Método de la fase estacionaria: La derivada respecto a k de la fase total,
ai(k) = kx + a(k) es cero en k = ko,

dai (k) da(k)

dk dk =0

k=ko

=X+
k=ko

m De la ecuacién anterior, despejamos la posicién del centro del paquete de
onda donde la integral alcanza su valor maximo,
da(k)
dk

Xo =

k=ko
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Evolucion temporal de un paquete de onda libre

Estudiaremos ahora la evolucion temporal del paquete de onda 1D,

+oo .
bx, ) = \/% / (k)W g

para el caso concreto de una particula libre, cuya relacién de dispersion es

fik?

" densada
UniversidadZaragoza

Fisica Cuantica |

Teoria ondulatoria de Schrédinger



- Paquete de onda

O®00000000000000000

Evolucién temporal de un paquete de onda libre
Velocidad de fase

m Podemos evaluar la propagacién de una onda plana el=wt) 3 o largo

del eje x mediante los frentes de onda donde la fase oy = kx — wt se
mantiene constante.

m A partir de la condicién de que la derivada de a; se anula,

deducimos que la velocidad de fase es
ve(k) =

m Debido a la relacién de dispersion lineal de la luz en el vacio, w = ck, su
velocidad de fase es constante, vr = c.
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Velocidad de fase

m En los materiales dispersivos, como los metales, tanto su indice de
refraccién, n, como vf dependen de k,

., . ., L. , . 2
m La relacién de dispersién cuadratica de una particula libre, w(k) = 2,

determina que su comportamiento sea dispersivo con una vr lineal,

_ hk

ve(k) = B

m Por lo tanto, las ondas planas que constituyen el paquete de onda se
propagan con diferente velocidad de fase.

m Comprobaremos que el centro del paquete no se mueve con la

velocidad de fase media, 2%, como podria esperarse.

2m’
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Velocidad de grupo

Emplearemos el método de la fase estacionaria para estudiar el movimiento del
centro del paquete de onda.

m La fase total en el argumento de la integral,

1 +oo . 3
X, t) = —— k e’[kx+a(k) w(k)t]dk,
vixt) = —= [ " leth)

ahora es a;(k) = kx + a(k) — w(k)t.
m De la condicion de que su derivada respecto a k se anula en k = ko,

da:(k) ey da(k) _ dw(k)

t=0,
dk | dk |,  dk

k=ko

podemos determinar la posicién del centro del paquete de onda como

funcion del tiempo,

dw(k)
dk

da(k)

xc(t) = -
k=ko dk

k=ko dk
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Velocidad de grupo

m Derivando respecto al tiempo x.(t) obtenemos la asi llamada velocidad de
grupo

dw(k
wlko) = 2|
k=ko

que es la velocidad con que se mueve el centro del paquete de onda.

m Al derivar la relacién de dispersién de la particula libre, w = %
obtenemos que la velocidad de grupo del paquete de onda libre,
hko
Ve(ko) = —,
g( 0) m

es el doble de la velocidad de fase media v¢ = % y coincide con la

velocidad de una particula clasica con momento lineal py = fiko. e
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Velocidad de grupo

m El centro de un paquete de onda libre se mueve con velocidad

hk
ve(ko) = =2 = 2.

iPodemos afirmar que este paquete de onda se mueve como una particula
libre?

m Mostraremos a continuacién que no.

m En el tema 5 completaremos la informacion cuando estudiemos el
teorema de Ehrenfest.
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

Ejemplo 2’: Retomemos el ejemplo del paquete de onda gaussiano con

Va (k)
g(k): (271—)1/4e a 0)”

Es posible calcular de forma analitica la funcién de onda para cualquier t,

Y(x, t) g(k iTkx—w( t]dk—L/ +oo0 e*%(k ko)? gilkoc—w (k)] gy
\ﬁ emnEa | ,

donde w(k) = f‘" . Este calculo es parte del problema propuesto 8.

O]

0 >k
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

m El resultado del célculo de la integral es

2 hkg .\ 2
VTR
w(X t) _ a e e 32+21nf7n
’ g (a4+ ﬁztz)l/“ ’
con tan20 = 2ht.
ma

m La densidad de probabilidad correspondiente es

(X_Ml: 2

1/2 02N M )

24° 1 a, anZ?

W’(Xat)|2:( p ) San12€ o
(o)
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre
Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

m La densidad de probabilidad correspondiente es

(x-Ma?

NG

. [2a2\? 1 Ry

o ={(— ) —————ape "
(v 25)

m La posicion del pico donde esta centrada la gaussiana se determina de la
condicién,

hko
x — —1t = cte.
m

m Derivando esta expresion respecto a t, obtenemos que la velociad de
progapacién del pico,

dx  hko

V= —= —

dt m

que coincide con la velocidad de grupo calculada antes.

’
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

m La densidad de probabilidad correspondiente es

(-
—2a2 7
2 2 1 4, anZe2
WO =1 — ——e e
m™a 1 + 4h2t2
‘m2a%
m El ancho de la gaussiana esta determinado por la desviacién cuadratica

x2
media. Si para la gaussiana en t = 0, |¢)(x,0)[> ~ e >+, obtuvimos
Ax = 3, ahora obtendremos el ancho dependiente del tiempo,

a 4h2t2

m La altura maxima de la gaussiana varia t de forma inversa a Ax(t),

h() = f —

m2a%
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

A partir de las ecuaciones anteriores para |1(x, t)|*> podemos deducir que:

jwix, O

L | L x
<0 =0 >0

m El pico se mueve con la velocidad de grupo v, = L,’T‘f

m De t = —oco a t =0, su anchura disminuye y su altura aumenta
(mostraremos a continuacién que el area total permance constante).

m De t =0 at =400, suanchura aumenta y su altura disminuye.
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

Analicemos ahora la evolucién de la transformada de Fourier (TF) en el
tiempo:

m A partir de la expresién que define el paquete de onda,

I "
W(x, t) = g(k)e =Wl — - gk, t)e™dk,
\/ V2T J o

usando la definicion de TF y sin hacer ningiin calculo, podemos decir que
la TF varia en tiempo como

g(k, t) = g(k)e ™.
m Por lo tanto, su norma al cuadrado es independiente del tiempo,

gk, t)1” = lg(K)P.

Un comportamiento muy diferente al de |1(x, t)|?.
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

m Como consecuencia de la igualdad |g(k, t)|* = |g(k)[?, la condicién de

normalizacién para g(k, t) es independiente del tiempo,

[ steora = [ lgtopak=1

—o0 —o0

m Si aplicamos la identidad de Parseval (propiedad de la TF que se explica
en el anexo | del libro de Cohen-Tannoudji et al.), obtenemos que la
condicion de normalizacion de v(x, t) tampoco depende del tiempo (el
area total permanece constante),

+o00 +o00
[ wteora= [ etk Pk =1.

Esta es una propiedad general de ¢(x, t) (tema 5).
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

m La igualdad |g(k, t)|]> = |g(k)|?, también determina que (k), (k?) y el
ancho en k del paquete de onda, Ak, son independientes de t.

+o00 +o00o
W o= [ de(koak= [ kgt ak =k,
K3 = o K%\ g(k,t)|>dk = o KRlg(K)Pdk = & + K2
(k%) = N lg(k, t)|"dk = N lg(K)I"dk = — + ko,
Ak = V= RE =1

2y |g(k, t)|* varia en el tiempo

m El producto de los anchos de [¢(k, t)
como

=

1 4h2t2
Ax(t)Ak = =1 /1 =
x(t) VT e 22
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

m El producto de los anchos, Ax(t)Ak = % 1+ ‘::”:f > 2, tiene un limite
inferior para t = 0 igual a % que ya habiamos obtenldo en el apartado
anterior.

m Al vector de onda k estd asociado el momento lineal p = ik con valor
medio (p) = hko y ancho del paquete correspondiente Ap = % El
producto de los anchos Ax(t) y Ap es,

h 4p2t2 _ h
Ax(t)Ap = 3 1+ g 2o

m En el tema 5 mostraremos que (p) = ko y Ap = % son independientes
de t porque p es una constante del movimiento para una particula libre
(como es de esperar porque nada hace variar el momento lineal de Ia

particula).
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

m Si definimos la velocidad media del paquete como (v) =
obtenemos la ya conocida velocidad de grupo.

m El ancho correspondiente es Av = %

m Si suponemos que un conjunto de particulas clasicas posee una dispersion
de velocidades igual a Av = mia enx=0yat=0, al cabo de un tiempo
t su dispersion clasica de posiciones sera

Sxg = Av|t] = miam.

Definimos una magnitud positiva por conveniencia.
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

Comparamos la variacién del ancho del paquete en funcién del tiempo,

2 an2¢2 . S . L.
Ax(t) = 54/1+ S5, con la dispersién lineal de particulas clasicas,

OXel = %|t|:
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

m La rama de la hipérbola correspondiente a Ax(t) tiende asintéticamente
a la linea recta dx..

m La diferencia entre Ax(t) y dxo aumenta cuando t — 0.

m El valor minimo en t = 0 se debe a que Ax(0) = JTp’ donde Ap

permanece constante.
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Evolucién temporal de un paquete de onda libre

Ejemplo 2": Paquete de onda gaussiano

m Es posible construir paquetes de onda con ondas clasicas. Su
comportamiento es similar al descrito en este apartado. Las diferencias
provienen de la relacién de dispersién de cada onda.

m En el siguiente apartado profundizaremos en las consecuencias de este
comportamiento para la descripcién cuantica de una particula libre.
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Tema 3. Teoria ondulatoria de Schrédinger

Principio de incertidumbre de Heisenberg
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Principio de incertidumbre de Heisenberg

m La desigualdad,
Axdp>

que hemos obtenido para el caso particular de un paquete gaussiano libre,
es una propiedad general de la Mecéanica Cuéntica.

m Se denomina principio de incertidumbre de Heisenberg o principio de
Heisenberg.

m Discutiremos algunas consecuencias fisicas de este principio a
continuacién, limitdndonos al caso de un sistema unidimensional.

m En el tema 5 derivaremos este principio de forma rigurosa.
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Principio de incertidumbre de Heisenberg

m Escribiremos la expresién que define el paquete de onda en funcién de p,

1 too _ - px—Et
vxt) = o= /_ ()T

y la transformada de Fourier de v (x, 0),

1 +o00o 7iﬁd
¥(p) = ﬁ[m ¥(x,0)e X

P Fisiadela
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Onda plana

m Comenzaremos considerando que el estado de una particula estad descrito
por una onda plana,

pox Egt

P(x, t)—A'

m La densidad de probabilidad correspondiente es constante a lo largo de
todo el eje X,

[W(x, 1)* = AP

m Esto puede ser interpretado como un paquete de onda de anchura
infinita, Ax = co
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Onda plana

.pgx—Egt . .
m La onda plana 9(x,t) = Ae' ™ %  tiene una energia Ep y un momento
lineal po bien definidos.

m Se puede obtener una onda plana a partir de la definicién de un paquete
de onda,

1 oo _ I-px—Et
vt = e /_ 3(p)e =7 dp,

si la TF es una funcién delta de Dirac (anexo 1),

¥(p) = V2rh Ad(p — po),

dado que

1 tee

P(x, t) = N

iPox—Eg(po)t
R

V2nh Ad(p — po)eiPXgEt dp = Ae'
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Onda plana

m Por definicién, la delta de Dirac es una funcién centrada en p = po con

ancho Ap =0.
. . pox—Eg(pg)t
m Podemos decir entonces que la onda plana ¥(x, t) = Ae' R

representa un estado de la particula con momento lineal bien definido.

m De acuerdo al principio de descomposicién espectral, si medimos el
momento lineal en este estado obtendremos siempre el valor p.

m Podemos concluir que, al medir el estado de la particula representado por
una onda plana, obtenemos con total precisién el valor del momento
(Ap = 0), mientras que la imprecisién para medir su coordenada es total:
todas las coordenadas tienen la misma densidad de probabilidad
(Ax = 0),

h

m Este es un caso limite de la igualdad AxAp = 3.
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Paquete de onda

m En el paquete de onda,

1 +oo _ px
U0 = = / B(p)e' dp,

tenemos una combinacién lineal de infinitas ondas planas. Cada onda
corresponde a un valor diferente de p.

m En los ejemplos del apartado anterior hemos visto que el paquete de onda
esta centrado en un punto xo y que su densidad de probabilidad [(x, 0)|?
es apreciable solo en determinada regién de ancho Ax respecto a xg.

m Diremos que la posicion xo de la particula se conoce con una
incertidumbre Ax.
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Paquete de onda

m A partir del analisis en el ejemplo del paquete de onda gaussiano,
podemos concluir que |¢(p)|? es la densidad de probabilidad de que el
momento de la particula tome valores entre p y p + dp.

m Las funciones |1(p)|? estudiadas en los ejemplos estan centradas en un
punto po y su valor es apreciable solo en determinada regién de ancho Ap
respecto a po.

m Podemos decir entonces que el momento lineal del paquete po se conoce
con una incertidumbre Ap.

Departamento de
Fisica de la
Materia Condensada

UniversidadZaragoza

Fisica Cuantica |

Teoria ondulatoria de Schrédinger



Principio de incertidumbre de Heisenberg

0000000080

Principio de incertidumbre de Heisenberg

Principio de incertidumbre de Heisenberg:

m Es imposible definir en un instante de tiempo dado tanto la posicién de la
particula como su momento lineal con un grado arbitrario de precisién.

m Cuando se alcanza la condicion limite entre las incertidumbres Ax y Ap,

h
AxAp = —,
2
aumentar la precisién en la posicion (disminuir Ax) implica que la
precisién del momento lineal disminuye (aumenta Ap), y viceversa.
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Principio de incertidumbre de Heisenberg

m La restriccién
h
AxAp = =
xAp 2

se debe a que £ es diferente de cero.

m Como £ es tan pequefia comparada con las escalas macroscopicas, esta
limitacién no es apreciable para las particulas macroscépicas, que se rigen
por la mecénica clasica.

m Este tipo de restriccién aparece para otros tipos de ondas. Es posible
construir paquetes de ondas EM donde se cumple que AxAk = %

m Lo novedoso en Mecanica Cuantica es que una particula, como el
electrén, experimente estas limitaciones en su movimiento, de modo que
no podemos conocer con total precision su trayectoria aunque
aumentemos la precisién de la técnicas experimentales.
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Tema 3. Teoria ondulatoria de Schrédinger

Potencial escalar independiente del tiempo
m Solucién de la ecuacion de Schrédinger
m Ecuacién de continuidad
m Potencial rectangular unidimensional
m Relacién entre los problemas 1D y 3D
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Potencial escalar independiente del tiempo

m Consideremos una particula de masa m que se mueve bajo la accién de
un potencial independiente del tiempo, V/(F).

m La funcién de onda de la particula, ¥(F, t), satisface la ecuacién de
Schrédinger,

() _ I

ih ot o2m

A (7 ) + V(P)(F 1),

donde el operador laplaciano es igual a

? ? o?
A= Tz oz
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Estados estacionarios

m Como en la ecuacién de Schrédinger,

PG 2 B
ot —_TA'(L'( )+V(7)¢(f:t)v

Ay V(F) son independientes del tiempo, podemos emplear el método de
separacién de variables,

P(7 1) = o(Mx(1)-
m Al sustituir en la ecuacién de Schrédinger, obtenemos

8x(t) 2

inp(r) =5~ = =5 -x(t) & (7)) + V(Mg (r)x(t),

ndensada
ladZaragoza

Fisica Cuantica |

Teoria ondulatoria de Schrédinger



rg Potencial e
[e]ele] lele}

Estados estacionarios

m Tras dividir por ¢(7)x(t), encontramos que la ecuacién diferencial a la
izquierda del signo de igualdad solo depende de t, mientras que la
ecuacién diferencial de la derecha es funcién de 7

i ox(t) _ I DelP)

0 ot~ am e V0

m Para que se cumpla la igualdad entre estas ecuaciones, ambas deben ser
necesariamente iguales a una constante, que (como sabemos del tema 2)
es la energia E de la particula,

ih_ ox(t) _ 12 Ag(R)

x(t) 0t 2m ()

+V(P) =E.
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Estados estacionarios

m Escribimos ambas ecuaciones por separado:

ihagi(tt) — Ex(o),
S M)+ VAR = Ee().

m La solucién de la primera ecuacién diferencial se obtiene de forma
inmediata por integracién directa,
- E

x(t) = Ae 'R,

m Incluyendo la constante A en (F), podemos escribir la funcién de onda
como

(7 ) = e(Pe R,
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Estados estacionarios

m Decimos que ¢(7,t) = ap(F)e”—%t es una solucién estacionaria de la
ecuacién de Schrédinger porque su densidad de probabilidad es
independiente del tiempo,

(7 0)1* = [e(AP.

m Los estados estacionarios estan caracterizados por un valor bien definido
de la energia.

m Denominaremos a la segunda ecuacion,

o B el + V() = EelD),

ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo.

" densada
UniversidadZaragoza

Fisica Cuantica |

Teoria ondulatoria de Schrédinger



rg Potencial e

00000000

Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

m Resolvamos la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo,

o 8 )+ V() = EelD),

para el caso en que el potencial V() se puede escribir como la suma de
tres potenciales que dependen, cada uno, de solo una de las coordenadas
cartesianas,

V() = Vi(x) + V,(y) + V:(2).

m En este caso, podemos emplear nuevamente el método de separacién de
variables,

(1) = ex(x)py (¥)pz(2).
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

m Sustituimos la solucién propuesta, p(F) = px(x)ey (¥)ez(2), en la
ecuacién de Schrédinger y dividimos por ¢(F), para obtener

hz dz:fxz(X) hz dz;"yz(}/) hz d2:fzz(2)
—— L V(X)L + V(y) - ——E— + V,(2) = E.
om o) T ) T am oy TV Ty TV

m Para que la igualdad se cumpla, cada ecuacién diferencial independiente
debe ser igual a una constante y la suma de las tres constantes debe ser
igual a E,

E=E+E +E.

P Fisiadela
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

m De modo que la ecuacién de Schrédinger 3D se puede separar en tres
ecuaciones 1D independientes,

72 d?px(x)

,ETwLVX(x)gox(x) = Eepx(x),
n d*e,(y)

“am gy T = Ee)
12 d%p,(z)

o gz T Ve(@)e:(2) = Expa(2).

m Tras resolver las tres ecuaciones, la funcién de onda de la particula es

P(F,t) = <Px(X)<Py(Y)sﬂz(z)ef"%t.
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Ecuacion de Schrodinger 1D con potencial uniforme

m Resolvamos ahora una de las tres ecuaciones anteriores suponiendo que el
potencial es uniforme: V(x) = V =cte para todos los valores de x en el
dominio de interés,

_ 12 de(x)
2m  dx?

+ Vip(x) = Ep(x).

Eliminamos el subindice x de E y ¢(x) por comodidad.

m Es conveniente reescribir la ecuacién de Schrédinger 1D como una
ecuacién homogénea,

Fe(x) | 2m

220 4 2R (E - V)plx) = 0.
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Ecuacion de Schrodinger 1D con potencial uniforme

m Simplificamos la ecuacién anterior,

d(z)-l-kzgo(x)—o

introduciendo el parametro

k=12 2(E- V).

m La solucién de esta ecuacion es conocida. Debemos considerar dos casos:

a) E>V, keR,
b) E<V, keC.

P Fisiadela
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Ecuacion de Schrodinger 1D con potencial uniforme

m Casoa). E>V, k=,/20(E-V)eR:

La solucién de la ecuacién de Schrédinger 1D

d‘P() 2
e + k“p(x) =0,

es la combinacién lineal de dos ondas viajeras

QO(X) — Ae lkx+Al 71kx7
’lﬁ(X, t) _ Ae/(kx wt) +A —kx— wt)
donde w = £y A, A’ € C. La onda de amplitud A se propaga en el

sentido positivo de x, mientras que la onda de amplitud A’ lo hace en el
sentido negativo.

partamento de
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Ecuacion de Schrodinger 1D con potencial uniforme

m Casob). E<V, k=,/33(E-V)eC:

Definimos un nuevo parametro,

2m
de modo que k> = —p® y k = ip.
Al sustituir k = ip en la solucién del caso a), obtenemos la nueva
solucién,

o(x) = Be”™ 4+ B'e™",

que consiste en una combinacién lineal de una exponencial creciente y
otra decreciente, donde B, B’ € C.
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger
Analogia con las ondas electromagnéticas

m Si regresamos a la ecuacién de d’Alembert para una onda EM 1D que se
propaga en un medio con indice de refraccion n,

0% _c 2 9%
ot n? 9x2’

y sustituimos en ella la solucién estacionaria

’Lb(X, t) = ‘p(X)eithv

obtenemos la ecuacién homogeénea,

d*p(x)  nPuw?
dx? 7“7()() =0

m Esta ecuacién es anéloga a la ecuacién de Schrédinger 1D,

*o(x)
T2 L 2T e Ve = 0.
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Analogia con las ondas electromagnéticas

m Empleando esta analogia matematica podemos igualar los factores,

n?w? _2m

2 R (

E—V),

y definir un indice de refraccién efectivo para la particula,

c /2m
n=-1 F(E_ v),

que facilitara la interpretacion de los resultados.

m Para el caso a) E > V, n € R, que corresponde a un medio transparente

donde las ondas pueden propagarse: e™, e=**,

m Para el caso b) E < V, n € C, que corresponde a un medio opaco, como
un metal sin absorcién (n=+/e € C, € <0, € € R) donde el perfil
es una exponencial creciente o decreciente: e”*, e #*.
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Condiciones de frontera

Estudiemos las condiciones de frontera en un punto x = xo donde el potencial
V/(x) es discontinuo.

m La funcién ¢(x) es continua y diferenciable en x = xo por ser solucién de
una ecuacién diferencial.

m La primera condicién de frontera es la continuidad de ¢(x) en x = xo,

o(xo ) =wlx) |

d? . . . . .
m 20 e discontinua si V(x) lo es, como se deduce de la propia ecuacién
diferencial,

d*o(x) ) 2m _
a2 Tz lE = V(X)le(x) =0.
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Condiciones de frontera

L d . . .
m La condicién de frontera para ‘Zix) se obtiene integrando la ecuacion de

Schrédinger en el entorno de xg.

m Para ello, escribimos la ecuacién diferencial como

d*o(x)  2m
00 2Ty () — El).

e integramos entre xo — € y Xo + €,

xot+€ d2 X0 +€
p(x) 2m
dx = = [V(x) — E]p(x)dx
/xofe dx? 2 X0 —€
dop(xo+¢€)  dp(xo—¢) _  2m [roF

dx dx h? xo—e¢

Fisica Cuantica |

Teoria ondulatoria de Schrédinger



berg Potencial e

00000000

Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Condiciones de frontera

m Calculemos ahora el limite € — 0,

) do(xo+¢€) do(xo —e€) _2m Xote
i (050 -2 ) = T [ o - Eletan
do(x) _ de(x) _ 2m /XW _
i e - YR RO

m Como ¢(x) es continua en x = xo,

xp+€
lim E/ p(x)dx = 0.
e—0

Xo—€

m Si V(x) estd acotado en el entorno de x = xo,

xo+e€
lim / V(x)p(x)dx = 0. T L
€—0 Xp—€ ,ﬁ. Eniv;rsidadza ragoza
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger
Condiciones de frontera

m Por lo tanto, para un potencial acotado, obtenemos la condicién de
frontera de continuidad de la derivada de ¢(x),

dols) _ dolg)
dx dx |

m Sin embargo, para un potencial que no esté acotado en el entorno de
X = xp, como un potencial tipo delta de Dirac,

V = —god(x — xo),

donde go es una constante, la derivada de o(x) sera discontinua.

m Para este potencial,

" densada
UniversidadZaragoza

xo+€ Xo+e€
/ V(x)p(x)dx = —go / 5(x — x0)p(x)dx = —gop(%0). = m

0—¢ Xo—¢€
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Solucién de la ecuacién de Schrédinger

Condiciones de frontera

m En el caso del potencial delta de Dirac, la condicion de frontera para la
derivada de ¢(x) se transforma a

do(xg)  de(xg)
dx dx

2m
= —ﬁgO@(XO) b

donde hemos tenido en cuenta la continuidad de la funcién de onda,
P(x0) = p(xg) = ¢(xg )

" densada
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Ecuacién de continuidad

Conservacién de la probabilidad

m Hemos visto antes que la probabilidad global de encontrar una particula
en todo el espacio permanece igual a 1 (para estados normalizados) en
cualquier instante de tiempo,

[t or =1
m A diferencia de su integral global, la densidad de probabilidad,

p(F.t) = [9(7 1),

puede variar en el tiempo.

" densada
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Ecuacién de continuidad

Ecuacidén de continuidad

m Demostraremos que es posible escribir una ecuacién de continuidad:

a”(”)+v J7t) =0,

que garantiza una conservacién local de la probabilidad, y obtendremos
una expresién para la densidad de corriente de probabilidad J(F, t).

m Esta ecuacién es analoga a la que encontramos en electromagnetismo.

m Nos limitaremos al caso de una particula de masa m en un potencial
escalar V(7 t).
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Ecuacién de continuidad

Ecuacidén de continuidad

Demostracién: Comencemos escribiendo la ecuacién de Schrodinger y su
compleja conjugada, tomando en cuenta que V(7 t) € R,

L R N R )

ot
LAY W N
ih r = QmAw (F,t) + V(F, t)y™ (F, t).
Multiplicando la primera ecuacién por ¥*(7, t) y la segunda por —1(r, t),
obtenemos
e it R . LN e N
i (7, )220 = Ty (2 a7, o) + VE 0 (7 0w o),

(7, %Y c,,([ 2 f—mw(m)Aw*(m)— V(7 00" (7 (7. 1)

P Fisiadela

Sumando ambas ecuaciones:ih 2 %) w d’ [1/} A — P AYT]. o Univesdadzamgena
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Ecuacién de continuidad

Ecuacidén de continuidad

Demostracién (continuacién): Reescribamos la ecuacién obtenida

Op
P N B NT B

Para que esta sea una ecuacion de continuidad, el segundo término debe ser
igual a V - J(r, t). Definamos a J como

J——(w Vi — VYY)

y apliquemos el operador divergencia,

V- T= ol (V) (V) + 97V~ (T9) - (V97) — 92y7]

Podemos comprobar que

ndensada
ladZaragoza
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Ecuacién de continuidad

Ecuacidén de continuidad

Demostracién (conclusiones): Hemos demostrado que es posible escribir una
ecuacién de continuidad,

dp(7, t)
ot

para una particula de masa m, donde
p(7t) = [(F. 1)
es la densidad de probabilidad y

+V-J(Ft)=0,

J= g 0"V V) = Re [w* (sz)]

]

es la densidad de corriente de probabilidad. e
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Ecuacién de continuidad

Ecuacidén de continuidad

Ejemplo 3: Para una onda plana, W(F,t) = Ael(kF=wt), que representa el
estado de una particula libre con energia fiw = 1i*k*/2m, obtenemos la
densidad de probabilidad

p(7.t) = [(7.1)|* = |A]°
y la densidad de corriente de probabilidad
-1 L (h 2 hk
=R s =|APZE
J= ke v (Gov)] = 1ants
En analogia al caso electromagnético, J = pvs, donde v = hk/m es la
velocidad de grupo asociada al momento lineal %k.

En este ejemplo, tanto p como J son independientes de 7y t (flujo homogéneo

uniforme y estacionario). =

nsada
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Ecuacién de continuidad

Ecuacidén de continuidad

Ejemplo 4 a): Para una particula de energia E en un potencial unidimensional
constante, Vg, la funcién de onda cuando E > V es
SD(X) :Aeikx+Alefikx7
con k = /2m(E — Vp)/Rh2. La densidad de corriente de probabilidad en este
oo e 1 hd hk hk
* 2] 2 72

= —R 2EPN = jAPEE A REE

J me{w</dx)} ||m "m
Interpretacién: Jx = |A|*lik/m > 0 para la onda plana con px = +hik y

Jo = —|A'|?hik/m < 0 para la onda que se propaga en sentido opuesto con
px = —hk.
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Ecuacién de continuidad

Ecuacidén de continuidad

Ejemplo 4 b): Si la misma particula posee una energia E < Vg, su funcién de
onda es

o(x) = Be” + B'e™ ",

con p=+/2m(Vo — E)/h2. La densidad de corriente de probabilidad
correspondiente es

_l * Edﬁ _Ihl */_ l*_@ I*x
Jo= Re{ap( )}7,”(88 B8") = 22 \m [5"] .

m i dx

En este caso, no es posible separar la contribucién de cada onday J, =0 si
B=0o0 B =0.
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Ecuacidén de continuidad
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En el ejemplo anterior p no depende del tiempo. Por lo tanto, dp/dt =0y la
ecuacién de continuidad, dp/dt + V - J =0, se simplificaa V-J = 0. Si
integramos en un volumen finito V acotado por la superficie S y empleamos el

teorema de la divergancia de Gauss-Ostrogradski,

///Vv-fdv://sf.ds*:o.

Supongamos que un cilindro de seccién transveral
Ay longitud L atraviesa la frontera de separacion
de los medios /'y /1, y que 5= Jq Oy,

b= Jx, i, como en el ejemplo 2. Bajo estas
condiciones, [ [¢ J-dS = J,A— J,A=0.

Es decir, se conserva el flujo de corriente,

%)

00000000
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Potencial rectangular unidimensional

Potencial rectangular unidimensional

m Consideremos un potencial 1D V/(x) que es uniforme en determinadas
regiones y que varia rapidamente en la vecindad de algunos valores de x,

como se muestra en la figura.
m Una particula clasica se mueve con velocidad constante en las zonas
donde el potencial es uniforme y experimenta una fuerza F = fd‘gix)
la frontera entre dos regiones donde el potencial varia bruscamente.

en

m F puede acelerar o frenar a la particula.

Vv
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Potencial rectangular unidimensional

Potencial rectangular unidimensional

m Cuando los intervalos en los que V/(x) varia son mucho méas pequefios
que la longitud de onda y cualquier otra dimensién del sistema, podemos
sustituir el potencial real, con esquinas redondeadas, por un potencial
rectangular con saltos de potencial abruptos, de modo que el potencial
aproximado es discontinuo.

\
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Potencial rectangular unidimensional

Potencial rectangular unidimensional

m Consideremos el potencial rectangular 1D mostrado en la figura que toma
el valor Vi en la regién I, el valor V> en la regién Il 'y V3 en la regién Il

m Supongamos que una particula clasica de masa m tiene una energia
mecanica E que toma el valor indicado por la linea roja discontinua,

1
E=-m?+ V.
2
m En la region I, donde E > V>, la particula se mueve con velocidad
2(E - V2)
2 =4 ———.
v
vl
V3
| Regionl | __ Regionll_ | Regionlll ___¢ T
5 . i e
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Potencial rectangular unidimensional

Potencial rectangular unidimensional

m Sin embargo, en la regién |, donde E < V4, la particula clasica no puede
penetrar porque su energia cinética seria negativa,

%mv2:E7V1<0,
y su velocidad imaginaria.

m Tampoco puede penetrar en la regién Ill, donde E < V3.

\'
Vi

Vs

Region | Region Il Region Il
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Potencial rectangular unidimensional

Potencial rectangular unidimensional

La ecuacién de Schrédinger, que describe el movimiento de una particula
microscépica, si tiene soluciones permitidas en las tres regiones.

En la region I, p1 = /328 (Vi — E) € R, p1(x) = B1e”* + Bje "%,

En la regién Il, ko = /28 (E — V) € R, pa(x) = Aze™® + Aje "
En la region Ill, p3 = ,/E—T(Vg, — E) € R, ¢3(x) = Bse”** + Bje 3~

Analogia éptica: medio transparente entre dos paredes metalicas.

\'
Vi

Vs

Region | Region Il Region Il

Vv,
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Potencial rectangular unidimensional

Potencial rectangular unidimensional

m Consideremos el caso en que V4 se extiende hasta x = —oco y V5, hasta
X = +400.

m En este caso, debemos descartar las soluciones divergentes haciendo

Bi =0y B; =0,
p1(x) = Bie™”,
pa(x) = Bze ™
\"
Vl
Vs
__|._Regionl | __ Region Il _ | Regionlll __ .
0 X
v, =

<% UniversidadZaragoza
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Potencial rectangular unidimensional

iCémo cambian las soluciones si V3 < E < V47

Region | Region I

rg Potencial e
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Region I

Vv,
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Potencial rectangular unidimensional

iCémo cambian las soluciones si E > V47

rg Potencial e
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\"
P, E
V
1 V3
Region | Region Il Region Il
0 X
Vv,
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Potencial rectangular unidimensional

Potencial rectangular unidimensional

m Los potenciales rectangulares se pueden disefiar empleando capas de
materiales semiconductores.

m Los electrones en un semiconductor ocupan los niveles de energia en las
bandas marcadas en gris.

Las energias en la banda prohibida no estan permitidas a los electrones.

Los electrones excitados saltan desde la banda de valencia (banda
superior ocupada) a los niveles vacios de la banda de conduccién.

E
Bandas | ———
vacias 7/Banda de conduccién
E, L
[ R -t } Banda prohibida
—\ Banda de valencia
Bandas
llenas ‘D;ip(;ﬂ;nr:n:nded
Mateca Condensada
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Potencial rectangular unidimensional

Potencial rectangular unidimensional

m El semiconductor 1 en la capa central posee una banda prohibida mas
estrecha que la del semiconductor 2 en las capas laterales.

m El nivel de energia E (linea negra discontinua) corresponde a la banda de
conduccién del semiconductor 1 y la banda prohibida del semiconductor 2.

m Un electron con energia E puede moverse en el semiconductor 1 y no
puede penetrar (su funcién de onda decrece exponencialmente) al
semiconductor 2.

m La banda prohibida en el semiconductor 2 produce el efecto de un
potencial V > E.

Banda de conduccion Banda de conduccion
Banda de conduccion

Banda prohibida [R— Banda prohibida
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Potencial rectangular unidimensional

Clase de problemas

Para continuar la lectura de este documento, es necesario estudiar antes el
documento con los ejercicios resueltos en las clases de problemas de este tema:

=

Pozo de potencial infinito.
Escalén de potencial.

Pozo de potencial tipo delta de Dirac.
Pozo de potencial finito.

Barrera de potencial.
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Potencial rectangular unidimensional

Estados ligados en un pozo de potencial unidimensional

Mostraremos que, si una particula no puede escapar de un pozo de potencial
1D de forma arbitraria, su espectro de energia es discreto.
Suponemos:

m Un potencial 1D arbitrario, V/(x), que tiende a un valor constante Vi
cuando x — +o00. Sin perder generalidad, definimos V., = 0 como el
nivel 0 de V/(x).

m V(x) tiene un minimo local —Vg en el punto xo. La particula no puede
escapar al infinito si —Vp < E < 0.

m Por comodidad, V/(x) es practicamente cero fuera del intervalo finito
[X1,X2].

" densada
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Potencial rectangular unidimensional

Estados ligados en un pozo de potencial unidimensional

Bajo las condiciones anteriores, la funcién de onda se puede escribir de modo
general como

B e, x < X1,
e(x) = w2(x), x1 < X < X,
Bse” + Bze™ "%, X > X,

donde p = /—20F.

2(x) es una solucién de la ecuacién estacionaria de Schrédinger que satisface
las condiciones de frontera en x = x1 y x = x.

Bs debe anularse para que ¢(x) converja cuando x — +oo (y sea de cuadrado

integrable).
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Potencial rectangular unidimensional

Estados ligados en un pozo de potencial unidimensional

Bie?~, x < xi1,
@(X) = gDz(X), x1 < x < xo,
BszeP* + Bie "%, X > X2,

Podemos resolver la ecuacién de Schrédinger para este caso general y, con
ayuda de las condiciones de frontera, despejar Bs en funcién del resto de los
pardmetros que definen el problema (ya empleamos este procedimiento para un
pozo de potencial rectangular).

Bs(E) es una funcién de la energia. Los niveles de energia discretos de la
particula en el pozo de potencial seran las raices de B3(E),

Bi3(E) =0,

" densada
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Relacién entre los problemas 1D y 3D
Pozo cuantico

m Hemos aprendido a calcular los niveles de energia de una particula
confinada por el potencial 1D de ancho a

_ 0, [x|<4,
Vi(x) = { Vo, Ixl> 2,

que impide a la particula escapar al infinito moviéndose a lo largo del eje
X.

m Por ejemplo, en el caso limite Vo — oo, los valores permitidos de la

2 2 .
energia son E, = f—m:—znz, a los que corresponden las funciones de onda
aramen
ox(x) = \/gsin (Z2x), con n=1,2,3, .. N
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Relacién entre los problemas 1D y 3D

Pozo cuantico

m Si la particula no estd confinada en las direcciones Y y Z, puede escapar

al infinito propagédndose como una onda plana a lo largo de estas
direcciones.

m Esta situacién corresponde al caso en que el potencial se mantiene

constante a lo largo de estas direcciones. Supongamos el caso mas simple
en que el potencial es cero,

Vi(y) =0, Vi(2)=0.

m La solucién de la ecuacién de Schrddinger para cada direccién Y o Z es
una combinacién lineal de ondas planas. Supongamos que las condiciones

iniciales determinan que cada onda se mueve en el sentido positivo del eje
correspondiente.

Departamento de
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Relacién entre los problemas 1D y 3D

Pozo cuantico

m Bajo las condiciones anteriores la funcién de onda a lo largo de las
direcciones Y y Z sera
—A ikyy —A ikzz
ey(y) =A™, @:(z) = A"
y las energias correspondientes

k2 22
Ey: ya EZ:hkz

)

2m 2m

m La funcién de onda y la energia total de la particula (método de
separacion de variables) es

2 . (/mn i 2
P = ex(X)ey(y)pe(2) = A\ﬁ sin (1) e,
a a
ﬁﬁnz hZ(kf-szZ)
2m a2 2m ’

E = Ex+Ey+Ez:

e

" jensada
UniversidadZaragoza
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Relacién entre los problemas 1D y 3D

Pozo cuantico

m La funcién de onda y la energia total de la particula (método de
separacion de variables) es

2 . ™n i 2Z
o) = sox(x)soy(y)saz(a:A\ﬁ sin () eftlrties),
a a
W o, Rkt k)

E = E+E+E =T
tE S 2maz'7 2m

m En los problemas que hemos resuelto hasta ahora, hemos supuesto, sin
decirlo, que k, = k; = 0.
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Relacién entre los problemas 1D y 3D

Cable cuantico

m Supongamos que la particula esta confinada tanto en la direccion X como
en la Y en pozos de potencial de ancho ay b, respectivamente, y se
mueve libremente en la direccién Z,

o K<z oo, <t -
VX(X)—{ Ve, >3 0 WISy, >t @=0

m Si Vi, V), — 00, la funcién de onda y la energia total de la particula es

o(F) A\/gsin (%x) sin (ﬂ-:'y) ez

N N T AW
T 2m \ a2 b? 2m

m Este sistema se denomina cable cuantico.
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Relacién entre los problemas 1D y 3D

Punto cuantico

m Finalmente, supongamos que la particula est4 confinada en las tres
direcciones espaciales X, Y, Z en pozos de potencial de ancho a, by c,

0 x| < 2 0 lyl < 2 0 |z] <
Velx) — , <3, Voly) — , <3, Volz) = , <

N[oN|a

Yo ly

B Si Vi, Vi, Vz — 00, la funcién de onda y la energia total de la
particula es

() = 4/ 8 sin (an) sin (ﬂm )sin le
v o abc a b7 c )’
Br? (n® m? I?
E = —(5+5+5)-
2m <32 b2 c?
m Este sistema se denomina punto cudntico y posee niveles de energia
discretos como si fuese un atomo artificial

(Premio Nobel de Quimica, 2023).
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