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Presentacion

Este libro de ejercicios esta elaborado especialmente para dar respuesta a la
demanda de los estudiantes de la asignatura de Fundamentos Matematicos
de las Ciencias Sociales del grado en Turismo de la UNED. Para ellos es
especialmente importante disponer de una gran variedad de ejercicios re-
sueltos por tratarse de estudios a distancia. Las matematicas son una de las
materias que mayores dificultades plantean a la hora de estudiar de forma
auténoma, y més concretamente la resoluciéon de ejercicios.

Nuestro objetivo ha sido proporcionar un niumero suficiente de ejercicios to-
talmente resueltos que vayan recorriendo los distintos conceptos estudiados
en la asignatura. Hemos procurado comenzar con ejercicios desarrollados
paso a paso y con alguna indicacién teérica, y hemos intentado incluir un
numero suficiente de ejercicios resueltos para que el estudiante pueda prac-
ticar y afianzar los conocimientos estudiados.

El texto esté estructurado en dos bloques. El primero se dedica al estudio de
conceptos bésicos de algebra desarrollados en dos temas, uno sobre célculo
matricial, y otro de aplicacién de los conceptos estudiados a la discusion y
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. El segundo bloque se centra
en conceptos de célculo, empezando con la introduccién de los conceptos
fundamentales sobre la definicién de funciones reales de variable real. Poco
a poco se va avanzando en los conceptos de limite y derivada para estudiar
finalmente las aplicaciones de la derivacién a la representacién gréfica de
funciones. Se cierra este bloque con un capitulo dedicado al estudio de la
integral y su aplicacién al calculo de 4reas delimitadas por funciones.

X1
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Hemos querido que los estudiantes que usen el texto no tengan la necesidad
de buscar conocimientos previos en otros textos y por ello hemos introducido
un capitulo inicial dedicado a repasar conceptos basicos de matemaéticas que,
por nuestra experiencia hemos podido comprobar que muchas veces se han
olvidado por falta de uso. Esta misma idea es la que nos ha guiado en la
metodologia usada en todo el texto. Se han ido introduciendo los conceptos
bajo el supuesto de que el estudiante los abordaba por primera vez.

Hemos tenido en cuenta las observaciones que a través de los cursos virtuales
nos han hecho llegar tanto estudiantes como tutores ya que esto permite
una mejora del resultado final. En este sentido hemos de decir que estamos
encantados de recibir las propuestas de mejora que nos quieran hacer llegar
tanto estudiantes como profesores.

Si bien es cierto, como hemos indicado al principio, que el texto esta escrito
pensando especialmente en los estudiantes de turismo, creemos que tam-
bién puede ser de gran ayuda para cualquier estudiante que necesite unos
conocimientos basicos de matematicas en el campo de las ciencias sociales
ya que los temas tratados cubren los conceptos fundamentales del algebra
y el célculo.

Los autores

Julio 2021
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Problema 1.1. Comprueba si dados los nimeros naturales z =7 e y =9,
su suma, su multiplicacién, su resta y su divisién pertenecen al conjunto de
los niimeros naturales.

Solucion.

La suma siempre produce un nimero natural, por tanto:

T+y=7+9=16€N.

Para la resta, como el minuendo es menor que el sustraendo, el resultado
obtenido no es un nimero natural:

r-y=7-9=-2¢N.
La multiplicacién siempre produce un nimero natural, por tanto:
z-y=7-9=63€N.

Para la divisién, como en este caso el dividendo no es multiplo del divisor,
el resultado obtenido no es un nimero natural

T 4
—-=—-¢N.
(' 9¢

o0

Problema 1.2. Comprueba la divisibilidad de los siguientes ntimeros: 69,
119, 187, 225, de acuerdo a las reglas de divisibilidad.

Solucion.

Como ninguno de los ntimeros es par, se puede asegurar que niguno es
divisible por 2. Y, por tanto, tampoco son divisibles ni por 4 ni por 6.

69 El 69 es divisible por 3 porque la suma de sus cifras es 15 y es multiplo
de 3.

119 EIl 119 es divisible por 7, pues al numero de todas las cifras menos las
unidades, 11, se le resta el doble de las unidades, que al ser 9, resulta
18, luego el resultado 18-11 es multiplo de 7.

187 El187 esdivisible por 11, pues la suma de sus cifras impares es 1+7=8,
y al restarle las cifras en posicién par, que es el 8, entonces el resultado
es 0.
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225 El 225 es divisible por 3 porque la suma de sus cifras es 9 que es
miltiplo de 3, es divisible por 5 porque termina en 5, y es divisible
por 9 porque la suma de sus cifras es multiplo de 9.

o0

Problema 1.3. Comprueba si son primos los numeros: 151, 223, 311, 401.

Solucion.

Para comprobar si un niimero a es primo basta con dividir el nimero entre
los primeros nimeros primos y parar si en un momento dado el cociente
obtenido es menor que el divisor, pues entonces se puede asegurar que el
namero a es primo. Es sabido que los primeros niimeros primos son: 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ...

151 Se divide 151 entre 2, 3, 5, 7, 11 y 13.

151 151 151
151 151 151

En este momento el cociente resultante es menor a 13, luego se puede
asegurar que el namero 151 es primo.

223 Se divide 223 entre 2, 3, 5, 7, 11, 13 y 17. En este momento el cociente
resultante es menor a 17, luego se puede asegurar que el nimero 223
es primo.

311 Se divide 311 entre 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 y 19. En este momento el
cociente resultante es menor a 19, luego se puede asegurar que el
nimero 311 es primo.

401 Se divide 449 entre 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 y 23. En este momento
el cociente resultante es menor a 23, luego se puede asegurar que el
numero 401 es primo.

oo

Problema 1.4. Comprueba si son primos los numeros: 137, 229, 313, 409
mediante el método de la raiz cuadrada, conocido como la divisiéon por
tentativa.
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Solucién.

Para comprobar si un nimero a es primo mediante la divisién por tentativa
hay que dividir el nimero entre los primeros niimeros primos 2, 3, ... que
sean menores que la raiz cuadrada de a, v/a, y si no es divisible por ninguno
de ellos, entonces se puede asegurar que el nimero a es primo.

137 Se halla /137 = 11, 704, entonces se divide 137 entre los primos me-
nores, que son 2, 3, 5, 7y 11. Y como ninguno es divisor se puede
asegurar que el nimero 137 es primo.

229 Se halla v229 = 15,132, entonces se divide 229 entre los primos me-
nores, que son 2, 3, 5, 7, 11 y 13. Y como ninguno es divisor se puede
asegurar que el nimero 229 es primo.

313 Se halla v/313 = 17,691, entonces se divide 313 entre los primos me-
nores, que son 2, 3, 5, 7, 11, 13 y 17. Y como ninguno es divisor se
puede asegurar que el nimero 313 es primo.

409 Se halla v/409 = 20, 223, entonces se divide 449 entre los primos me-
nores, que son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 y 19. Y como ninguno es divisor
se puede asegurar que el nimero 409 es primo.

o0

Problema 1.5. Comprueba si dados los siguientes nimeros enteros: £ = —5
e y = 4, su suma, su multiplicacién, su resta y su divisién pertenecen al
conjunto de los niimeros enteros.

Solucién.

La suma siempre produce un nimero entero, por tanto:
T+y=-5+4=-1€Z.

La resta siempre produce un nimero entero, por tanto:
r—y=-5—-4=-9€Z.

La multiplicacién siempre produce un nimero entero, por tanto:
rz-y=-5-4=-20¢€Z.

En el caso de la division solo se obtiene un namero entero si el dividendo
es miiltiplo del divisor, lo cual no ocurre en este caso, por tanto:

ofy="7 ¢

o
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Problema 1.6. Dados los siguientes niimeros racionales: z = 2/3, y = 4/5,
comprueba si su suma, su multiplicacién, su resta y su divisiéon pertenecen
al conjunto de los numeros racionales.

Solucién.

La suma siempre produce un numero racional, por tanto:

L o2, 4 10412 2
"5 = — - = = —
=85 15 15

€ Q.

La resta siempre produce un nimero racional, por tanto:

—2+4—10—12——2€Q
b At Al R TR
La multiplicacién siempre produce un ntimero racional, por tanto:
_24_24_8
"85 35 15

La divisién siempre produce un nimero racional, por tanto:

Ty € Q.

Problema 1.7. Dados los ntimeros z = /3, y = 5, halla los nimeros
siguientes y decide si son racionales o irracionales:

a)z+y b)z-y c)z+z d)z—=z e)zr-x f) z/z
Solucion.

a) z=z+y=v3+5¢Q.

b) z=2-y=5V3¢ Q.

c) z=z+z=v3+V3=2/3¢Q.
d) z=z-z=V3-V3=0€Q.
e) z=z-z=+V3-V/3=3€Q.

f) z=z/2=V3/V3=1€Q.
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Problema 1.8. Halla el valor de los siguientes nimeros combinatorios:
10 10 10 10 10
2 (@) w(E) o) o) ()

Solucion.

Se utiliza la definicién de nimero combinatorio:

() - m =

o (10)o_ 100 _10-9:8 109
2) 7 2100=-2)  2t.8 2 7
10 10! 10!
= = =1
b) <0) 0110 —0)! — 0!~ 10!
A P I (N
“ \10) T 10010—-10)! _ 1000
10 10! 10 - 9!
d) (1) mao—1)i - 19 0
10 10! 109!
) <9> = oo—9) o1 -
o0

Problema 1.9. Halla el valor de los siguientes nimeros combinatorios:

oG G 9C) o) o6

Solucién.
ol n! _mn=-1-n-2)0! =n-(n~-1)
a)<2>—2!(n—2)!_ W m-2 2
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d) (rlp) n! n-(n-— 1)!' e

¢) ( n >: n! ':n-(n—l)!=n

n—1

8

Problema 1.10. Halla el valor del siguiente niimero combinatorio (2),

donde k varia entre 0 y 5.

Solucion.

Una manera rapida de obtener el valor de los nimeros combinatorios es el
Tridngulo de Pascal, que se muestra a continuacion:

(o) ; (:) | (2)
N G I

(N ) IO ¢ I ¢ B ¢ I V)

Y donde los valores resultantes, en vez de calcularlos por la formula vista
anteriormente se obtienen como suma de los elementos diagonales de la fila
anterior, tal y como se muestra a continuacién:

n=_0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 i
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==6 1 6 15 20 15 6 ]

n=7 1 7 21 35 35 21 7 1
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Por tanto, la soluciéon a los valores pedidos se encuentra en la fila donde
n=>

Problema 1.11. Halla el valor de las siguientes expresiones:

a)42-48  b)5t-44 ) (92)° d)82.83 ) 45.2710
Solucién.

a) 42 .43 = 4243 = 45 = (22)5 — 925 _ 9l0
b) 5% 4% = (5. 4)* = 20 = 2454,
c) (9%)° =923 = g6 =312,

11
d) 82.83 =823 =8"1=- = =273
) 8 23

e) 45 . 2—10 = 22~5 . 2—10 — 210 i 2—10 — 210—10 = 20 ==

o0

Problema 1.12. Halla el valor de las siguientes expresiones:

a) v4- V4 b) V23. V33 ¢)V101/3
d) v5-5°  e) V23.V183 f) /98
Solucién.
a) VA . Vg = 41/4 . 4113 = 41/441/3 — 47/12 = QT = Y927 =
_ YR AT L g2z, Wl _g. W — 23
b) v23. V3% =23/2.3%/2=(2.3)%2 = 63/2 = VB3 =

= V626! = 6%2\/6 = 6V6.
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c) V10173 = (101/3)1/5 = 101/15 — 570

d) {1/5 .55 — 51/4 .55 — 5(1/4)+5 — §21/4 _ ,4/5‘21'

e) V23. V183 = 2%/2.18%/2 = (2.18)%/2 = 36%/2 = (62)*/* = 6 = 216.

£) V95 = (96)'/° = 98/3 = 92 = 3¢ = g1.

o0

Problema 1.13. Halla el valor de las siguientes expresiones:

a) <8 [ -9"% 410 G)_l

4 N 72\t
b) - (= I @-%
)5 <> +<3> (2=8)
) -1
)(1—4)‘3_2+<g> ~6-278
8 —1 2
- =Je=N -l = -3,
d) (5) +13 —'5) <2> +278.3
Solucién.
- 5\ * > 4
a) =3-(4-2)+10- () =-3-(2)7°+10- ;=
1 40 3 32 29
SRty Tt Tt LT &
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8\~! 14 S 49 1 5 98 3

5
_8_49_1_49_2_49__47
8 2 2 9 ¥ B

oG

Problema 1.14. Halla el valor de las siguientes expresiones:

T T )

2 4 8 4

§ 3% 1 i ¥ 5 5\ /1 =5
9(3-2) G-s) +¢ o(-n)-(-3) G
Solucién.

)G9 G0 (606D



12 CONCEPTOS BASICOS

_ A (B (BT L (B (LAYl 1_,
19 4 4 R’ 4 15/ 3 3

Problema 1.15. Halla el valor de las siguientes expresiones:
a) (z +3)? b) (-1 — z)? c) (z —4)(z+4)

d) (Vi-2z)2 e)(z—V3)(z+V3)
Solucién.
a) (z+3)?
Hay que hallar el cuadrado de una suma:
(a + b)? = a® + 2ab + b2,
(z+3)2=2242-3.2+32=22+6z+09.

b) (-1 —=z)?

Hay que hallar el cuadrado de la diferencia:
(a —b)% = a? — 2ab + b2,
(~1—z)?2=(-1)2=2-(-1)-z+2*=1+2z+ 2%

Equivalentemente se puede escribir:

()42 =(-1)2A+2z)?=12+2-1.2+2> =1+2z+2%
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¢) (c~4)(z+4)

Hay que hallar el producto de una suma por la diferencia:
(a+b)(a—b) =a? - b2

(x—4)(z+4) =2%—-42 = 2% - 16.
d) (V7-z)?
VT-2)?=(V1)?-2.(VT) -2+ 2° =7 - 2VTz + 22.
e) (z-V3)(z+V3)

(a:—\/é)(x+\/§)=x2—(\/§>2=x2~3.

o0

Problema 1.16. Desarrolla mediante el binomio de Newton: (z + y)°.

Solucion.

El binomio de Newton permite escribir:

(x+y)" = (8) el o (?) "y + (g) z" 22
+...+ (nr_z 1) oy + <Z> y".

En este caso n = 5, y aplicando la expresion del binomio de Newton:

(z +y)°

< (g) 2+ (f) 2y + (2) o2 + (g) 2% + (*Z) zyt + (g) v

= z° + 5zy + 102%y? + 1022y3 + 5xy* + o°.
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Problema 1.17. Desarrolla mediante el binomio de Newton: (2 + y)”.

Solucién.

En este caso n = 7, y aplicando la expresion del binomio de Newton:

2+y)

7 7 7
= (0)7+ (1) 2w+ (5) 2+ (5) 2
T\ 53, 4 ™ 2.5 (T 7\ 7
+<4)2y +<5>2y +(6 2y° + - (]

=1-27+7-26y+21-2992+35-2%° +35-28y4 421225+ 7- 28 + 1.4
= 128 + 448y + 672y° + 560y + 280y + 84y° + 14y° +¢".

o0

Problema 1.18. Desarrolla mediante el binomio de Newton (z — \/E)lo.

Solucién.

En este caso n = 10, y en lugar de z e y, se tienen z y —/z, luego:

@- V)"

" <190> x(—\/i)ng Gg) (_\/5)10.
Por tanto, sustituyendo los niimeros combinatorios por su valor:
(@ - Vo)
= 210 4 102° (—v/z) + 452% (—v)” + 12027 (—v2)’
+2102° (—vz)* + 2522° (—vz)° + 210 (—v)°
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+12023 (—vz)" + 4522 (=vz)® + 10z (-v2)° + (-v7)"°.

Y escribiendo la raiz como una potencia \/z = z1/2 y sumando los expo-
nentes se tiene finalmente: .
(z - Vz)

— 210 _ 1029212 + 45482 — 12027 23/2 + 2102822 — 2522°2%/2
+210z%z3 — 120232772 + 45z%z% — I(J:Ezg/2 + 2

= 210 — 10212 + 452° — 1202'7/% + 2102® — 2522!5/2

+21027 — 1202'3/2 4 4528 — 10211/2 4 45,

00
Problema 1.19. Desarrolla (z + y + z)® mediante el binomio de Newton.

Solucion.

En este caso n = 3 y, en lugar de z e y, se tienen z e (y + z), luego
(z+y+2)°=(z+(y+2)°

y entonces:
(z+ (y+2))°

:<g>z3+(?)x2(y+z)+(g)x(y+z)2+<g)(y+z)3

=23 +32%(y+ 2) + 3z(y + 2)2 + (y + 2)%.
Por otra parte:
(y+2)% =92 + 2yz + 22,
(y + 2)° = y3 + 3y?2 + 3y2° + 2°.
Sustituyendo:
(z+(y+2)°=
=2% 4+ 322 (y+ 2) + 3z(y? + 2yz + 22) + ¥ + 3?2 + 322 + 23
= z3 + 32%y + 3222 + 3xy? + 6zyz + 322
+y® + 3y%z + 3y2? + 23
=22+ 92 + 23 + 32y + 3222 + 3zy? + 3y%z + 3222 + 3yz? + 6zyz.

o0
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Problema 1.20. Halla el cuarto término del desarrollo (4z? — 5:ry)7.

Solucion.

El término que ocupa el lugar r + 1 del desarrollo de (z + y)™ es:

n (n—r), r
(7 Jatea

Los términos del binomio dado son de la forma:
( : ) (4m2)7_r (—5zy)"

Se pide encontrar el cuarto término, luego 4 = (r + 1), es decir r = 3, y por

tanto: :

(5) @ sy = a0 (-5m) =

= —35.4%.53z1y% = —7.44.5% . 21 . 8 = —1120000z'143.

o0

16

Problema 1.21. Halla el término que contenga a z°° en el desarrollo de

(2% + zy) o

Solucion.

El término pedido sera de la forma:

10 n(10-r)  p (10N 9090 5 - _ [ 10\ 204 »
(1")(1:) (:zy)-(r>:v yt={ )Ty

1

Como se busca el término que contiene a z'®, se ha de cumplir que:

20-r = 16 = r = 4,

luego el término buscado es el quinto, (r +1) =4+ 1 =5, y su valor es:

( 140 ) (x2)6(:1cy)4 - ( 140 )z16y4 = 210z10y°.

o0
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Problema 1.22. Expresa los siguientes polinomios en forma de productos
con igualdades notables:

2
a) P(z) =49 — Tz + % b) Q(t) = 3622t2 + 242% + 42
Solucién.

1:2
a) Pz)=49-Te + =

Por tener que ser una igualdad notable y como tiene dos términos
positivos y uno negativo, se trata del cuadrado de una diferencia,

(a —b)%2 = a? — 2ab + b,
e igualando término a término, se tiene:

a2 =49 = a =47,

2 T
b2=% = b=:t§;

Z

=1, b= —

—2ab= -7z = 2

Luego se tienen dos soluciones:

Pi(z) = (T- )%, Pa(e) = (-T+ )%,

b) Q(t) = 362%t2 + 2422t + 422

En primer lugar, se puede comprobar que todos los términos son mul-
tiplos de 422, luego sacando factor comun se tiene que:

Q(t) = 42%(9t* + 6t + 1).

Como el polinomio ha de tener la forma de un producto con una
igualdad notable, entonces

(9t2 + 6t + 1)

ha de ser una igualdad notable y, como tiene todos los términos posi-
tivos, se esta ante el cuadrado de una suma,

(a+ b)? = a? + 2ab+ b2,
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e igualando término a término, se tiene:

a’? =9t = a= 43t
=1 = b= =+1;

oab=6t —s (2= b=l
a=-3t b=-1

Luego se tienen dos soluciones para la igualdad notable y por tanto
dos soluciones para el polinomio buscado:

Q1(t) = 422(3t + 1)2, Qa(t) = 423(-3t —1)2

o0

Problema 1.23. Realiza las siguientes operaciones y simplifica:

a) (%x—2>2~ <§x—é> b) 3(z — 1) — 4 (722 — 92) + 7 (—4z + 2)

Solucion.

o (e (-

Se desarrolla el primer término que es el cuadrado de la diferencia y

Y ahora se multiplica y se tiene:

(- )= G (-
(1) () () () ()



Capitulo 1 19

b) 3(z — 1) —4(72% — 9z) + 7(—4z +2)

Se van desarrollando cada uno de los términos y luego se suman:
3(z—1)—4(72% - 9z) + 7(—4z + 2)

=3z —3—282%+ 36z —28z+ 14 = —28z% + 11z + 11.

o0

Problema 1.24. Dados los polinomios:
P(z) = 52* + 42% — 322 + 2z - 1,
Q(z) = 323 + 322 + 3z,
halla las siguientes operaciones y decide el grado del polinomio resultante:
a) P+Q b) P-Q c) P-Q

Solucién.

a) P+Q
(P+Q)(z) = (52" + 42 — 32% + 22 — 1) + (323 + 322 + 3x)
=0B+0)2+(4+3)r3+ (-3+3)z?2 + (24 3)z+ (—-1+0)

=5z + 723 + 52 — 1.

El grado del polinomio suma, P + @, es el grado del polinomio mayor,
que en este caso es el de P, luego el grado es 4.

b) P-Q
(P-Q)(z) = (52" + 42® — 327 + 22 — 1) — (32® + 32% + 32)
=(5-0)2"+(4-3)2®+(-3-3)z2+(2-3)z+ (-1 -0)
=5zt + 23 ~ 622 -z - 1.

El grado del polinomio diferencia, P — @, es el grado del polinomio
mayor, en este caso P, luego el grado es 4.
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c) P-Q
(P-Q)(z) = (51‘4 +42% — 322 + 22 — 1)- (3:1:3 + 322 + 3z)
= (52 + 42° — 322 + 22— 1) - 32°
+ (5z* + 42 — 322 + 22 — 1) - 322
+(5x4—+—4$3—3z2+2x—1) -3z
= (1527 + 122% — 92° + 62 — 32%)
+ (153:6 +122° — 9% + 623 — 3:1:2)
+ (152° + 122* — 923 + 622 — 3z)
= 152" + (12 4+ 15)2z® + (=9 + 12 + 15)z° + (6 — 9 + 12)z*
+(=346—9)2% + (-3 + 6)z% - 3z
= 15x7 + 2725 + 182 + 92* ~ 62% + 322 — 3z.

El grado del polinomio P - @ es el resultante de la suma de los grados
de cada polinomio, en este caso, 7.

o0

Problema 1.25. Sean P(z) = 22+ 9z+22y S(z) = z+5. Halla la divisién
de P por S.

Solucion.

Para que sea posible realizar la divisién de dos polinomios P y S, se ha de
cumplir que grad(P) > grad(S), y en este caso se cumple pues

grad(P) =2 > grad(S) = 1.

Se han de obtener dos nuevos polinomios @ y R, de forma que @ es el
cociente de la divisiéon de P por S, y R es el resto de dicha division.

P|S
R Q

En este caso queda:



Capitulo 1 21

2+92+22 | z2+5
—(z2+5z) z+4
0z* + 4z + 22
—(4z + 20)
+2

Por tanto, el resultado es el polinomio cociente Q(x) = z+4 y el polinomio
resto R(x) = 2.

Esto, entonces, se puede escribir como:

:1:2—+-9z—+-22_($+4)+ 2
z+5 - T+5

o0

Problema 1.26. Halla la divisién de los polinomios P(z) = 3z% — 252% +
1z ~17y S(z) =23 - 22 + L.

Solucion.

Como se cumple que grad(P) = 5 > grad(S) = 3, se puede llevar a cabo la
division:

3z5 — 25z + +11z ~ 17 3 —z2+1
—(3z% — 3z + 32?) 3z% — 22z — 22
0z® — 222 — 3z°
—(~22z% 4+ 2223 —222)
0 - 2223 — 3z% + 33z
— (2223 + 2222 —22)
—252% + 33z + 5

Por tanto, el resultado es el polinomio cociente Q(z) = 3z% — 22z — 22 y el
polinomio resto R(z) = —25z% + 33z + 5.

Esto, entonces, se puede escribir como:

P(z) 3z5-—25z% + 11z — 17 . —25z2 + 33z 4+ 5
= = 3x% — 221 — 22 :
Sl 3 —z?+1 dat -2z L= +1

o0

Problema 1.27. Sean P(z) = 22 + 9z + 22y S(z) = z + 5. Halla el resto
de la divisién de P por S mediante el teorema del resto.
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Solucioén.

El teorema del resto indica que dado un polinomio P(z) y dado un binomio
(z —a), entonces el resto de dividir el polinomio entre el binomio es igual al
valor numérico del polinomio para x = a, es decir, el resto es igual a P(a).

Por tanto, evaluando el polinomio en a = —5 se tiene:
P(=5) = (=5)? + 9(—5) + 22 = 2,

que como se puede comprobar coincide con el resultado del Problema 1.25.

o0

Problema 1.28. Sean P(z) = 2 + 9z + 20 y S(z) = = + 4. Halla el resto
de la divisién de P y S mediante el teorema del resto.

Solucioén.

Se evalua el polinomio en el valor a = —4 y se tiene:
P(—4) = (—4)* +9(—4) + 20 = 0.

Y como se ha obtenido que el resto es 0, implica que el polinomio S(z)
divide al polinomio P(z). Efectivamente realizando la divisién se tiene que
esta es exacta.

2 +92+20 |z+4
—(z%4+4z) [z+5
0z? + 5z + 20
—(5z + 20)
0

00
Problema 1.29. Sean P(z) = 22 + 4z — 21 y S(z) = z + 7. Comprueba
que P es divisible por S mediante el teorema del factor.
Solucién.

El teorema del factor indica que dado un polinomio P(z) y dado un binomio
(z—a), entonces el polinomio es divisible por el binomio si, y solo si, el valor
numeérico del polinomio para = = a es 0, es decir, P(a) = 0.
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Como en este caso a = —7, se tiene:
P(a) = P(=7) = (=7)> + 4(-7) — 21 = 0,
entonces por el teorema se puede afirmar que P es divisible por S.

Se puede comprobar haciendo la division:

z2+4x-21 | 24+7
—(z2+7z) [z-3

0z® — 3z —21
—(=3z — 21)
0

00

Problema 1.30. Halla el valor de m para que (z + 3) sea un factor del
polinomio P(z) = z® — 2z + 3m.
Solucién.

Como se dice que (z+3) es un factor del polinomio, entonces por el teorema
del factor se sabe que

es decir,
P(—3)= (—3)3 —-2(=3)+3m

de donde se obtiene que
m=7.

(0.9

Problema 1.31. Sean P(x) = z2+9x+22y S(z) = v+5. Halla la divisién
mediante el método de Ruffini.

Soluci6n.
1 9 22
510 -5 =20
] 1 4 2

De donde se obtiene Q(z) =z + 4y R(z) = 2.

(0.9
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Problema 1.32. Sean P(z) = 2% —42? +2r— 12y S(z) = z — 2. Halla la
divisién mediante el método de Ruffini.

Solucién.
1 0 -4 2 -12
2/0 2 4 0 4
2 o 2 -8

De donde se obtiene Q(z) = 2® + 222 + 2 y R(z) = —8.

Y, por tanto, en este caso se tiene:

2 _ fg? 49— 12
e i =22 +22° +2 - ¢ .
T—=2 T —2

o0

Problema 1.33. Dado el polinomio P(z) = z3 — 22 — 4z + 4, halla su
factorizacion.

Solucion.

Por el teorema fundamental del 4lgebra y dado que el grado del polinomio
es 3, nimero impar, se deduce que al menos hay una raiz real.

Entonces se acude al teorema del factor para intentar hallar alguno de los
monomios divisores del polinomio, y que, por tanto, dan lugar a las raices.

Se prueba con el monomio (z — 1), se evalaa P(1) y si vale 0, entonces el
namero x = 1 es una raiz, el monomio es un divisor y se puede aplicar el
método de Ruffini.

Al evaluar el polinomio para z = 1 se tiene:
P1)=13-12-4.144=0

y, por tanto, el polinomio es divisible entre (z — 1), luego ahora se puede
aplicar el método de Ruffini:
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De donde se obtiene el nuevo polinomio Q (z) = 2% — 4.

Aqui, y dado que es un polinomio de 29 grado, se puede utilizar la férmula
para obtener las raices de una ecuacién de segundo grado:

. —b+ Vb? — dac

2a

o bien se vuelve a realizar el proceso del teorema del factor. Aunque en este
caso se puede observar que el polinomio @ es el resultante del producto de
una suma, por diferencia:

Qz)=z2-4=(z+2)(z—-2).

Luego en este caso se finaliza la factorizacion, siendo, por tanto, el resultado:

Pz)=2® -2’ -4z +4=(z - 1)(z+2)(z - 2).

o

Problema 1.34. Halla la factorizacion del polinomio P(z) = z%+ 422 —45.

Solucion.

En este caso, y como se trata de un polinomio de grado 4, se intenta hacer
un cambio de variable para transformar el polinomio en uno de grado 2 que
se sabe resolver.

2

Efectivamente haciendo t = z*, se tiene:

P(t) = t? + 4t — 45.

Ahora, y como es un polinomio de segundo grado, se puede utilizar la for-
mula para obtener las raices de una ecuaciéon de segundo grado:

,_ 4% VIEF T80 _

2
_ —4+£V196  —-4+14 t=5
h 2 B 2 Tl t=-9

Luego el polinomio factorizado es:

P(t) = (t+9)(t — 5).
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Y deshaciendo el cambio, t = z?

, se tiene que el polinomio puede escribirse:
P(z) =z +42® - 45

=(a:2—+-9) (x2—5)=(x2+9)(x—\/5> (.’E+\/5)

o0

Problema 1.35. Halla las raices del polinomio P(z) = 6x3 — z? — 112+ 6
aplicando el teorema de la raiz racional y el teorema del factor.

Solucion.

Por el teorema de la raiz racional las raices racionales seran del tipo z = E,
q
donde:

s p es divisor de ag = 6, y por tanto p puede ser +1,+2, £3, +6.

= g es divisor de a3 = 6, y por tanto q puede ser +1, £2, £3, £6.

1 1 1 2 3
. :i, con py g coprimos, son £1,%7,£3 % £, +2, 5,33+ Sy 6.

Por el teorema fundamental del algebra, como el polinomio es de grado
3, tendré 3 raices. Por el teorema del factor, se sustituye el valor en el
polinomio y si su resultado es 0, entonces es raiz:

s x =1 es raiz, pues
P1)=6-13-12-11-146=6—-1—-11+6=0.
= £ = —1 no es raiz.
P(-1)=6-(=1® = (-1)2=11-(=1)+6 = -6 —1 + 11 + 6 = 10.
s T = 2 no es raiz.
P(2)=6-22-22-11.2+6=48-4-22+6=28#0.

= £ = —2 no es raiz.

P(=2) = 6-(~2)>—(=2)2—11-(=2)+6 = —48—4+22+6 = —24 # 0.
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z = 3 no es raiz.
P(3)=6-32-32-11-3+6=162—-9—-33+6=126#0.
T = —3 no es raiz.

P(=3) = 6-(—=3)3—(=3)2=11.(=3)+6 = —162—-9+33+6 = —132 # 0.

T = 5 no es raiz.

1 1% 7147 1 6 1 11 8
T /o T NP N

x = ? no es raiz.

1
= — —_— —_— = — 0
4 2+6 2;é
a:=;3-noesra1’z,

2 o> Al 2
P{l——=)=6-{—%=)} —[—=]) —-11-{—=])+6
(-3)=0-(-3) - (-3) - (-5)+

8 4 2 300 100

_—6ﬁ—§+11§+6—W—T#0

T = — es raiz

2 AL LR 2 8 4 2
p(2) =6 (2)'- (2) - (2) #0mod-4-ndssmo
x——se

=3 S raiz

3 gy 3\ 2 3 27 9 33
== | =G ==F = =S b =11( —= = = — 2 a6 =10,
p( 2) (2) (2) 11(2>+6 62481
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Como ya se han hallado 3 raices, no es necesario seguir comprobando, y

por tanto las raices del polinomio P son z = 1,z = 3 y @ = :2— Asi, el
polinomio puede escribirse de la siguiente forma:

P(z)=6x3 -z - 11z +6 = (z — 1) <z—-§-> <$+;>

En este ejercicio se han ido sustituyendo las posibles raices hasta comprobar
que tres de ellas verifican P(z) = 0. En la practica es més eficiente, una vez
encontrada la primera raiz, resolver la ecuacién de segundo grado.

oo

Problema 1.36. Sea P(z) = 23 — 222 4+ 2z — 4, halla las raices racionales
del polinomio y escribe el polinomio en funcién de sus factores.

Solucién.

Por el teorema de la raiz racional las raices racionales seran del tipo z = 8,
q
donde:

s p es divisor de ag = 4, y por tanto p puede ser +1,+2, +4.

e g es divisor de a4 = 1, y por tanto q puede ser *1.

° 2, con p y q coprimos, son +1,+2, +4.
q

Como el polinomio es de grado 3, tendra 3 raices. Sustituyendo:

z=1,P1)=12-2.124+2-1-4= -3 #0, no es raiz.

z=-1,P(-1)=(-13-2-(-1)2+2-(-1)—4=-9#0,noes

raiz.

s 2=2 P2)=2-2.224+2.2—4=0, este valor SI es una raiz.

nz=-2 P(-2)=(-2)3-2-(-2)2+2-(-2) —4=-24# 0, no es
raiz.

=4, P(4)=4%—-2-424+2.4—4=36#0, no es raiz.

« z=—4, P(-4) = (—4)3 -2 (—4)2+2.(—4) —4 = —108 # 0, no es

una raiz.
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Por tanto, la inica raiz racional del polinomio P es z = 2.

Si se divide el polinomio P por el monomio (z — 2) se obtiene el factor que
falta, que ha de ser de grado 2.

Se procede a hacer la divisiéon por el método de Ruffini:

1 -2 2 —4
2/0 2 0 4
T 0 2 o0

Y se obtiene como segundo factor (z? + 2) que es de tipo cuadratico y no
tiene raices reales, sus raices son complejas. Esto cumple el teorema de la
raiz racional que decia que no habia més raices racionales.

Finalmente el polinomio puede escribirse como producto de factores lineales
y cuadréticos:
P(z) = (z - 2)(z% + 2).

o0

Problema 1.37. Halla la descomposicion en fracciones simples del siguien-
te cociente de polinomios:

P(z) z-9
Qz) x2-4

Solucién.

Como el grado(P) = 1 < grado(Q) = 2, se puede realizar la descomposicién
en suma de fracciones simples.

En primer lugar, se halla la descomposicién en factores lineales y cuadraticos
del polinomio del denominador, @, y se puede observar que es la diferencia
de cuadrados, luego es una suma por diferencia:

Qz) =22 - 22 = (z + 2)(z — 2),

y por tanto:
Plas) z—9
Qz) (z+2)(z-2)
Como hay factores lineales distintos, entonces la descomposicién es del tipo:
Ay 4 Ag - Ay ’
T—ay T—ao T —ap
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y con los valores dados por el problema se tiene:

rz—9 - A 4 Aq _A1($—2)+A2(1‘+2)
(z+2)(x -2) z+2 =z -2 x? -4
. (Al +A2)$—-2(A1 —AQ)
N z2—4 ’

Igualando los numeradores se tiene:
r—9= (A1 + AQ)I = 2(A1 = AQ),

de donde igualando los coeficientes de los términos de igual grado se obtiene
un sistema de dos ecuaciones, y resolviendo:

Al +A3=1 Ar+ Az =1 11 11
9 =24 === A = —,
{—2(A1—A2)=—9 {AI—A2=§ T2 T
11 7
A1+A2=—+A2=1=>A2=——,
4 4
luego, una vez obtenidos los coeficientes buscados A; y As, se tiene:
Plz) -9 11 -7

0@ Z-4 1z+2) Tz 2

o0

Problema 1.38. Descompo6n en fracciones simples el siguiente cociente de

polinomios:
P(z) 3z +3

Q—(:I,‘j_ 22 -9’

Solucion.

Como el grado del numerador es menor que el del denominador, se procede
a factorizar el denominador:

Q(z)=2*-9=(z—3)(z +3),
y como los factores son lineales y distintos entre si, se puede escribir:

3:1)+3__ A n As
22-9 -3 z+3’

y operando se tiene:

3r+3 Ai(z +3) + Az(z — 3) N (A1 + A2)xz+ 34, — 34,
x2—-9 z2 -9 n 2 -9 '
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A continuacién, se igualan los numeradores:
3z +3=(A1+ Ag)z+ 3A1 — 349,

identificando coeficientes se forma un sistema de ecuaciones:

A+ Ay=3
3A; — 342 =3

y resolviendo se obtienen los valores A} = 2 y Ay = 1. Por tanto, se puede

escribir:
Plg) 8243 2 " 1
Q(z) 22-9 -3 z+3

o0

Problema 1.39. Descompén en fracciones simples el siguiente cociente:
P(z)  5x—4
Q) x2—2-2

Solucion.

Como el grado del numerador es menor que el del denominador, se procede
a factorizar el denominador y se obtiene:

Qz)=22-z-2=(z-2)(z+1),
y como los factores son lineales y distintos entre si, se puede escribir:
5z — 4 A Ag

2~2:—-2=1:—2+1:+1’

x
y operando se tiene:

br—4 _ Aj(z+1)+As(x—2) (A1 4+ A)z+ A - 24,

22—z -2 2 —x—2 2 —x -2

A continuacién, se igualan los numeradores:
br —4 = (Al +A2).T+A1 —2A,,

identificando coeficientes se forma un sistema de ecuaciones:
{ A1+ A2=5
Ay — 24y =4
y resolviendo se obtienen los valores A; =2y Ay = 3.
Luego se puede escribir:
P(x) 5xz—-4 2 3

Q(z) _:zz—z—2—z—2+x+1'

o0
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Problema 1.40. Descompén en fracciones simples el cociente de polino-

mios:
P(z)  6x*—17z+1

Q(z) z3—-422+z+6

Solucion.

Como el grado del numerador es menor que el del denominador, se procede
a factorizar el denominador, y aplicando Ruffini se puede llegar a:

Qz) =2 -4z +z+6=(2+1)(z—2)(z - 3),
y como los factores son lineales y distintos entre si, se puede escribir:

61‘2—17$+1 N A1 + A2 4 A3
-4l +z4+6 z+1 z-2 -3

y operando se tiene:
622 — 17z + 1

3 -4z +2+6
Ai(z = 2)(z—3)+ A2(z + 1)(z — 3) + A3(z + 1)(z — 2)
(z+1)(z - 2)(z-3)
(A1 + Az + A3) 22 + (=5A; — 247 — A3)z + (6A; — 345 — 243)
(z+1)(z—2)(z—3) '

A continuacién, se igualan los numeradores:

6.’E2 —17x+ 1= (Al = AQ + A3)$2 + (—5A1 - 2A2 - A3) T+

+ (6A1 — 34, — 2A3) 3
identificando coeficientes se forma un sistema de ecuaciones:
A1+ A2+ A3 =6

—5A4; — 24, — Az = —17
6A; — 34y — 243 = 1

y resolviendo se obtienen los valores A; = 2, Ay = 3, y A3 = 1, luego se
puede escribir:

P(z) 6z®—17z+1 2 P
Q(x) z3—-4224zx+6 z+1 z-2 z-3

o0
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Problema 1.41. Descompo6n en fracciones simples el cociente de polino-
mios:

P(=) -z -1

Qz) a3-222—z+2

Solucion.

Como el grado del numerador es menor que el del denominador, se procede
a factorizar el denominador, y aplicando Ruflini se puede llegar a:

Qle)=2>-22—z+2=(z-1)(z +1)(z - 2).
Como los factores son lineales y distintos entre si, se puede escribir:

& g =i A Aq Az
3 2 = + + '
3 —-2r2—-z+2 zxz-1 z+1 zx-2

y operando se tiene:

Az +1)(z-2)+ A(z~ 1)(z—2) + Az(z - 1)(z + 1)
(z-1)(z+1)(z—2) '

e igualando numeradores:
?—z-1=Ai(z+1)(z—2) + Ao(z — 1)(z — 2) + A3(z — 1)(z + 1).

Llegados a este punto, se podria generar un sistema de ecuaciones, de 3
ecuaciones con 3 incégnitas, de forma anéloga a como se ha especificado
en el ejemplo anterior. Sin embargo, hay una forma mas rapida de obtener
la solucién que consiste en dar determinados valores a la z, para que se
anulen los monomios y a partir de ahi obtener la solucién de las distintas
incégnitas.

» Si z =1, se anulan los multiplicandos (z — 1) y se obtiene:
12-1-1=A;14+1)(1-2)+ A0 —1J(1 — 2) + As(—TJ(1 + 1),
—-1=-24;= A =1/2.
s Si z = —1, se anulan los multiplicandos (z + 1) y se obtiene:
(-D? = (1) - 1 = A, ((=+T)((-1) - 2)+

+A2((-1) = 1)((=1) — 2) + A3((—1) = ((=1}+T),
1 =64, = Ay =1/6.
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s Si z = 2, se anulan los multiplicandos (z — 2) y se obtiene:

22_92-1=A,2+1)2—2T+ A2~ 1)2—2T+ A3(2-1)(2+ 1),
1= 3A3 = Ag = 1/3
Luego la descomposicién en fracciones simples del cociente es:

Plz)  a®-z-1 _ 1/2 1/6 /3
Qz) x3-222 —z+2 z-1 z+1 -2

oo

Problema 1.42. Descompédn en fracciones simples el cociente de polino-
mios:

P(x) 5 gl |

Q(z) z2-2zx+1

Solucion.

Como el grado del numerador es menor que el del denominador, se procede
a factorizar el denominador, y se observa que es una igualdad notable, en
particular el cuadrado de la diferencia, luego:

Qz)=z2-2z+1=(z—-1)

como los factores son lineales y ahora estan repetidos, siendo la multiplicidad
m = 2, se puede escribir:
z+1 . A n Ay
22-2z+1 z2-1 (z-1)%

y operando se tiene:

z+1 A1($—1)+A2_'A1CL‘—A1+A2
2?2-2z+1  (z-1)? (z —1)°

i

por tanto, igualando numeradores:
z+1=A1x— Ay + A,
e identificando coeficientes se obtiene que A; = 1, y entonces Ay = 2.

Luego se tiene que la descomposicién en fracciones simples es:

P(z) gl 1 2
Q(x) x2—2w+1—:1:—1+(x_1)2'

oo
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Problema 1.43. Descompoén en fracciones simples el cociente de polino-

mios:
P(x) z+1

Qz) 23+22—52+3

Solucién.

Como el grado del numerador es menor que el del denominador, se procede
a factorizar el denominador, y por Ruffini se obtiene que:

Qx)=x3+22-5x+3=(z+3)(z—1)?

como los factores son lineales y uno esté repetido con multiplicidad m = 2,
se puede escribir:

T e I N Al + A2 s A3
3+22-524+3 z+3 (z—1) (z-1)%

y operando se tiene:

r+1 Az —1)%2 4+ Ag(z +3)(z — 1) + As(x + 3)
3+ 22 -5 +3 (x+3)(z—1)2

¥

donde igualando numeradores:
z+1=Ai(z—1)%+ As(z + 3)(z — 1) + A3(z + 3),

y dando valores a la z, para que se anulen los monomios se obtiene la
solucién de las distintas incognitas.

» Si z = 1, se anulan los multiplicandos (z — 1) y se obtiene:
1+1=A1 (117 + A1+ 3)(1—1T+ A3(1 +3)
2 =443 = Az = 1/2.
= Si z = —3, se anulan los multiplicandos (z + 3) y se obtiene:
—3+1=A;(-3-1)?+ Ay(=3+3)(—-3 — 1) + A3(=3+73)
—2=164; = A; = —1/8.

» Y como el coeficiente de z2 es 0, se tiene que:
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U= (A1+A2) = Ay = 1/8

Luego finalmente se tiene que la descomposicion en fracciones simples es
Plg) z+1 _ —1/8 1/8 - 1/2
Qz) 23+22-5z2+3 z+3 (z-1) (z-1)%

o0

Problema 1.44. Descompo6n en fracciones simples el cociente de polino-

mios:
P(z) 2 -2z +2

Q(z) T fa2+2z+2

Solucion.

Como el grado del numerador es menor que el del denominador, se procede
a factorizar el denominador, y por Ruffini se obtiene que:

Q(z) = (z + 1)(z* + 2),
luego el denominador es el producto de un factor lineal y un factor cuadré-
tico,

?-2z+2 A Asz + By
B +a24+2c+2 ax+1 2242
y operando se tiene:
22 —-20+2  Ai(a®+2)+ (Asz+ By)(z+ 1)
B +z2+2r+2 (z+1)(z%2 +2)
(A1 + Ag) z? + (Ag + Bz + (241 + B)
(z+1)(z2 +2)

Se igualan numeradores:
22— 2x+ 2= (A1 + Ay) 22+ (A + B1)z + (241 + By),

y se genera un sistema de ecuaciones:

A+ Ay =1
Ay + By = -2
2A;+ B, =2

y resolviendo se obtienen los valores A} = 5/3, Ay = —=2/3 y By = —4/3,
luego la descomposicion es:
—2 4
Piz) «*—-2c+2  5/3 3T73 1 5 12z +4
Q(z) x3+22+22+2 z+1 * 2+2 3z+1 3z2+2

o0
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Problema 1.45. Descompén en fracciones simples el cociente de polino-

mios:
P(z) z? — 2z + 2

Q(z)  (z2+1)(z2+2)

Solucion.
El denominador, como se puede apreciar, es el producto de dos factores
cuadréticos distintos: Q(z) = (z? + 1)(z? + 2),

2 -2+ 2 _‘A1.’L‘-+-B14I Asz + By
(22 +1)(22+2) 224+1 = z2+42

3

y operando se tiene:

x? -2z +2 (Aiz + B)) (2% +2) + (A2z + By) (22 + 1)

(22 +1)(22+2) (22 + 1)(z2 + 2)

(A1z + A2z) z% + (B1 + By)z? + (241 + Asz) + (2B1 + Bo)
(2 + 1)(z? + 2)

Se igualan numeradores:
2% — 22 +2 = (A1 + A2) 23 + (B1 + B2)z? + (241 + A2)z + (2B1 + Bs),

y se genera un sistema de ecuaciones:

Ai+A2=0
B+ By =1
2A1 + Ay = -2
2B1+ By =2
y resolviendo se obtienen los valores A} = —2, A2 =2, By =1y B, = 0;

luego la descomposicién en fracciones es:

P(z) 2 —2r +2 —2z+1 2z

0@ it s a2

oo

Problema 1.46. Descompén en fracciones simples el cociente de polino-
mios:

P(z) 32°+22+8z+6

Q(zx)  z'+422+4
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Solucién.

Al intentar factorizar el denominador, se observa que es una igualdad nota-
ble, en particular el cuadrado de la suma, luego:

Qz) = z* + 422 + 4 = (2® + 2)?,

los factores son cuadraticos y estan repetidos, con multiplicidad es m = 2,
luego se puede escribir:

32 +22+82+6 Aiz+B;  Awr+ By
4 +4z2+4  z242 (22 +2)%’

y operando se tiene:

323 +22+824+6 (Aiz+ B1) (22 +2) + (A2z + By)
rt + 422 +4 (22 + 2)*

- A1:L'3 + Blmz -+ (2A1 =t AQ) T+ (2B1 + Bg)
(22 +2)° "
igualando numeradores se tiene:
323 + 22 + 8z + 6 = Ajaz® + Bia? + (241 + Ay)z + (2B + By),

de donde al igualar coeficiente se obtiene directamente que A; =3y B; =1,
y a partir de ahi se tiene que Ay = 2 y By = 4, luego finalmente se tiene
que la descomposicién en fracciones es:

P(z) 32®+22+8z+6 3x+1  2x+4
Qlz)  z*+4a?+4  22+2  (22+42)%

o0

Problema 1.47. Halla la descomposicion en fracciones simples del siguien-
te cociente:

Plz) 2d+z'+23+22+z+1

Qz) (@ 2)4(w2 + 2)¢

Solucién.

El denominador como se puede apreciar es el producto de factores lineales

repetidos y factores cuadraticos repetidos, luego se puede escribir:

;r5+:c4+1:3+:r2+x+1__ A g Ay . Asz+ By | A4z + B2
(z +2)2(2? +2)? z+2  (z+2)? (€2+2)  (z2+42)%




Capitulo 1 39

y operando se tiene:

B+t +3+22++1
(z +2)2(z2 + 2)2

Ar(z +2) (2% 4+ 2)2 4 Ay(a2 +2)2 + (A3z + By) (z + 2)% (22 + 2)
(22 + 1) (2 + 2)

(Agz + By) (z + 2)°
(224 1)(x%2+2)

Operando e igualando numeradores se genera un sistema de ecuaciones:

( A+ A3=1
2A1 + Ay +4A3+ By =1
4A1 +6A3+4B1+ Ay =1
8A; +4Ay +8A3 +6B; +4A4+ By =1
4A, +8A3+ 8By +4A4+4B; =1
8A1 +4A,+8B; +4By =1

“

y resolviendo se obtienen los valores A; = 29/36, A2 = —7/12, A3 = 7/36,
B; = —-29/36, Ay = 5/6y By = —1/6, luego la descomposicion en fracciones
simples es:

Pz) 2+z'+2°+2%+z+1
Q)  (z+2)¥(a?+2)
29 7 Tz — 329 & —4p

6z 12 12@+2)7?  36(22+2) ' 6(e?+2)72

o0
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Problema 2.1. Una cooperativa agricola ha tenido unos excedentes de
produccién en maiz de 680 toneladas, 590 de trigo y 570 de centeno. A la
vista de estos excedentes decide donarlos a cuatro ONGs. La primera re-
cibird 200 toneladas de maiz, 100 de trigo y 120 de centeno La segunda
recibird 110 toneladas de maiz, 130 de trigo y 200 de centeno; la tercera
recibird 220 toneladas de maiz, 200 de trigo y 100 de centeno y la cuarta
ONG recibird 150 toneladas de maiz, 160 de trigo y 150 de centeno. Expre-
sa matricialmente como se distribuiran los excedentes de produccion a las
distintas Organizaciones.

Solucién.

ONG M T C
1 200 100 120
2 110 130 200
3 220 200 200
4 150 160 150
0

Problema 2.2. Con el fin de hacer llegar los excedentes a las sedes de las
distintas organizaciones la cooperativa pidi6 presupuestos a dos empresas
de transporte F; y Fo. La primera cobra 500 euros por tonelada enviada a
la sede de la primera, 450 por envios a la sede de la segunda, 375 los envios
a la tercera y 350 los envios a la sede de la cuarta ONG elegida. Por otro
lado, la segunda empresa cobraba 510 por los envios a la primera ONG,
400 por los envios a la segunda y a la tercera y 350 por los envios a la
cuarta ONG. Expresa matricialmente los presupuestos de ambas empresas
de distribucién.

Solucioén.

ONG E, E,
1 500 510
2 450 400
3 375 400
4 350 350
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Problema 2.3. Una empresa de distribuciéon de dispositivos electronicos
dispone de cinco tiendas para la venta de los mismos. En la tienda nimero
uno dispone de 10 smartphones (s), 12 tablets (t), 8 portatiles (p) y 15
reproductores mp4 (m); en la segunda hay 9 smartphones, 16 tablets, 13
portatiles y 20 mp4; en la tercera hay 5 smartphones, 7 tablets, 4 portatiles y
9 mp4; en la cuarta hay 23 smartphones, 30 tablets, 15 portatiles y 40 mp4;
y en la quinta hay 2 smartphones, 4 tablets, 1 portatil y 6 mp4. Expresa el
inventario actual en ferma de matriz.

Solucion.

Tienda s t p m
1 10 12 8 15
2 9 16 13 20
3 5 7 4 9
4 23 30 15 40
5 2 4 1 6
00

Problema 2.4. Dados los elementos siguientes:
az1 =3, az2=-1, 413 =0, a31 =6, a2 =5y axn =2,

completa la siguiente matriz:

Solucioén.

El primer subindice indica siempre la fila y el segundo la columna, luego:

m ag; = 3, implica fila 2 y columna 1, por tanto:
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» a3z = —1, implica fila 3 y columna 2, por tanto:
6
A= 3 " =5
-1 9
Asi, se llega a:
6 5 0
A= 3 2 -5
6 -1 9
00
Problema 2.5. Dada la matriz:
T 3 1
A=10 -1 7
5 4 2

a) Determina los elementos a11, as1, ajoya;3coni =1, 2, y 3.

b) Halla el valor de las siguientes sumas:

3
>
j=1

c) Halla el valor de la siguiente suma:
3
DD ai
j=11i=1
Solucién.
a) a1 =1, a1 =0, ay2 =3,
ai3: a13 =1, agz3 =Tyasz = 2.

b) Z?:l a2; = ag1 + az2 + ags =0+(_1) +7=6.

3 2 3
€) Xj=1 2i=1 @i = 2jo1(0nj +ag;) =

= (@11 + a21)+(a12 + az)+(a13 + az3) = (1+0)+(3+(=1))+(147) = 11.

o0
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il 0 2
Problema 2.6. Dada la matriz A = 3 -2 7
5 —1 4

a) Determina los elementos: a3, a3;, a;3 con i =1,2,3.

b) Halla el valor de la siguiente suma Z?Zl ag;.
¢) Halla el valor de la siguiente suma Z?’:l (Z?:l aij) .
Solucién.

a) a13=2, asi =5, a13=2, a23=—1 ya33=4coni:1,2,3.

b) 331 ag =an +anm+apy =3+ (-2)+7.
3 2
) 3 i <Zi=1 aij) =351 (@ +ag) =

= (a11 + a21)+(a12 + a22)+(a13 + a23) = (1 +3)+(0+ (-2))+(5+ (-1)).

Problema 2.7. Dada la matriz:

a) Escribe una matriz diagonal (D) cuyos elementos sean los de la diagonal
principal de A.

b) Escribe una matriz columna (C) cuyos elementos sean la suma de las
columnas de A.

¢) Escribe una matriz fila (F) cuyos elementos se correspondan con los de
la segunda columna de A.

Solucion.

a)

I
OO =
|
o= O
N OO
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b)
1+3+1 5
C=|0-1+7 |=| 6
5+442 3
c)
F=(3 -1 4)
o0

Problema 2.8. Responde justificando la respuesta:

a) Una matriz simétrica ;puede ser hemisimétrica?
b) Una matriz simétrica ;puede ser triangular?

¢) Una matriz hemisimétrica ;puede ser escalar?

Solucion.

a) A=(aij), i=12..,nj=1,2,..,n.
A es simétrica si y solo si a;j = aj; con a;; no necesariamente nulos.

A es hemisimétrica si y solo si

aij = —ajj, con ay =0,Vi=1,.,n.

La tunica posibilidad de tener a la vez:

Wi =il , _
L - esay=0Vi=1,.m j=1,.,n
Aj5 = —0ji
Luego solo existe una matriz que sea a la vez simétrica y hemisimétrica
y es la matriz nula.

b) Una matriz es triangular si los elementos por encima (o por debajo) de
la diagonal son ceros. Si la matriz es simétrica, las unicas posibilidades
para que sea triangular es que sea una matriz escalar o la matriz nula.

¢) Una matriz escalar debe cumplir que a;; = 0,Vi # j. Como ademaés se
ha de cumplir que ay; = 0,Vi = 1,..,n la tnica posibilidad es que sea
la matriz nula.
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Problema 2.9. Dada la matriz:

1
A= a
b

o N W

5
4
3
Establece los valores de a, by ¢ de forma que A sea simétrica.

Solucidn.

A es simétrica si a;j = aj Vi # j
a=ag =aj3=>a=23,
b=a3 =ai3=b=23,
c:a32=a23:>c:4.

Luego, queda la matriz

S

Il
ot o
NG I
w B o

Problema 2.10. Dada la matriz:

0 2
A= a b 4
c d

®

Establecer los valores de a, b, ¢, d y e de forma que A sea hemisimétrica.

Solucion.

A es hemisimétrica si
ajj=—aj Vi#F]
A5 = 0, Vi= ]

de donde se deduce que

b=e=0,
a=ag = —app=—2=a= -2,
c=a31 =—a13=-3=>c= -3,

d=a32=—a23=—4:'d=—4.
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Luego, queda la matriz

0 2 3
A=\ -2 0 4
-3 -4 0

)

Problema 2.11. La empresa de distribucidon del problema 2.3 abastece de
articulos a sus tiendas segin la informacion contenida en la matriz siguiente:

4 3 5 6
0 2 9 10
D=1]12 4 7 5
9 8 6 12
3 01 5

a) ;Cual es el nuevo nivel de existencias?
b) ;Cuantos reproductores mp4 hay en la tercera tienda?

c) ;Cuantas tablets hay en total?

Solucion.

a) Llamando E a la matriz de existencias del ejercicio anterior, la matriz
de existencias actuales, A, vendra dada por:

A=E+D

10 12 8 15 4 3 5 6
9 16 13 20 0 2 9 10
= 5 7 4 9 |+ 12 47 5
23 30 15 40 9 8 6 12
2 4 1 6 3 01 5

14 15 13 21

9 18 22 30

=1 17 11 11 14

32 38 21 52

5 4 2 11

b) En la tercera tienda hay 14 reproductores mp4 (azq = 14).
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c) El numero de tablets en las distintas tiendas se recoge siempre en la
segunda columna (elementos a;2, i = 1,...,5), luego el numero total
de tablets sera:

e

i ]
Z a2 = a12 + a2 + a3z + as2 + as

i=1

=15+ 18+ 11+ 38 + 4 = 86.

o0

Problema 2.12. Las empresas de transporte del problema 2.2, al saber
que los presupuestos solicitados son para una causa humanitaria, deciden
aplicar una rebaja del 25 % a los mismos. ;Cual ser4 el importe de la rebaja
aplicada? ;Cual sera el presupuesto entregado a la cooperativa agricola?

Solucion.

El importe de la rebaja aplicada vendra dado por:

0.25. 500 450 375 350 \ _ 125 112,5 93,75 87,5
' 510 400 400 350 /  \ 127,5 100 100 87,5

El nuevo presupuesto para presentar a la cooperativa agricola seré:

500 450 375 350 _ 0.95. 500 450 375 350
510 400 400 350 ’ 510 400 400 350

_ ( 500 450 375 350 \ 125 112,56 93,75 87,5
~ \ 510 400 400 350 127,5 100 100 87,5

- 375 337,5 281,25 262,5
—\ 382,5  300 300  262,5

o0

Problema 2.13. Dadas las matrices:

2 0 11
A= 1 =1 ,B=<i?$>y0= 0 2
-5 B 5 —6

determina todas las sumas que se puedan hacer con ellas sin repetir matriz.
Indica las dimensiones de las nuevas matrices sin realizar los célculos.
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Solucion.

Las tnicas sumas que se pueden hacer teniendo en cuenta las dimensiones
son

A+C

C+A

va que solo se pueden sumar matrices con las mismas dimensiones. En ambos
casos la matriz obtenida es de dimensién 3 x 2.

o

Problema 2.14. Halla las matrices resultantes del ejercicio anterior.

Solucion.

Se debe tener en cuenta que la suma de matrices cumple la propiedad con-
mutativa, por lo que A+ C = C + A:

2 0 1 1 3 1
A+C=C+A= 1 -1 ]14+1 0 2 = il 1
-2 3 5 —6 3 -3
o0
Problema 2.15. Dadas:

2 0 1 1

a=| 1 21 ,B=(zi’$>yc= 0 2

-2 3 5 —6

determina todas las sumas que se puedan hacer con ellas y sus transpuestas
sin repetir matriz. Indica las dimensiones de las nuevas matrices sin realizar
los célculos. Calcula las matrices cuando sea posible.

Solucion.

Las posibles sumas que se pueden llevar a cabo seran:

= Con dos sumandos se tienen las siguientes posibilidades:
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e Son matrices 3 x 2
A4 B*

A+C
BT +C
e Son matrices 2 x 3
AT +B
AT+ CT
B+CT
= Con tres sumandos se tienen las siguientes posibilidades:

e Son matrices 3 x 2
A+ Q4 BY

e Son matrices 2 x 3
iy’

Los resultados de las sumas son:

» Con dos sumandos se tienen las siguientes matrices:

e Matrices 3 x 2
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e Matrices 2 x 3

B+CT =

(3 5 6 + 1 056\ _ (45 11
%4 3F 0 -1 3) \40 10
= Con tres sumandos se tienen las siguientes posibilidades:

e Matrices 3 x 2

2 0 1 T
A+C+BT=( 3 —1>+<0 )+ )
= 5
2 0 1 i y 4 6 5
= =3 d+[ O 2>+ 51) 62)
2 3 | " 6 7 9 4

e Matrices 2 x 3
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Problema 2.16. Halla una matriz X que verifique 2A + X = B siendo A
y B las matrices:

~4 32 0
A= -11 2 ]|yB=(10 -1
~ 1 2 4 5

Solucién.

Despejando en la ecuacion se tiene X = B — 2A y sustituyendo la matrices
en la expresién queda:

32 0 -1
X=B—-24=| 1 0 ¥ [—32] -1 & 2
5 = 1
32 0 2.0 —2 1 2 2
=10 -1 ]—-]1-22 4 |)=1[]3 -2 -5
2 4 5 -4 0 2 6 4 3
00

Problema 2.17. Halla las matrices X e Y que verifican:

2X-Y=A
X+Y =8B
1 -1 0 2 4 3
Siendo A = 0 3 2 JygB=|] =2 @i
-2 0 6 5 =3 0
Solucion.

En primer lugar, se resuelve el sistema sin tener en cuenta que las expresio-
nes de X, Y, Ay B son matrices y se llega a expresiones para X e Y en
funcién de A y B.

Si se suman las dos ecuaciones se tiene:

2X-Y=A4

1
PRy }=>3X=A+B:>X_§(A+B)
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Luego
1 1 -1 0 2 4 3
X=—(A—+-B)=§ 0 3 2 |+] -3 01
-2 0 6 5 -3 0
1 3 3 3 i1 1 1
=3 -3 3 3 |=]-1 11
3 -3 6 1 -1 2
Despejando Y en la segunda ecuacién
Y=B-X
y sustituyendo queda
2 4 3 I 1 1
Y=B-X=|-3 01 ]|-|-1 11
5 =3 0 1 -1 2
1 3 2
=1 -2 -1 0
4 -2 2
00

Problema 2.18. Dadas las matrices:

2 0

a=(5)m=( ) se=(308)
determina qué productos se pueden realizar con dos factores distintos y qué
dimensiones tendrian las matrices resultantes.
Solucién.
(Agxa X Cox3), es una matriz 2 x 3.
(B3x2 X Aax2), €s una matriz 3 x 2.
(Cax3 X Bs3x2), €s una matriz 2 x 2.
( )

Bs3xo x Cax3), es una matriz 3 x 3.
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Problema 2.19. Halla los productos obtenidos en el ejercicio anterior.

Solucion.

1 -1 3 & 6
'(A2XZXC2X3):(0 2))((4 1 7)

=BT d 1 5= LB (=1
- 0-3+2-4 0-5+2-.1 0mB=2* 3

. -1 4 -1
a 8 2 14
2 0 1 —1
-2 3
2:14+0-0 2:(-1)+0-2 2 =2
= 1‘1+(—1)-0 1-(—1)+(—1)-2 — 1 -3
—-2.1+ 30 —2-(—1) + 3-2 -2 8
2 0
3 5 6
» (Cax3 X B3xa) = X 1 -1
417 i

_( 32+51+6:(-2) 30+ 5(-1)+36
T\ 412411+ 7(=2) 30+ 1(-1)+73

4 B
—\ -5 20

2 0 3
] (B3><2 X ngg) = 1 -1 X ( 4
-2 3

( 2.3+ 04 2.5+ 0-1 26+07)

=

-1
N

13+ (=1)-4 1.5+ (=1)1 16+ (=1)-7
—2.3+34 -25+31 —26+37

6 10 12
=1 -1 4 -1
6 -F 4@

oo
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Problema 2.20. Dada la matriz D, calcula D?, D3 y D?5 donde

20 0
P=i 0 3 0
0 0 -1
Solucion.

1/2 0o 0)\°?
] D2= 0 —1/3 0
0 0 1/4

1/2 0 0 1/2 0 0
- 0 —-1/3 0 |- 0 —-1/3 0
( 0 0 1/4) ( 1 0 1/4)
/4 0 0
=( 0 1/9 0)
0 0 1/16

1/2 0 o\? /1/2 0 0
s D= Pt = 0 -1/3 0| - 0 -1/3 0
0 0 1/4 0 0 1/4

1/4 0 0 1/2 0 0
- 01/9 0 |- 0 -1/3 0
0 0 1/16 0 0 1/4

1/8 0 0 (1/2)3 0 0
_ < 0 -1/27 0 > = ( 0 (=1/3)° 0)
0 0 1/64 0 0 (1/4)®

1/2 0 o\*® (1/2)% 0 0
» DB = ( 0 =1/3 0) = ( 0 (-1/3)%® 0
0 0 1/4 0 0 (1/4)%

o0

|

Problema 2.21. Una empresa constructora ha vendido en enero 4 pisos y
dos naves industriales. Y en febrero 2 pisos y 1 nave industrial. El precio
de los pisos en enero era de 150.000€ y el de las naves industriales 200.000
mientras que en febrero estos precios bajaron un 5% en el caso de los pisos



58 CALCULO MATRICIAL

y un 10% las naves industriales. Escribe las matrices que representan las
unidades vendidas en enero y febrero (A) y los precios de venta de las
mismas (B). Calcula los elementos de la diagonal de la matriz A por By
da su significado.

Solucion.

La matriz de unidades vendidas es

Pisos Naves
A= 4 2 FEnero
2 1 Febrero

Y la matriz de precios de venta es

FEnero Febrero
B = 150,000 142,500 Pisos
200,000 180,000 Naves

Se calcula ahora el producto de A- B, para obtener los valores de la diagonal:

i
C— A B= ( 4 2 > ( 150,000 142,500 > B ( 1,000,000 930,000 >

2 200,000 180,000 / — \ 500,000 465,000

Los elementos de la diagonal nos dan los ingresos de enero (elemento ¢11) y
de febrero (elemento cg2) para el total de ventas de pisos y naves.

oo

Problema 2.22. Una tienda de informatica vende libros electronicos y
tablets. Las cantidades vendidas durante los tres altimos afios vienen dadas

por la matriz:
Libros Tablets

3 4 2015
A=1 1 2 2016
2 3 2017

Los precios de venta vienen dados por la matriz:

2015 2016 2017
A= 300 200 100 Libros
900 800 700 Tablets

a) Halla la matriz B - A
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b) ;Cuéles fueron los ingresos por la venta de libros y tablets en esos tres
anos?

c¢) ;Cuanto se ingreso por la venta de tablets esos tres afios? ;Qué elemento
de la matriz B - A nos da esa informacion?

Solucion.

a) La matriz pedida es

B.A= 300 200 100 :11, ; __( 1300 1900
—\ 900 800 700 9 3 ~\ 4900 7300

b) Los ingresos por venta de libros son 1300 y nos lo da el elemento (be);;.

Los ingresos por venta de tablets son 7300 y nos lo da el elemento
(ba)as.

Los ingresos totales por ventas son la suma de los elementos de la
diagonal,
(ba)11 + (ba)az = 1300 + 7300 = 8600.

¢) Como se ha visto en el apartado anterior la venta de tablets asciende a
7300, y el elemento que nos facilita la informacién es (ba);;.

o0

Problema 2.23. A partir de los datos del problmea 2.2 determina, usando
célculo matricial, qué gasto total haria la cooperativa si decidiera enviar sus
excedentes con cada una de las empresas de transporte consultadas. ;Cuél
seria la opcién mas beneficiosa para la cooperativa?

Solucién.

La matriz de excedentes es

200 100 120
E— 110 130 200
220 200 200
150 160 150

El coste presupuestado por las empresas viene dado por

C= 500 450 375 350
— \ 510 400 400 350
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Luego la cooperativa debera gastar:

200 100 120

500 450 375 350 110 130 260
(510 400 400 350) 220 200 200
150 160 150

_( 284500 239500 240000
—\ 286500 239000 233700

La primera fila representa los gastos de transporte por parte de la primera
empresa y son:

284500 + 239500 + 240000 = 764000,

mientras que los gastos en caso de usar la segunda empresa de transporte
vendrian dados por los elementos de la segunda fila, es decir,

286500 + 239000 + 233700 = 759200,

por lo que la cooperativa deberia usar los servicios de la segunda empresa
que tiene menores costes.

oo

Problema 2.24. 12. Una tienda de recuerdos turisticos vende 100 jarras,
1500 imanes y 200 bolsas de tela al mes. El precio de las jarras es de 10€,
el de los imanes de 5€ y las bolsas las vende a 8€. El coste de las jarras
para la tienda es de 5€, de 2€ los imanes y 4€ las bolsas. Determina los
beneficios de la tienda a final de mes utilizando:

a) Conceptos totales.
b) Analisis por unidades.

¢) Comprueba que se cumple la propiedad distributiva.

Solucion.

a) Llamando @ al vector columna que representa la cantidad de productos
vendidos, P al precio de venta de los articulos y C' el coste de los
productos.

100 10 5
=1 1500 |, P= 5 1,Cc=|( 2
200 8 4
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Los ingresos totales (IT') se obtienen como producto de las cantidades
por los precios, IT = QP. Al tratarse de dos vectores columna, este
producto no puede realizarse. Se han de multiplicar IT = QTP o
IT = PTQ que darfa en ambos casos un escalar que representa los
ingresos. Si se consideran los productos PQT o QPT se obtendrian
matrices de dimensiéon 3 x 3 que no tienen significado econémico.

100
IT=PTQ=(10 5 8) | 1500
200
=10-100+ 5 -1500 + 8 - 200 = 10100.
De forma analoga para hallar los costes totales se hace:

100
CT=0"TQ=(5 2 4| 1500

200
=5-100+ 2 - 1500 + 4 - 200 = 4300.

Luego, los beneficios totales seran:
B =1T - CT = 10100 — 4300 = 5800.
b) Analizando la situacion por unidades se tiene que la matriz de margenes

unitarios viene dada por U = P—C, y los beneficios totales se obtienen
multiplicando la matriz de margenes unitarios por las cantidades:

B=UT.Q
10 5 5
U=P-C=| 5 |-(2]=13
8 4 4
100
B=UTQ=(5 3 4)| 1500
200

= 5100+ 3-1500 + 4 - 200 = 5800.
c) Por tanto, queda comprobado que

PTQ-cTQ=(P-0)TQ.

o
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Problema 2.25. Halla la matriz escalonada asociada a:
-2 2 1 3
A= 1 -5 1 3
3 =7 20

Solucién.

En primer lugar, se intercambian las filas 1 y 3
-2 213 1 -5 1 3
1 =51 3 |Fi+ fg -2 2 1 3
3 -7 20 d -1 2 0
Se hacen cero los elementos de la primera columna debajo de a1

s 5 13| BoReem (T2 o0
- F. = F3 - 3F B
3 —F 2% 3 0 8 -1 -9

Se hacen cero los elementos de la segunda columna debajo de ago

1 -5 1 3 y f 1 ~& b @
0 -8 3 9 |FR=F+FK|0 -8329
0 & -1 9 0 020

La matriz escalonada asociada a A es

1 -5 1 3

0 -8 3 9

0 0 20
00

Problema 2.26. Halla la matriz escalonada asociada a:
01 Ll
A= 2 4 6 0
-1 0 -1 2

Solucién.

En primer lugar, se intercambian las filas 1 y 3

01 11 .
24 60| F
~1 2

S N~
— s O
— O =
- O N

-1 0

|
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Se hacen cero los elementos de la primera columna debajo de ai;

-1 0 -1 2 yff =1 0 =& 2
2 4 6 0 |Fy=Fy+2F 0 4 4 4
01 11 g 1

Se hacen cero los elementos de la segunda columna debajo de a2

=1 0 =1 2 -1 0 =1 2
0 4 4 4 |Fj=F;—-4F, 0 4 4 4
0. ® a2 1 B 0 0D

La matriz escalonada asociada a A es

=1 @ -1 2
0 4 4 4
00 0O

o0

Problema 2.27. Halla la matriz escalonada asociada a:

3 1 &8 —2
14§ 2 -1
= 031 O
1 0 4 2

Solucioén.

Se hacen cero los elementos de la primera columna debajo de aj1

8 1 65 =2 315 —2
102 -1 102 -1
031 o |Fi=B-Fil 447
104 2 002 3
3 1 5§ =2 1 o2 —i
10 2 <1 315 —2
031 o | Bl o3 1 o
00 2 B 002 3
) | 19 2 -1
315 -2 — 01 -1 1
031 o |f2=F-3F 03 1 0
0 &2 3 00 2 3
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Se hacen cero los elementos de la segunda columna debajo de as;

10 2 -1 10 2 -1

01 -1 1]l5————|01 -1 1
03 1 ol|B=B-8E,, 4 _3
00 2 3 00 2 3

Para facilitar los célculos se intercambian las filas 3 y 4

10 2 -1 10 2 -1
01 -1 1 |—5lo01 -1 1
00 4 -3 |8y 2 3
00 2 3 00 4 -3

Se hacen cero los elementos de la tercera columna debajo de ags3

L) 2 ~i i 9 20 -1

1=l 1]lg—s32l01 -1 1
00 2 g |Fi=Fi-281 44 o 3
00 4 -3 00 0 -9
La matriz escalonada asociada a A es
1 0 2 -1
01 -1 1
00 2 3
00 0 -9
o0

Problema 2.28. Calcula el siguiente determinante:

3 1 2
4 3 -1
2 -1 5

Solucién.

Al aplicar la regla de Sarrus se tiene:

8 1 2
4 3 -1|=335+4(-1)2+1(=1)2—232—-415—3-(-1)-(=1)
& -1 @

=45—-8-2-12-20-3=0.




Capitulo 2 65

Problema 2.29. Calcula el valor del siguiente determinante reduciéndolo
a forma triangular.

2 01
4 2 0
6 4 2
Solucion.
Se multiplica la primera fila por dos y se resta a la segunda
20 0k 1 2 0 1
4& 2 0 =0 2 —
6 4 2 6 4 2

Se multiplica la primera fila por tres y se resta a la tercera

2 0 1 2 0 |l
0 2 -2(=]10 2 -2
6 4 2 0 4 -1

Se multiplica la segunda fila por dos y se resta a la tercera

2 0 1 2 0 1
0 2 -2|=|0 2 -2|=223=12.
0 4 -1 0 0 3

o0

Problema 2.30. Calcula el siguiente determinante desarrollando por los
elementos de la primera fila:

2 -1 1 0
0 1 2 -1
3 ~-1 2 3
3 1 6 1
Solucion.
2 -1 1 0
0 1 2 -1
3 -1 2 3
3 1 6 1
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1 2 -1 0 2 -1 0 1 -1 0 1 2
=21 -1 2 —(—1)- 3 2 3 [+1-{3 -1 31+0-13 -1 2
1 6 i 3 6 il ) 1 1 3 1 6
Resolviendo cada determinante de orden tres se tiene:
1 2 -1 0 4 2 g
-1 2 Suli= =1 2 3 =—((—1))‘8 4‘=16—16=0,
1 6 1 0 8 4
0o 2 -1 0 2 -1 9 _1
3, 2 3=z 3¢ 2 3= 3‘4 2}:—3(-4—}—4):0;
B I 0 4 -2 N
0 1 -1 0 1 -1 1 -1
3 — =3 -1 3|= 3‘2 _2)=—3(—2+2)=0.
3 1 il 0 2 =2

El ultimo determinante no es necesario calcularlo pues estd multiplicado
por 0.

El determinante pedido es

2 -1 1 0
0 12 -1
3 1 9 3|=20+(-1)0+.0=0.
3 146 1

o

Problema 2.31. Calcula el siguiente determinante haciendo ceros previa-
mente en alguna linea:

1 & 1 1
12 2 2
1 23 3
1 2 3 4

Solucién.

Se hacen ceros en la primera columna. Para ello, se resta la primera fila a
todas las demaés

NN ==
LW N — =

il
|
i
]

(= =~ =T
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Ahora se desarrolla el determinante por la primera columna

NN = =
QO N = =
NN =
wW N =

1
1
1
1

o o o+

Se calcula aplicando la regla de Sarrus

—_ =

11
2 2|=12-3+1-2-14+1-2-1-12-1-2-2-1-1-1-3=1.
2 3

También se podria resolver volviendo a hacer ceros

— =

i 1
1 il
1 |
1 il

® e @ B
NN =
LW N M =
o0 S
OO M =
[ I R e
S S I =
OO ==
O = =

Y como esta es una matriz triangular su determinante es el producto de los
elementos de la diagonal, es decir,

1111 1111
1 22 2} e £ 1 1 -1
1 2 33 j@e 1 1] —
1 2 3 4 0 0 01
00
Problema 2.32. Resuelve la siguiente ecuacion:
z 2 =
0 1f|=0
z+1 1
Solucién.
Se calcula el determinante y se iguala a 0
& 2 =
3 0 1|z-0:442-1-(z+1)+3-1-(—x)+
z+1 1 4

—(z+1)-0-(-z)—-1-1-2-2-3-4=0
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Se opera y se despeja x
20 +2—-3x—x—24 =0,

=2z —22 =0,
r=-—11.

Problema 2.33. Siendo

=0);

(NS =N
N O
N TN

aplica las propiedades de los determinantes para calcular el siguiente deter-
minante:
45 Yy 2
3z +4 3y 3z+5
r+2 y+2 z+2

Solucioén.

Para resolver este ejercicio se aplica la siguiente propiedad de los determi-
nantes: «FEl valor de un determinante no varia si a una linea se le suma una
combinacidn lineal de otras lineas paralelas. »

En este caso el valor del determinante no cambia si a la tercera fila se le
resta la primera:

5 Y z T oy 2
3z+4 3y 3z2+5|=|3z+4 3y 32+5
T+2 y+2 242 D g 2

A continuacion, a la segunda se le resta el triple de la primera obteniendo
el determinante de valor conocido:

T y 2 T Yy z
3r+4 3y 3z+5|=|4 0 5|=0
2 2 2 28 2 2
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Problema 2.34. Determina el rango de la siguiente matriz:

12 4 4 8 12
8 7 6 17 -5

5 1 22 -1
11 3 5 0 13

Solucién.

Se trata de una matriz de dimensiones 4 x 5, luego el rango maximo seré 4.

Como a primera vista no es sencillo encontrar una fila o columna como
combinacion lineal de las demés, se van a ir orlando menores.

12 4
8 7

)=84—32=52#0=>rg/122.

Orlando el determinante anterior se tiene:

12 4 4
8 7 6/ =84+160+ 168 — 196 — 360 — 32
7 5 1

=412 - 588 = —-176 # 0 = rgA > 3.

Orlando el determinante anterior se tiene:

12 4 4 8
8 7 6 17
7T 5 1 22
11 3 5 0

Desarrollando por la cuarta columna se tiene:

12 4 4 8 3 11 2

8 7 6 17_4 8 7 6 17

7 & 1 B2 7T 5 1 22

11 3 5 0 11 3 5 0

8 7 6 3 11 3 11
=-8|7 5 1/+68|7 5 1|—88|8 7 6

11 3 5 11 3 5 11 3 5

= —8- (200 + 126 + 77 — 330 — 24 — 245)
+68 - (75+21+ 11 —55—9 — 35)
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—88- (105 + 24 + 66 — 77 — 54 — 40)
= —8-(—196) + 68 -8 — 8824 =0.

Probando de la misma forma con todos los determinantes de orden 4 que

se puedan formar, todos dan como resultado 0,

12 4 4 12

8 7 6 =5

T3 1 =i o
11 3 5 13
12 4 8 12

8 7 17 =5 | _ 0
75 22 —-1| 7
11 3§ @ 13

4 4 8 12

7 6 17 -5 0
5 1 22 -1 ’
3 5 0 13
12 4 8 12

8 6 17 =5 | 0
7 3 @2z —-if
11 5 0 13
luego, el rango de A es 3.
00

Problema 2.35. Determina el rango de la siguiente matriz:

10 -2 -1 0
—1 1 1 10
00 3 30
l 1 —1 11

Solucion.

Utilizando el método de Gauss se busca la matriz escalonada equivalente.

10 -2 -1 0 e 1 0 =3 =1 0
-1 1 1 1 0 F£=F1+F2 0 1 -1 0 0
0 0 3 3 0 Fj=F4+ Fy 0 0 3 3 0
1 1 -1 1 1 0 2 0 20 1
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10 -2 =10 10 -2 -1 0
01 -1 9B |lzg——=z|01 -1 09D
00 3 30 |Fa=R-2R 54 3 3
02 0 21 00 2 21
i O =2 =% @ , (10 -2 -1 0
01 -1 00| F=1/3F/3|01-1 0 0
00 3 30| F=@1/2Fs |00 1 1 o0
00 2 21 B 1 iip
10 -2 -1 0 10 -2 -1 0
6 1 -1 m B0 1 1 0 o
00 1 1 o |FasBR-Fl00 1 1 o
00 1 1 1/2 00 0 0 1/2

Luego, se ha obtenido una matriz escalonada con cuatro filas que contienen
elementos no nulos y, por tanto, el rango es cuatro.

oo

Problema 2.36. Deduce que el rango de la siguiente matriz es dos sin
calcular determinantes.

N O ==
N
SIS N
o N W

Solucién.

Se observa que la cuarta columna se obtiene como suma de la primera y la
segunda, luego se puede eliminar sin afectar al rango; por tanto,

12 73 d 2 @
8 11 5 2 |_ 7g L 4 46
01 21 01 2
2 4 14 6 2 4 14

De forma anéloga se puede eliminar la primera fila por ser suma de la

segunda y la tercera:
; 11 5
rg 5 | =79 01 2
4 2 4 14

N O =
S = =N



72 CALCULO MATRICIAL

Seguidamente, se puede ver que la tercera fila es el doble de la suma de la
primera y la segunda, luego se elimina la tercera fila:

1 1 5 115
rgl| ® 1 2 | =rg 01 2
2 4 14
De esta forma se puede afirmar que el rango es dos, pues en la matriz:

U5}
01 2

hay dos filas que no son proporcionales.

o0

Problema 2.37. Estudia el rango de la matriz de acuerdo al valor de k.

k-2 4 6
A= 0 k£ O
0 5 k-1
Solucidn.
Se calcula el determinante:
k-2 4 6
0 k£ O =(k-2kk-1)=0<k=0,1,2.
0 5 k-1
Luego, se tiene:
-2 4 6
s Sik=0=>rgA=rg 00 O =Tg(_(2) ;1 _?):2
0 5 -1

» 8 & = 2 =mgd =y

-1 4
s Sik=1=rgA=rg 01
5

coo
S CRIN
~ ., o oo
Il
=
@
SIS
- oo
Il
o
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k—2 4 6
» Sik#0,1,2=rgA=rg 0 k& O =3\
0 5

o0

Problema 2.38. Estudia el rango de la matriz de acuerdo al valor de k:
k-2 3 0
A= 0 k& O
7T 5 k-1

Calculando el determinante:

Solucion.

]
<2
Eenl
Il
o

]
2
ol
Il
—

Sik=2

0 30
2
rgA=rg| 0 2 0 =rg(2 5 ?):2.
7 & 1

Sik#0,1,2=1r9A =3.
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Problema 2.39. Estudia el rango de la matriz de acuerdo al valor de m.

m -1 0
1 m—-11
1 0 1

Solucidn.
Para hacer el estudio del rango se aplica en este caso el método de Gauss.

En primer lugar, se cambian de orden las columnas uno y tres para que la
primera no contenga el parametro.

m -1 0 0 -1 m
1l m-11 |Ci«—C35] 1 m-—-1 1
1 0 1 | 0 i

A continuacién, se opera para obtener la matriz escalonada equivalente:

0 -1 m } 0O -1 m
1 m—1 1 F§=F3—F2 1 m—-1 1
i 0 . 0 1-m O
0 -1 m 1 m—1 1
1 m-—1 1 FQ(—) 1 0 -1 m
0 1-m O 0O 1-m O
1 m—-1 1 1 1 m-1
e
0 -1 m |Cy+—C3| 0 m -1
0O 1-m O 0 0 1—-m

Donde
1 1 m-1
0 m -1
0 0 1—-m

es una matriz escalonada en la que se pueden dar los siguientes casos:

» Sim # 0,1, las tres filas tienen al menos un elemento distinto de cero
y el rango es 3.

» Si m =1, la matriz seria:
11 0
01 -1
00 0

y el rango seria 2 ya que hay dos filas con elementos distintos de cero.
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» Si m =0, la matriz seria equivalente a:

1l 1 11 i
00 -1 )F=FR+FKR|[00 -1
00 1 00 O
y como solo hay dos filas con elementos distintos de cero, su rango
seria 2.
00

Problema 2.40. Dada la matriz:

A=

e =
O N W
DN DN W=

a) Halla el determinante de A.

b) Halla la matriz adjunta de A.

c) Halla la matriz transpuesta de AdjA.
d) Halla la matriz inversa de A.
Solucién.

a) Al ser una matriz triangular se sabe que el valor del determinante es el
producto de los elementos de la diagonal, 1-2-2 = 4.

Si se calcula el determinante, en cualquier caso:

=1.2.243:2.04+0:-0:4-0-2-4-0:-2-1-0-2-3=4.

b) La matriz adjunta es la que en cada elemento tiene el adjunto corres-

pondiente.
[ |22 |02 02\
02 Tlo2 oo
4 00
. 3 4 1 4 1 3
AGA=1~lo 2| Jo 2 TJoof [T :g_gg
34 |14 1 3
\ |2 2 2 9|
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c) Para hallar la matriz transpuesta de la adjunta, se escribe en cada posi-

cién a;j, el elemento a;j:

4 —6 -2
(AGAT =0 2 -2
0 0 2

d) Finalmente se halla la matriz inversa:

4 —6 -2
A‘1=L(Adj(A))T=% 0 2 —2>

|4] 0 0 2
1 —3/2 —1/2
=[o 12 12
0 0 1/2
0

Problema 2.41. Halla la inversa de la siguiente matriz
1 0 3
B=\|2 -1 2
2 2 I

a) Por el método de la adjunta.

b) Por el método de Gauss.

Solucion.

a) Método de la adjunta:

) 0 3
Aj=|2 -1 2|=-1+12+6-4=13.
2 |
-1 2 2 2
An= 1‘——5, A=\, [ |=-2% As
0 3 1 3
An =, 1‘=—6; An=|, | |=-5% An=
0 3 il 3
An=| 2‘=3; A=, o | =4 As

[\S)

N —
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-5 2 6
AdjA = 5 =5 ~3
3 4 -1
-5 6 3
(AdjA)T = 2 -5 4
6 -2 -1
1 -5 6 3
A‘l——l—?; 2 -5 4
6 —2 -1
b) Método de Gauss:
1 0 3 1 00
2 -1 2 010
2 2 1 0 0 1
semom (00 3] 40
F3:F3—2F1 P
F:;=F3+2F2, 1 0 1 00
gl 0 1 2 -1 0
 — 00 —13 -6 21
1 0 3 1 0 0
F=F/(-13)| 01 4 2 ~1 0
00 1| 6/13 —2/13 —1/13
- _ 1 00| -513 6/13 3/13
I;l,‘_i} Z’? 010| 2/13 —513 4/13
272778 N 00 1 6/13 =2/13 —1/13
Con lo cual,
1 -5 6 3
A_l_i_é 2 -5 4
6 -2 -1
oo
Problema 2.42. Dadas las matrices:
21 il & 0 -1
a=(11)e=(s8)re=(2 2)
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a) Encuentra el valor de z, tal que: B? = A.
b) Encuentra el valor de z, tal que: B+ C = A~L.

¢) Encuentra el valor de z, tal que: A+ B+ C = 315, siendo I, la matriz
identidad de orden 2.

Solucién.

a) Operando se tiene:

=R g ¢ 1 = 1 =y 1+22 =z
a=(11)re=(25) (6 0)=("" 2).

e igualando las dos expresiones elemento a elemento se tiene:

1+22=2
o=l = g=" }=>z:1
r=1 2=1=z=4=lI ;
=1

b) Se calcula la inversa de A mediante el método de Gauss:

2 110 2 1 10
(MD“<11‘01)ﬂ_5_ﬂ@<01m‘4m1)

/ 2 1 1 0 , 2 0 2 =2
m-om(f 1|0 )R=R-R(5 0|3 )

/ 10 1 -1
52 =2
1_1/}(01‘_1 2>

Por otro lado, se tiene:

1 z g -1 L -1
B+C=(z 0>+<—1 2>:<x—1 2>

e igualando término a término se tiene:

z—1=-1=z=0.
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c) Se calcula:

A+B+o=(

= N

1 1 z B =i
)+ s)+ (4 )
3 0

31“"(0 3)’

igualando término a término se obtiene x = 0.

(=3)

y como

Problema 2.43. Sean la matrices:
a 1 1 3
A_(—a 3) yB“(—1 4

1
a) Calcula a para que A™! = EA'

:)

b) Para o = —3, determine la matriz X tal que A”X = B.
Soluci6n.

a) Se calcula la inversa de A mediante el método de Gauss:

a 1|10 a 110
(Alj)—<——a310 1):>( 4‘1 1)2”

=]

:><3 i ‘1/}1 1/2>:><001 (1) Hﬁ ?ﬁ)
(o 3200 Y )= (P TR

1
Despejando en A~! = E—A se tiene que

1247 = A.

CRINED

Y por tanto,
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Igualando término a término:

9/a=a

-3/a=1 =
3= _ =>a=-3
8=138

b) En primer lugar, se despeja X en la ecuacion dada y nos queda:
ATX=B=X=(A")"'B.

Seguidamente se halla AT:

r_ (-3 3
=13
y calculando su inversa:

=75 ]a V) A=niy (i 5[5 1)

‘o o1 -1]-1/3 0
h=R-h Fl(o 4‘ 1/3 1)
- 1 -1 |-1/3 ©
F2—_>F2/4(0 1‘ 1/12 1/4)
- 1 0| -1/4 1/4
r=nvr ()| )

-1 (-1/4 1/4
= (%) ‘( 1/12 1/4)

Finalmente, se opera para obtener el valor de X:
=1
o aTh—1 -3 3 1 31
X=(A)"B= ( 13) <—142
_ -1/4 1/4 -1/2 1/4 1/4
1/12 1/4 1 —-1/6 5/4 7/12
Problema 2.44. Halla una matriz X que verifique A2 + BX = C siendo

a=(5 )= (5 4)se=(5 1)
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Solucién.
En primer lugar, se despeja X en la ecuacion dada como si se tratara de

variables y no de matrices y queda:

BX=C-A’= X=B"1(C- A%

s 1 =1 ‘ I =1% 71 =3
#=(02) (0 2)=(0 7
y, por tanto,
g =2 LY of L =3 % { =2 4
o-#=(7 a)-(o 5)=(72 )

Se calcula la inversa de B:

donde

: 2 0|1 1
r=n+r (5 S| 1)

1 0]1/2 1/2
——#\0 1 —+(0 1} 0 —1>
=B l= 1/(2) 1_/f>
Luego,
(1 1)(2 4)-(2 %)

Problema 2.45. Resuelve la siguiente ecuacién matricial:

4 -3
(1)o7
-1 7

Solucién.

Se despeja X en la expresion inicial y se tiene:

4 -3 =i
x=( 0 ) (1)
-1 7
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Se calcula la inversa por el método de Gauss:
1 1|10 N 1 1|10 N
-1 1[0 1 0 2 p1 1
A 1 0\ _ (10|12 -1/
01 |1/2 1/2 01 |1/2 1/2

Sustituyendo y operando se tiene:

4 -3 1/2 -1/2
12 —i/2
X=| 0 5 = 5/2 5/2
(_1 7)(1/2 1/2> ( : )

4
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Problema 3.1. En un restaurante hacen pedidos al distribuidor de leche
y agua de forma online y se obtiene un 10 % de descuento en la leche y un
12,5 % en el agua. Al hacer un pedido de 200 litros de leche y 480 botellines
de agua se han de pagar 348 euros y se ahorran 44 euros. Calcula los precios
originales de los productos y el precio unitario pagado por cada uno.

Solucion.

En primer lugar, se plantea el sistema a partir del enunciado. El coste de
los productos permite escribir la primera ecuacién, sea x el precio del litro
de leche y sea y el precio de cada botellin de agua antes de descuentos, por
tanto, el precio de la compra sera lo pagado mas el descuento:

200z + 480y = 348 + 44.

El ahorro viene dado por la siguiente ecuacion:

200-0,1-z +480- 0,125 -y = 44.

Se tiene, por tanto, el siguiente sistema:

200z + 480y = 392
20z + 60y = 44

que se va a resolver por el método de Gauss-Jordan

200 480 392
20 60 44

y operando se tiene:

Fl= Fi— 105, < 200 480‘ 392 )

0 —-120 —48

de donde, por la segunda ecuacién, se obtiene:

—48

=" _04
Y= =7

y sustituyendo en la primera ecuacion:
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200z + 480y = 392 = 200z + 192 = 392,

200
2 =9 = =
00z = 00#.’1?—200—

Luego, la solucion es (1 ; 0,4), es decir, el precio del litro de leche es 1 euro
y el precio del botellin de agua es 0,40 euros.

oo

Problema 3.2. Determina la compatibilidad del siguiente sistema y halla
sus soluciones por el método de Gauss-Jordan:

z+y—z=-1
2r+y+z2=4
—z+2y+z=1

Solucién.

Se escribe el sistema en forma de tabla

1]

2
1

T ]
1
2

Se aplican las siguientes transformaciones:

Fj=F+ F,
Fj = Fy - 2F),

con lo que se tiene esta tabla:

o
|
—
wo
=7

A continuacién, se conmutan las columnas segunda y cuarta, lo cual equivale
a cambiar el orden de los sumandos en las ecuaciones,
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& Y
AT-1 1] -1
0 3 -1 6
0 0 3 0
de modo que el sistema asociado sera:
z—z+y=-1
3z+y=6
Jy=0

De la tercera ecuacién se obtiene y = 0, sustituyendo en la segunda propor-
ciona el valor de 2, 3z + 0 = 6 luego, z = 2.

Y por ultimo, sustituyendo ambos valores en la primera ecuacién se obtiene
el valor de z:

z—z+y=~-l=sr=~-l-y+z=>r=-1-0+2=1.

De modo que la soluciéon viene dada por

(1,0,2).

o«

Problema 3.3. Determina la compatibilidad del siguiente sistema y calcula
sus soluciones por el método de Gauss-Jordan:

2t —y+3z2~Tt=5
6z —3y+2—-4t=7
4r — 2y + 142 — 31t = 18

Solucioén.

Se escribe en forma de tabla el sistema:

|_gj~1 3 =70 5
6 -3 1 —-4| 7
4 -2 14 -31118

Se aplican las siguientes transformaciones:

Fé=F3_2F1a
Fl= Fp— 3R,

con lo que se tiene la tabla:
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2 —l 3 = S

0 o0[-8] 17|-8

0 0 8 = 8

Por altimo, al aplicar la transformacién

Fi=F +F,

se obtiene la tabla:

2= 3 =7 S
0 ) -8 174 =8
0 0 0 0 0

Luego, se trata de un sistema compatible indeterminado (SCI) cuya solucién
viene dada por

2c—y+32—-Tt=25
—8z+ 17t = -8

{32—7t=5—2x+y

—82+ 17t = -8

,_ 8- 1Tt 8417t

- -8 8

8417t
,_5-2+y—3: O HY -3 1616048y 17t
B —7 B -7 B —56 ‘

Por tanto, la solucién es

4y 81Tt 16— 16z + 8y — 17t
'Yy 8 ’ —56 ] *

o

Problema 3.4. Estudia la compatibilidad del siguiente sistema y resuélve-
lo:

r+2y+z—1=42
2c+ 3y — 2z -3t =72
z+y—32—2t=30
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Solucién.

Se escribe en forma de tabla

1 2 1 =142
2 3 -2 3|72
1 1 -3 -2|30

Se aplican las siguientes transformaciones:

Fé:FB_FIa
Fy = Fy — 2F},

con lo que se tiene la tabla:

1 2 r —i 42
0 -1 -4 -1|-12
0 -1 —4 -1{-12

A continuacion, se resta la segunda fila a la tercera y se tiene:

1 2 1 -1 42
0 —1 -4 =1\ -—12
0 0 0 0 0

Es decir, se trata de un sistema compatible indeterminado en el que las
ecuaciones a resolver son:

TH+2y+2z—t =42
——y-—4z-t=—12

Considerando variables independientes x e y se tiene:

4+ 2y =42 — z +1
—y=—=12+4z+1
Luego,
=124+ 4z+1¢

= 1242t
y = z—t,

T=42-2z+t+2(-12442+1t)= -2+ Tz +3t.
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Problema 3.5. Resuelve el siguiente sistema por el método de Gauss-
Jordan:

z 42y + 8z+ 3t =1
TH+y+52+2t=2

z + 3% =3
3z4+3y+ 162+ Tt =14

Solucion.

En este caso se va a prescindir de la representaciéon en forma de tabla y
se va a usar la siguiente expresion, ya utilizada en el célculo de matrices
inversas.

1 2 8 3| 1
11 5 2| 2
1 0 81| B8
2 8 1 7F 4
1 2 83 1
Fy=F, — Fy; Fy=F) — F; P13 1| -1
F,=3F - F, D 3 5 2] =2
*\ 0 3 8 2 =
12 B & 1
Fy = F3 — 2F; 01 3 1] -1
Fy = Fy — 3F, 00 -1 0 0
L 0 0 =1 =i 2
Cambiando de orden las filas 3 y 4 se tiene:
i 2 B 3
g 1L 8 @ =
Fy «— F3
= w0l d 0 ~1 =1 2
00 -1 0 0

que proporciona el sistema equivalente:

z+2y+8z+3t=1
y+3z+t=-1
—z—t=

e a—
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de donde, por la cuarta ecuacién se obtiene:

2 =40

Sustituyendo en la tercera ecuacion:

—V—-t=2=t=-2.

Sustituyendo en la segunda ecuacién:

y+3-0+(-2)=-1=y=1,

y, finalmente, sustituyendo en la primera ecuacién:

z+2:-148:04+3-(-2)=1=z=035.

Luego, la solucioén es (5, 1, 0, —2).

o0

Problema 3.6. Determina la compatibilidad del siguiente sistema y halla
sus posibles soluciones por el método de Gauss-Jordan:

z+22=3
2z -3y =1
T F = =l
y+z2=2

Solucién.

La expresion en forma de tabla del sistema es

1]

2
il
0

|
== W o
— O O N

Se aplican las siguientes transformaciones:

Fj=F-F
F}=F,-2F

con lo que se tiene la tabla:
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HENEE

0 -3 4| -5
0 1 -2 | -4
0 1 1 2

A continuacion, se hace el cambio,

Fy «— Fy
con lo que se tiene la tabla:
(1] 0o 2] 3
0 I 1 2
0 1 -2 -4
0 -3 —4|-5

Aplicando las siguientes transformaciones:

Fé‘—‘Fg,—FQ,
F, = F, + 3F,,

se tiene:

A continuacion, se hace el cambio,
F3 «— Fy,

con lo que se tiene la tabla:

—

2
1
-1
-3 =

1]

0
0
0

D= N W

S O = O

Se aplica la siguiente transformacion:

F} = Fy — 3F;,

y se tiene la tabla:
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(170 3
01 1] 2
00 -1] 1
00 0]-9

Y, por tanto, el sistema es incompatible ya que se llega a una contradicién
0=-9

o0

Problema 3.7. Dada la siguiente igualdad matricial, escribe las ecuaciones

del sistema que representa:
3 5 :1; 1
10 (>= 2
-4 T fE 5

En primer lugar, se multiplican las matrices:

Solucion.

3T + 5y 1
lx+0y | =12
-4z + Ty 5

A continuacion, se igualan los elementos de las dos matrices columnas ob-
tenidas.

3z+5y=1

lz + 0y =2

—dr+Ty=>5
00

Problema 3.8. Escribe en forma matricial el siguiente sistema de ecuacio-
nes:
r—y+3z=1
{ 2z+3y—2=95

Solucion.
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Problema 3.9. Dos hermanos, Diana y Raiil, van a comprar discos y peli-
culas. Diana compra 1 pelicula y 2 discos de misica. Ratl compra 2 peliculas
y 3 discos.

a) Escribe la matriz 2 por 2 que expresa el numero de discos y peliculas
comprados por cada uno.

b) Si han gastado 42 y 72 euros respectivamente, escribe el sistema de
ecuaciones y calcula el precio de las peliculas y de los discos.

Nota: Resolver por el método de Gauss o por algin otro método matricial
(Cramer o matriz inversa).

Solucion.

a) De acuerdo al enunciado, la matriz de compras queda asi:

Peliculas Discos

1 2 Diana
( 2 3 ) Raul
b) El sistema seria el siguiente llamando x a las peliculas e y a los discos
comprados:
x4+ 2y =42
{ 2z + 3y =72

Se va a resolver por el método de Gauss-Jordan:

1 2 42
2 3 72

Operando se tiene:

/ 1 2 42
FZ:ZFI_F%( 0 1] 12 )
de donde, por la segunda ecuacién, se obtiene:
y =12,

sustituyendo en la primera ecuacién:
T+2y=42=>2x+24 =42

= = 18.

Luego, la soluciéon es (18 ; 12), es decir, cada pelicula cuesta 18 euros
y cada disco cuesta 12 euros.
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Problema 3.10. Dado el siguiente sistema de ecuaciones, comprueba si es
un sistema de Cramer y, en caso afirmativo, resuélvelo:

2r—y+2=-3
z+y+z=2
r+2y+32=6

Soluci6n.

Para comprobar si es un sistema de Cramer hay que ver si el determinante de
la matriz de coeficientes asociados (A4) es distinto de cero, es decir, |A| # 0.

2 -1 1

1 1 1|=642-1-1-443=5#0
il 2 R

Luego, se trata de un sistema de Cramer.

La solucién viene dada por:

3 -1 1
2 1
6 3 -
= =—=—]_
* 5 5 ’
33
2 1
6 10
= =— =92
y 5 5
-1 -3
1 2
1 2 6| 5
= ===
4 5 5
(o @]

Problema 3.11. Dado el siguiente sistema de ecuaciones, comprueba si es
un sistema de Cramer y, en caso afirmativo, resuélvelo:

r-y+z=3
—r+2y+z2=28
3z + 2y +22=20
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Solucién.

Para comprobar si es un sistema de Cramer hay que ver si el determinante de
la matriz de coeficientes asociados (A) es distinto de cero, es decir, |A| # 0.

1 =
-1 2
3 2

11
1|=4-2-3-6-2-2=—11#£0.
%

Luego se trata de un sistema de Cramer.

La solucién viene dada por:

8 -1 1

8 21
R _ -2
T 11 =Thn©

1 31

-1 8 1
_l 3 2] s
y —1h BT

1 -1 3

-1 2 8
L3 2] —aa
= 11 11

o0

Problema 3.12. Dado el siguiente sistema de ecuaciones comprueba si es
un sistema de Cramer y, en caso afirmativo, resuélvelo:

oz + Ty +4z = 286
6z +4y—92z = 89
8z +9y —2z = 311
Solucién.
5 7 4
|[Aj=16 4 —9|=-40+216—-504 —1284+405+84=33#0
8 9 -2

Cémo |A| # 0, se trata de un sistema de Cramer.
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La solucién viene dada por:
286 7 4
89 4 -9
311 9 -2 759
=S _— ee— L 2 ¥
‘ 33 33~ 2%
5 286 4
6 89 -9
8 311 -2 561
? 33 33
5 7 286
6 4 89
8 9 311 429
00

Problema 3.13. Discute y resuelve si es posible:

T+2y+82=1
T+y+5z=2
2x4+32=3

Solucién.

La expresion matricial del sistema es

1 2 B x 1
115 gl=]2
2 013 z 3
AX =C.
Se estudia el rango de la matriz de coeficientes:
1 2 8
k=0 1 Ni%5]=1
2 0 3

como el determinante de A es distinto de cero, el rango es tres y por tanto
se trata de un sistema de Cramer. Se puede resolver por el método de la
matriz inversa, usando la regla de Cramer o por el método de Gauss.
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Método de la inversa:

AX=C=aX=47"C.
La inversa de la matriz de coeficientes viene dada por:

i

1 28 3 -6 2
115 = 7 -13 3
2 0 3 —2 4 -1
Luego, la solucion sera
z 3 -6 2 1
yl| = 7 -13 3
z -2 4 -1 3
x -3
y| =1-10
z 3

Problema 3.14. Discute y resuelve si es posible:

3+ Ty+42=17

r+4y+32=19

dr+y—32=6
Solucién.

La matriz de coeficientes viene dada por:

b

Il
=W
— s

w

y la matriz ampliada es

3 7 4 g
B = 1 4 3 9
4 1 -3 6

Se estudian los rangos y se aplica el teorema de Rouché-Frobenius para
determinar la compatibilidad.
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37 4
Al=[14 3|=0
41 -3

que es debido a que la columna segunda es la suma de la primera y la
tercera.

Por tanto, como
3
' : ‘=12—-7=57é0=>'rgA=2.

Como todos los menores de orden tres son nulos,

NS

7T 4 17 3 4 17
4 3 9|=0,(1 3 9 |=0,
1 -3 6 4 -3 6
3 7 17 3 7 4 17
14 9|=0y|1 4 3 9|=0
4 1 6 4 1 -3 6
entonces, se tiene que
3 4 17
rgB=rg| 1 3 9 ]|=2
4 -3 6

Por tanto, es un sistema compatible indeterminado con un grado de libertad:

3z + Ty =17— 4z
z+4y=9-3z2
dr+y =6+ 3z

Se crea un sistema con las dos primeras ecuaciones que son las que han
proporcionado un menor de orden 2 no nulo:

3z +Ty=17—4z2
z+4y=9-32

Resolviendo por Cramer, siendo ahora la matriz de coeficientes:
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17 — 42 7.
9-3z 4 5+ 5z
= : = =1
& 5 5 + 2,
3 17—-4z
1 9-3z2 10 — 52
Y= = =2-—2z.
5 5
Luego, la solucion es (1 + z, 2 — 2, 2).
o0

Problema 3.15. Resuelve, si es posible, el sistema:

zt+y+z+t=28
z+2y+3z+4t =12
3z —y—52—9t =38
x+9y+ 172+ 25t = 40

Solucion.

Sean A la matriz de coeficientes y B la matriz ampliada, estudiando los
rangos:

1 1 1 @
1 2 3 4
PA=Tg| g ) -5 -9
1 9 17 25

Restando la primera columna al resto de columnas, el rango no varia:

1 0 0 0
1 1 2 3
rgA=ng| o 4 —g i3
1 8 16 24

Se puede observar que las columnas 3 y 4 se obtienen multiplicando la
segunda por 2 y 3 respectivamente, luego se eliminan quedando:
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1 B
rgA=rg ; _411 = 2.
1 8

Se sabe, por tanto, que el rango méaximo de la matriz B puede ser 3.

1 1 1 1 8
1 2 3 4 12
WO=| g § &5 -8 B
1 9 17 25 40

Restando la primera columna al resto de columnas excepto a la quinta, a la
que se resta la primera multiplicado por 8, se tiene:

1 0 0 0 0
1 1 2 3 4
3 -4 -8 -12 -16
1 8 16 24 32

rgB =rg

Como la quinta columna es igual a 4 por la segunda columna, se elimina y
por tanto rgB = 2.

Luego, se trata de un sistema compatible indeterminado con dos grados de
libertad.

Su solucion se obtiene a partir de:

T+y+z+t=28 c+y=8—2—-1t
r+2y+32+4t =12 r+2y=12-32—4t

Resolviendo por Gauss:
1 1 8—2-1t
1 2 12 — 32— 4t

’ 1 1 8—2z—1t
M( 0 1 ‘ 4—2z—3t>

de donde se obtiene:
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y=4-—2z-3t

Sustituyendo en la primera ecuacién:

T+4—-22—-3t=8—z—-t=>x=4+ 2+ 2t.

Luego, la solucién es (44 z + 2t, 4 — 2z — 3t, 2, t).

00
Problema 3.16. Resuelve, si es posible, el sistema:
3z +Ty+42=17

z+4y+32=9
9z 4+ 11y + 22 =13

Solucién.

Sean A la matriz de coeficientes y B la matriz ampliada, estudiando los
rangos:

3 7 4
rgA=rg| 1 4 3
9 11 2

La segunda columna es la suma de la primera y de la tercera, se elimina la
columna y el rango no varia:

3 4
rgd=wgl| 1 3 | =2.
9 2

El rango de la matriz B, como mucho puede ser 3.

3 7 4 17 3 4 17
rgB=rg|{ 1 43 9 |=rgl 1 3 9
9 11 2 13 9 2 13
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Como

=117+ 34+ 324 — 459 — 54 — 52 = —-90 # 0,

O~ W
N W o
LW ©

entonces rgB = 3, por tanto, y como los rangos son distintos, es un sistema
incompatible.

oo

Problema 3.17. Estudia la compatibilidad del siguiente sistema y resuél-
velo:

T+2y+724+3t=1
T+y+5z+2=2
T+32+t=3
3z+3y+ 162+ Tt =4

Solucioén.

Se estudia el rango de la matriz A de coeficientes, por las dimensiones del
sistema se sabe que rgA < 4.

12 73
11 5 8
rgd=rgl 1 o 31
33 16 7

y haciendo ceros en la primera columna se tiene:

1 27 3
01 2 1
WA= 5B 49
035 2

Ahora se puede comprobar que la tercera fila es igual al doble de la segunda,
luego rgA < 3.

Se toma un menor de orden 3 en la matriz original:
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=2#0.

w o -
o w o
IS

Por tanto, rgA = 3.

Estudiando el rango de la matriz ampliada B, los posibles determinantes
de orden 4 son:

b2 7 38 'y 2 T 8
21 5 2 0 =3 9 -4
30 31||0 -6 —18 —g|=0(pues Fs=2R),
4 3 16 7 4 3 16 7

i 4 7 3 i B

12 5 2 0 i =2 -1

13 3 1|T|0 2 —4 —g|=0(pues Fs=2F),
3 4 16 7 34 16 7

1213 i @i B

112 2 0 - 3 -]

103 1|=|0 —2 2 —g|=0(pues Fy=2F),
8% & 4 7 3 34 7%

12 71 i 2 %1

141 B @3 B =] =2 1

10 33| |0 —2 —4 2|=0(pues Fs=2F)
3 3 16 4 3 3 16 4

Por tanto, rgA = rgB = 3 < n = 4, y el sistema es compatible indetermi-
nado con 1 grado de libertad.

Se toman las ecuaciones que han proporcionado el menor de orden 3 no nulo

y+5z+2t=2—1z
3z+t=3—-=x
3y+ 162+ Tt =4 -3z

y resolviendo por Cramer:
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2—z 5

3—z 3 1

4—-3z 16 7 -3+
y_' 2 - 2 3

1 2—x2 2

0 3—z 1

3 4-3xz 7 5—x
z'—‘ 2 - 2 b

1 5 2-=x

0 3 3—=z

3 16 4—3z -9+ z
t= 5 = 5 "

. —34+2x2 55—z -9+=z
Luego, la solucién es | z, :

2 727 2

e.¢]

Problema 3.18. Estudia la compatibilidad del siguiente sistema y resuél-

velo:
TH+2Y+ 7243t +4v=1
T+y+52+2t+5v=2
r+3z+t+2v=3
3z +3y+ 162+ 7t+3v=4
Solucioén.

Se estudia el rango de la matriz A de coeficientes, por las dimensiones del
sistema r7gA < 4.

Qo = =
W o = N
S W Ut N
N D Ww
W N Ut b

1

Se puede observar que las cuatro primeras columnas coinciden con el ejer-
cicio anterior, donde se habia comprobado que el rango para ellas era 3.
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La tunica posibilidad de tener un rango igual a 4 es orlar con la quinta
columna el menor de orden 3 no nulo obtenido en el ejercicio anterior:

w o
Sy W
w o~ N
D W v
N~ N W
W N O

1

Haciendo ceros en la primera columna, (F{ = I — 2Fy; FA; = Fy — 3F,)

—6

(1) g —é ) o6
0 3 1 2 1 1 —19
0 1 1 =12

Luego rgA = rgB = 4 < n = 5 es un sistema compatible indeterminado
con un grado de libertad, asociado a la variable z que pasa a considerarse
como un parametro.

Intercambiando las dos primeras ecuaciones se tiene:
y+52+2t+5v=2-1
20+ T2+ 3t+4v=1—-¢

3z+t+2v=3—-=<
3y+162+7t+3v=4-3z

Resolviendo por Gauss:

1 525 2-1z
2 7 3 4 -z
0 31 2 3—z
3 16 7 3 4 -3z
1 5 2 5 2z
Fy = Fy — 2Fy; 0 -3 -1 —6| -3+=zx
F,=F,-3F 0 1 2 3—=zx
? g 1 1 =12 =2
1 5 2 5 2—z
0 1 1 -12 —p
Bl g 3 1 o 3_g
0 -3 -1 -6 —-3+z
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15 2 5| 2-x
Fy = F3 — 3Fy; 01 1 -12 3
F,=F1+F; 00 -2 38| 9-=zx

*\ 00 0 -4 0

El sistema equivalente asociado seria:

Yy+52+2t+5v=2—-1x
z+t—12v= -2
—2t+3Bv=8—=z

—4v= 0

de donde, por la cuarta ecuacién:

v =0,

sustituyendo en la tercera ecuacion:

z—9

-2t+380=9—-z=t= 5

sustituyendo en la segunda ecuacién:

Z+t—12-0=—2¢z=-—2-t=—2—:5;9=5;$,

y, finalmente, sustituyendo en la primera ecuacién:

y+5-(=2—t)+2t+5-0=2—-2

5-—:c+2m—9

5 .0=2—
y+ 5 2 +5:0=2—-x
2y+25—-5x+2x—18=4-2z
2+ 7—-3xz=4-2x
z—3
2

2y=zx-3=

Luego, la solucién es:
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Problema 3.19. Estudia la compatibilidad del siguiente sistema y resuél-
velo cuando sea posible:

T+2Y+T72+3t+4v=1
x+y+52+2t+3v=-2
z+3z+t+2v=-3
3r+3y+16z2+6t+9v =4

Solucion.

En este caso se estudia el rango de la matriz asociada A y de la matriz
ampliada B al unisono aplicando operaciones que conservan el rango:

1 2 T 9 4 1
1 i 5 2 Q-2
1 0 31 213
3 3 16 6 9 4
12%7% 12| 1
F2=—F2+F1,F3——F3+F1; o 1T 2 1 i 3
F,=F, - 3F; D 2 4% B #
*\0 01 0 0/10
i 2 7 & & 1
, 01T 21 1 3
Fs=—F+2F21 4 g 0 0 0| -2
00100] 10

Observando las columnas que pertenecen a A, la fila tercera es de ceros,
luego el rgA < 3.

Con la restantes filas y las tres primeras columnas se puede formar un menor
de orden 3 no nulo, por tanto, rgA = 3.

Para estudiar el rango de B, la cuarta columna es la suma de la primera

y la segunda y la quinta es dos veces la primera mas la segunda, luego se
tiene:

121 7 1
01 2 3
0 0 0] -2
0 01 10
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cuyo determinante se puede desarrollar y comprobar facilmente que es dis-
tinto de 0, luego rgB = 4. Por tanto el sistema es incompatible.

o

Problema 3.20. Discute y resuelve cuando sea posible el siguiente sistema
de ecuaciones lineales:

2r+y—2z—-3u=2
dr+z—-Tu=3
2y—3z2+u=1

204+ 3y—4z2—-2u=3

Solucion.

Se estudian los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:

21 -1 -3
40 1 -7
rgd=r9l 4 9 3
2 3 —4 -2

Se puede comprobar que la cuarta fila es la suma de la primera y la tercera,
luego,

21 -1 -3
rgA=rg| 4 O 1 -7
0 2 -3 1

y también que la primera fila es la mitad de la suma de las filas 2 y 3, luego,

4 0 1 -7
rgA=rg<0 _3 1>=2.

[}

Por otro lado,

9 1 =3 —312
A6 @ =xis3
rgB=rgl g 9 _3 1|1
9 3 —4 —2 |3
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y al igual que en el caso de A, se cumple que
Fy=F) + F3,

Fy = 1/2(F; + F3),

4 0 1 =713
rgB—rg(O 9 _3 1‘1)—-2.

Se trata, por tanto, de un sistema compatible determinado con 2 grados de
libertad,

luego,

dr=—2z4+Tu+3
2u=3z—u+1

de donde se puede obtener la solucién directamente:

B —z+Tu+3
I—'T.
_3z—u+1

2

La solucién es:

/—z+7u—+—3 3z—u+1 o
\ 4 E] 2 bl 9 o

o0

Problema 3.21. Discute y resuelve cuando sea posible el siguiente sistema
de ecuaciones lineales:

T=y+z=1
dr 4+ 5y — bz =14
2r+y—2z=2
T+2y+2z=1

Solucion.

Se estudian los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada al
unisono:
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L —il 111
%5 4 5 -5 |4
2 1 -1|2
1 2 2|1

y como la columna correspondiente a los términos independientes es igual
a la primera columna se puede afirmar que rgA = rgB < 3.

1 -1 1
4 5 =5
rgA=r1g 9 1 -1
1 2 2

Sumando a la primera columna la segunda, y a la tercera columna la segunda
se tiene:

rgA =rg

W w o o
N = O
- o O O

Si se elimina la segunda fila se tiene el menor de orden 3:

0 -1 0
3 10 =4‘g _H=127&0.
8 2 1

Por tanto, rgA = rgB = n = 3, se trata de un sistema compatible determi-
nado:

r—y+tz=1
2p4wy — 2=12
T+2y+22=1

Resolviendo por Cramer:

1 1
2 i —l
1 2 2 12
T = :—:1’
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T 1 il
2 -1
il [ 2 0
y_ 12 )
1 -1 1
1
N 1 2 1 0
z=—7— =0
Luego, la solucién es (1, 0, 0).
00

Problema 3.22. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo:

r+2y+32=0
r+y+2z2=0
T+3y+42=0

Solucion.

Se trata de un sistema homogéneo, por tanto, tendra como minimo la solu-
cion trivial (0,0,0).

Para saber si existen més soluciones se estudia el rango de la matriz asocia-
da,

2 % 1 3
A=|11 2|={0 -1 -1[=0
1 3 4 0 1

y entonces rgA = 2, luego, existen soluciones distintas de la trivial.

Tomando el menor de orden 2,

1 2
el sistema queda:
x+2y=-32
T+y=-—22

y aplicando el Método de Gauss,

Lk 2 -3z
1 1 ~22
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F;=F2_F1(1 2‘ —3z>
D

0 -1
de donde
Yy=—z,

que sustituyendo en la primera ecuacion:

z+2(-2)=-32=>z=—=2

Luego, la solucién es (—z, —z, 2).

o0

Problema 3.23. Estudia si el siguiente sistema admite soluciones distintas
de la trivial y resuélvelo en caso afirmativo:

2r+3y+22=0

z+5y+32=0

6z —5y—22=0
Solucién.

Estudiando el rango de la matriz asociada A:

2 3 2
A=11 5 3
6 -5 =2
Como
2 3 2
1 ) 3|=-20—-10+54-604+30+6=0,
6 -5 =2
2013
’1 5 =10-8=7#W

El rango de A es 2, se puede asegurar que existe soluciéon distinta de la
trivial, pues rgA = 2 < 3 que es el nimero de incognitas.

El sistema se va a resolver por Cramer a partir de las ecuaciones que han
dado lugar al menor no nulo de orden 2:

2z + 3y = —2z2
T+ 5y= -3z
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-2z 3
B ’——32 5’ _ —102+9z -1
=ty T v
2 -2z
_‘1 -3z _—62+22_—4

-1 -4
Luego, la solucion es (-—7-2, —7—z, z).

0

Problema 3.24. Estudia si el siguiente sistema admite soluciones distintas
de la trivial y resuélvelo en caso afirmativo:

r+2y+32=0
Tc+19y—2=0
2r+5y—2=40

Solucion.

Estudiando el rango de la matriz asociada A:

N 2 3
A=| 7 19 -1
2 5 -1
Como
1 2 3
719 -1 |=-194105—4—-114+5+14=—-13 #0,
2 5 -1

entonces r9 A = 3 que es igual al niimero de incégnitas, por tanto, el sistema
solo admite la solucion trivial (0, 0, 0).

00
Problema 3.25. Dada la expresion:
z-(2a+b+3c)+y-Ba—b+7c)+2-(—a+b-—3c)

i Existe alguna terna de valores z, y, z distintas de (0,0,0) que haga idén-
ticamente nula a dicha expresion?



Capitulo 3 115

Solucién.

Sacando a, by c factor comun, queda:
a-(2x+3y—z)+b-(z—y+2)+c-(B3z—Ty—32)=0.

Los coeficientes a, b y ¢, pueden ser cualesquiera, pues la condicién que pide

el problema se refiere a z, y, z.

Por tanto, el sistema
24+ 3y—2=0
T—y+2=0
3z+T7y—3z2=0

debe admitir solucién distinta de la trivial, lo que significa que el determi-
nante de la matriz asociada A debe ser 0:

2 3 -1
1 -1 1| =6+9-7-3-144+9=0.
3 7 =3

Luego existen soluciones distintas de la trivial y por tanto existen ternas
de valores z, y, z distintas de (0,0,0) que hacen idénticamente nula dicha
expresion.

o0

Problema 3.26. Resuelve el sistema siguiente:

z+2y+8z=0
z+y+4z2=0
z+3y+52=0
Solucioén.

Se trata de un sistema homogéneo, por tanto, tendra como minimo la solu-
cion trivial (0,0, 0).

Para saber si existen més soluciones se estudia el rango de la matriz asocia-

1 2 8 1 2 8 .
Al=[1 1 4|=]|0 -1 —4 =\ 1_3‘=7;e0
135 0 1 -3

y como |A| # 0, entonces rgA = 3, luego, no existen soluciones distintas de
la trivial.
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Problema 3.27. Discute el siguiente sistema segin los valores de A € Z y
resuélvelo cuando el sistema sea compatible:

Az 4+ 9y =25
5z + Ay =19
3z +2y= X

Solucién.

Es un sistema de 3 ecuaciones con 2 incognitas, luego rgA < 2.

Estudiando el rango de la matriz ampliada:

A9 25
rgB=rg| 5 X 19
8 2 2
A9 25
5 X 19 | = A3 +250+513 — 75\ — 45\ — 38\
22 2

= A3 — 158) + 763.
|B] =0 <= X*— 158\ + 763 = 0,
(A =T7) (A2 + 71— 109) = 0.

El tnico X € Z es A = 7. Luego, se tienen los siguientes casos:

s SiA\#7,79gA=2<rgB =3y esun sistema incompatible.
m SiA=7,7r9gA=7rgB =2 y es un sistema compatible determinado.

Resolviendo por Cramer, a partir de las ecuaciones 2 y 3:

o9z + Ty =19
3z +2y="7

2

5 19
3 7

’19 7

Luego, la solucion, cuando A = 7, es (1, 2).

.0
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Problema 3.28. Discute el siguiente sistema segun los valores de A y re-
suélvelo cuando sea un sistema compatible indeterminado:

Az + 5y — Az = 16
dz+Ay+2=19
z+9y—11z2=10
Solucioén.

Estudiando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada se obtiene:

A B =
[Aj=|4 A 1 |=-1122-36A+5+ A% —9)\+ 220
1 9 11
= —10)2 — 45X + 225.
|A| =0 & —10.32 — 451+ 225 = 0,
2)2 + 9\ — 45 = 0,

15
A=3)(\+ ?) =0
. 15
n SiX#3yA# -5 entonces rgA = rgB = 3 y se trata de un
sistema, compatible determinado, con solucién Unica para cada valor

de M.

s SiA=3,1rgA<?2

rgA='rg<2 g)=2,

3 5 -3 16
rgB=rg| 4 3 1 19
1 9 —-11 10

Se analizan los posibles menores de orden 3:

5 -3 16 3 -3 16 3 5 16
3 1 19 |=|14 1 19|=(4 3 19|=0
9 -11 10 1 -11 10 19 10
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y como 7gA = rgB = 2 < n = 3, se trata de un sistema compatible
indeterminado, y se resuelve por Cramer:

3z 4+ 5y =164 32
dr+3y=19—-2

164+3z 5
. 19 — 2 3_—47+14z
T T
|3 16 + 32
N 4 19—z =g — 18p
Y= ow o o
Luego, la solucién es 14 G155 z
10N ) b} :
g0, IRl IEl

] Si/\=——§,7‘gA§2

3 -15/2 5Y
rgA=rg < 4 -15/2 ) =4

—15/2 5 16
rgB =rg 4 —-15/2 19 | =3,
1 9 10

y, como rgA = 2 < rgB = 3, se trata de un sistema incompatible.

00

Problema 3.29. Discute el siguiente sistema segin los valores de A y re-
suélvelo en caso de soluciones distintas de la trivial:

314+ Axe — 1323 =0
1+ 219 —T2z3 =0
61’1 -—8.’132—/\123 =0

Solucién.

Es un sistema homogéneo de 3 ecuaciones y 3 incégnitas y con un tnico
parametro A.
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Para que existan soluciones distintas de la trivial, el rango de la matriz
asociada, A, debe ser menor que el niimero de incognitas, por tanto, debe
cumplirse que rgA < 2.

3 A —13
rgA=rg| 1 2 =7
6 —8 —\
3 A -8
1 2 —7|=—6XA+104—42)\+ 156 — 168 + A2
6 —8 —)\
=A% — 48\ +92.

|A| = 0 <= A2 — 48X 4+ 92 =0.
A =0<= (A—2)(A—46) =0.

Luego, el sistema tiene solucién distinta de la trivial si A =2 o A = 46.

s Si A =2, trabajando con las ecuaciones segunda y tercera:

T1 + 229 = Txg
6:131 i 8.’1?2 = 2.’133

se comprueba que el rango de la matriz asociada es 2:

= —20 # 0,

1 2
-8

y se puede resolver por Cramer:

713 2 '

23 -8
=T

_ 6 2:E3 —9
Yy= —20 = £Z3.

Luego, la solucién, cuando A = 2, es (3z3, 2z3, z3).

’1 7:1)3

= Si A =46, trabajando con las ecuaciones primera y segunda:

3x1 + 46x9 = 13x3
1+ 2x9 = Tx3
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se comprueba que el rango de la matriz asociada es 2:

3 46
I
y se puede resolver por Cramer:
13z3 46
_ | Txzy 2| 37
=% B
3 13z3
B 1 Tx3 . il
V=TT T

Luego, la solucién, cuando A = 46, es:

5 3 5 3y L3 ) -

o0

Problema 3.30. Estudia la compatibilidad del sistema siguiente, en fun-
ciéon de los valores de A:

z+2y+Az2=3
T+y+2z=2
r+3y+4z=4
Solucion.

Se estudian los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:

1 2 &
Al=|1 1 2|=44+4+3A—A—6—8=2\—6,
13 4

|A|=0<=2A—6=0«> A=3.

« Si A # 3, entonces rgA = rgB = 3 y es un sistema compatible
determinado, resolviendo por Cramer:

3 2 A
21 2
4 3 4 20 -6
B = = =]_,

20 -6 20 -6
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2 =

—
- W

—_ = =
W = N

%)
>
|

Dl 0w Do >

o
>
!

Luego, la solucién es (1, 1, 0).

= SiA=3 rgA<?2

7"gA='rg(1 ?)22,
3
2
4

1 2
rgB =rg I i
13

2A—6_1

2A—-6
0

2A—6_Q

3
2
4

Como la cuarta columna es igual a la tercera, se elimina y la matriz

resultante es igual a A.

Luego, rgA = rgB =2 < n = 3 y es un sistema compatible indeter-
minado y resolviendo por Cramer:

Yy =

{

z+2y=3-3z

TH+y=2

-1
1 3—-32
1 2-22
m——

-2z
=1- 2z,
=1-2z

Luego, la solucién es (1 — 2, 1 — 2, 2).
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Problema 3.31. Estudia la compatibilidad del sistema siguiente, en fun-
cién de los valores de A:

z+2y+Arz2=0
r+y+22=0
2r+3y+4z2=0
Solucioén.

Se trata de un sistema homogéneo, por tanto, tendra como minimo la solu-
cion trivial (0,0, 0).

Para saber si existen mas soluciones se estudia el rango de la matriz asocia-
da:

1Al =

N — =
W = N
= N >

Il

>

|

[\~

= Si A # 2, entonces 7gA = rgB = 3 = n y solo admite la solucién
trivial.

= Si A =2, entonces rgA = rgB = 2 < n y existen soluciones distintas
de la trivial,
r+2y=-2z2
{ T+y=-2z

y restando una ecuacién de la otra se obtiene:
y=0,
y sustituyendo en cualquiera de ellas:
T = —22.

Luego la solucién es (—2z, 0, z).

o0

Problema 3.32. Discute el siguiente sistema segin los valores de a, b y c:

r+2y—3z2=a
22+ 6y—11z=0»>
Z—~AprfE==¢
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Solucion.

Se estudian los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:

1 2 =3
Al =| 2 6 —11 |=0.
1 -2 i
Por tanto, rgA =2,y
1 2 =3 a
rgB =rg 2 6 -11 b
1 -2 7 c
los posibles menores de orden 3 son:
a 2 =3
b 6 —-11 [=(-4) - (-5a+2b+c),
c -2 d
1 a =3
2 b -11 |=5-(-ba+2b+c),
1 ¢ 7
1 2 a
2 6 b|=2-(-5a+2b+c).
1 2 e

» Si —5a + 2b+ ¢ = 0, entonces
rgA=rgB =2,
y es un sistema compatible indeterminado.
= Si —5a + 2b+ ¢ # 0, entonces
rgA=2<3 =rgB,

y es un sistema incompatible.
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Problema 3.33. Dado el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
(I=Nz+@Ax+1Dy+2A+2)z=2X
Az 4+ Ay =2\ +2

22+ A+ 1D)y+A=1z=22-21+9

a) Estudia su compatibilidad segun los distintos valores de .

b) Resuélvelo para el caso de sistema compatible indeterminado.

Solucién.
a) Estudiando el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada:

I-=X 2X+1 2X+2

A= A A 0
2 A+1 A-1
I=% 2241 2%N+2 A
B = A A 0 220+ 2

2 A%+1 X—-1H22=-2x+9

1—A 22+1 2242
1A = A A 0= —»

3\ 2)\+2‘
2 2+1 A-1

A-1 A-1

= — A — i) 188 — 2%— Phe= — M= T % =2,

De modo que

s SiA#0,1, 2= rgA =3 = es un sistema compatible determi-
nado.

s Sidx=1=7rgA <3

0 3 41
B=|11120]4
22 008

Como la 32 fila es el doble de la 22, el rango maximo es 2 y por
tanto el sistema es compatible indeterminado.
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s SiA=0=>rgA <3

rgA=rg<i

1
rgB=rg| 0
1

Es decir, rgA # rgB y, por tanto, es un sistema incompatible.
s Sid=2=71r9gA<3

-1 5 6 |2
B= 2 2 0|6
20 8 1 i[9
rgA=rg<_; ?)-2,
-1 6 2 -1 6 2
rgB=rg 2 0 6 |=m1g 0 12 10 | =3,
219 0 13 13

y, por tanto, es un sistema incompatible.

b) Corresponde al caso
A=1

y el sistema que se ha de resolver es:

{3y+4z=1 z=1—3y
= 4
rty=4 T=4-y

Luego, la solucién viene dada por

13t
4 —t,t,——— ).
< Ty )

0.9

Problema 3.34. Discute y resuelve cuando sea posible el siguiente sistema
de ecuaciones lineales:

z+ky+2=0
e+ z2=0
z+y+kz=0
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Soluci6n.

Se trata de un sistema homogéneo, por tanto, tendrd como minimo la solu-
cion trivial (0,0, 0).

Para saber si existen més soluciones se estudia el rango de la matriz asocia-
da:

1 k 1 k-1 0
Aj=|1 1 1]|=[1 0o o
iy Ay & 1 0 k—1
- 1 #—1% 2
St P BRI RS

= Si k # 1, entonces rgA = rgB = 3 = n y solo admite la solucién
trivial.

= Si k=1, entonces rgA = rgB =1 < n =3, y es un sistema compati-
ble indeterminado con 2 grados de libertad,

Ttyt+tz=0=>z=—-y—-=z

Luego, la solucion es (—y — z, ¥y, 2).

o0

Problema 3.35. Discute y resuelve el siguiente sistema de ecuaciones li-
neales:

or+3z="7
z—y+2:=3
T+ky=1

Solucién.

Se estudian los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:

SO N W

5 0
rgA=rg| 1 -1
1k

5 0 3
Aj=|1 -1 2|=3-17
1 kO
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. 3 . . .
m Sik# = rgA = rgB = 3 = n es un sistema compatible determinado,
y resolviendo por Cramer:

7 B3

§ ~b 2

1 k0| 3-5k
TR B—

5 7 3

13 2

1) 21 @ —2
L T

5 07

1 -1 3

1 k1| 2-8k
ST B 8=

Luego, la solucién es (

3—5k -2 2-8k
3—Tk’ 3—Tk’ 3—-Tk )’

] Sik=$,TgA=2,

5 0 3|7
rgB=rg| 1 -1 2|3
I 8/7 01
y como
5 3 7
ik 2 3]=2=0,
I

se tiene que rgA = 2 # 3 = rgB, luego es un sistema incompatible.

o0

Problema 3.36. Discute y resuelve el siguiente sistema de ecuaciones segin
los valores de m:

mr+y=2
de+my=4+m
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Solucion.

Se estudian los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:
m 1
rgA =rg ( i )

- ’:m2—4:(m+2)(m—2).

Al=| 7
Luego,

s Sim#2ym# -2, rgA =rgB = 2 = n es un sistema compatible
determinado, y resolviendo por Cramer:

2 1‘
B '4+m m| m—4
T (m+2)(m-2)  (m+2)(m-2)

m 2
4 4+m |  m?+4m -8
m+2)(m—-2) (m+2)(m-2)

T

s Sim=2,rgA=1,

20 2
rgB:rg<4 9 6>=2’

luego, rgA =1 # rgB = 2 = n es un sistema incompatible.

s Sim=-2,719gA =1,

-2 1 2
rngrg( @ ol 2>=2,

luego, rgA =1 # rgB = 2 = n es un sistema incompatible.
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Problema 3.37. Discute y resuelve el siguiente sistema de ecuaciones segin
los valores de m:

mr+y—z=1
T+2y+z2=2
T4+ 3y—2=10

Solucién.

Se estudian los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada.
Para ello se calcula el determinante de la matriz de coeficientes:

m 1 -1 -1
|Al=|| 1 2 1 =—5m—1<=>m=?.
1 3 -1

-1
. Sim;é—s—,
rgA=rgB=3=n

el sistema es compatible determinado, resolviendo por Cramer:

11 -1
2 2 1
0 3 -1 1
T = = )
—-bm — 1 om + 1
m 1 -1
1 2 |
1 0 -1 2m — 4
YE T Em -1 hm+ 1
m 1L
1 2 2
1130 3(2m—-1)
= —5m —1 om + 1

Luego, la solucion es

& 2m—4 3(2m —1))
5m+1"5m+1" 5m+1 )’
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s Sim= =%
5
-1/5 1 -1 1 -1/5 0 0 1
rg=rg L2 41 2 )=uwg 1 838 8 2 ]|=3.
i3 -1 49 12 -1 0

Luego, rgA = 2 # rgB = 3 es un sistema incompatible.
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Problema 4.1. Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) f(z) =7+ 5z% — 2 b) f(z) = -V
c) f(z) =In(z+2),vz € {0,3,5}

Solucién.

a) f(z) =17+ 523 - 22

El dominio son todos los niimeros reales, ya que se trata de un poli-
nomio.
Dom (f) =R.

b) f(z) = —v&
El dominio de una funcién radical de indice par son todos los niimeros
reales positivos y el 0, es decir, > 0. Luego en este caso se tiene:

Dom (f) = R™ U {0}.

¢) f(z)=In(z+2),vz € {0,3,5}

El dominio de una funcién logaritmica son los reales positivos, luego
en este caso el dominio vendra dado por los puntos que verifiquen

z+2>0

que es vélido para todos los puntos del conjunto original, que en este
caso es explicito, luego

Dom (f) = {0,3,5} .

o0

Problema 4.2. Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) f(z) = — b) f (z) = (—i“”%%

r—1

2 -3z
3 -222-52+6

c) f(z) =
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Solucion.

2) fla) = —>

El dominio en una funcién racional es R menos los valores que anulan
el denominador, luego en este caso se tiene:

Dom (f) =R\ {1}.

b) f(z)=%

El dominio en una funcién racional son todos los niimeros reales, ex-
cepto aquellos que anulan el denominador.

?-1=0=22’=1=z=4+V1=+1.

Por tanto:

2 -3z
&) f(z)=m3—2x2—5a:+6

El dominio son todos los niimeros reales, excepto aquellos que anulan
el denominador. En este caso se aplica Ruffini para determinar las
raices del denominador:

1 -2 -5 6
1 1 -1 -6
1 -1 -6 0
3 3 6
1 2 0
Por tanto:
-2 bz +6=(x—1)(z-3)(z+2),
es decir:

Dom (f) = R\ {-2,1,3}.
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Problema 4.3. Halla el dominio de las siguientes funciones:

z =12 s
= — b = 20 =
2) f@ =55 b f@=vaT9
2z — 6 J/x —5
) f@)=\m=p D=3
Soluci6n.
T — 2
a) f(z) = 2212
Al tratarse de una raiz cuadrada, el radicando tiene que ser mayor o
igual que O:
z—2 >0
z2+2 7

Ademas, como hay una fraccién, se ha de cumplir que el denominador
ha de ser no nulo. En este caso se comprueba que el denominador es
siempre mayor que 0:

22 +2>0,Vz €R.
Luego, la condicién que ha de cumplirse es:

z-2208c2>2
y, por tanto, el dominio viene dado por:

Dom (f) = [2,+00).

b) f(z)=Va? -9

El dominio, al tratarse de una raiz cuadrada, son todos los niimeros
reales para los que se cumple que z2 — 9 > 0, luego

2 ~9>0«= (z—3)(z+3)>0.

Se hace un estudio de los signos de la funcién, para ello se construye
una tabla en la que aparecen, por un lado las expresiones y, por otro,
los intervalos donde cambia el signo, que se obtienen a partir de los
valores que anulan los binomios, x — 3 y £ + 3 y que en este caso son
-3y3.
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z+3|z-3 | (z+3)(z—-3)
(—o0, —3) = = =
(=%.3) | + - -
(3,00) + + +

Los valores 3 y —3 pertenecen al dominio, pues la funcién en ese punto
puede calcularse y vale 0.

Luego el dominio es:
Dom (f) = (—o00,=3] U 3, +o0),
que se puede escribir como:

Dom (f) = R\(=3,3).

0 f@)= /5

Al tratarse de una raiz cuadrada, debe cumplir que:

2z —6
> 0.
(z2-4) —

Ademaés, como hay una fracciéon, se ha de cumplir que:
22 —4#0.
Para estudiar los signos de la funcién

2z -6 2(z—3)

(z2-4)  (z-2)(z+2)

se construye una tabla en la que aparecen, por un lado, los monomios
(z+2), (x—2) y (x—3) y, por otro, los intervalos donde cambia el
signo, que en este caso son, —2, 2y 3.

z+2|z-2[z-3] (z-3)/(z* - 4)
(—o0,-2) | - - - -
=22 | + | = | = +
(2,3) = + = —
Bt | + | + | + +
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El valor 3 pertenece al dominio, pues la funcién existe en ese punto y
vale 0.

Los valores —2 y 2 no pertenecen al dominio, pues anulan el denomi-
nador.

Luego el dominio es:
Dom (f) = (-2,2) U [3, +00).

/T — 5

d =
Es un cociente, luego el denominador tiene que ser distinto de 0,

2-120= (z-1)(z+1)#0.

Por tanto, los valores —1 y 1 no est4n en el dominio.

El numerador es una raiz de indice impar (3), luego esta definida para
todos los niimeros reales.

Asi pues, el dominio es:

Dom (f) = R\{~1,1}.

00

Problema 4.4. Halla el dominio de la funcién:
2r—3
e |p [ S—2

Solucién.

Los logaritmos solo estan definidos para valores positivos, luego el dominio
vendra dado por los puntos que verifiquen:

2—3
0.
E—1-
Ademaés, como hay una fraccion, se ha de cumplir que:
2 —1#0.

Para estudiar los signos de la funcién

e—3d _ 2z -3

z2-1 (z-1)(z+1)
se construye una tabla en la que aparecen, por un lado, los binomios y, por
otro, los intervalos donde cambia el signo.




138 FUNCIONES

z—1|z+1[2c-3](2z-3)/(z*-1)
(—o0,—-1) | — - - -
LD | =1 + [ = n
(1,3/2) | + | + - =
(3/2,+00) | + ¥ + +

El valor 3/2 no pertenece al dominio, pues anula el numerador y la funcién
no esta definida en 0.

Los valores —1 y 1 no pertenecen al dominio, pues anulan el denominador.

Luego el dominio es:

Dom (f) = (-1,1) U (3/2, +0).

o0

Problema 4.5. Halla el dominio de la funcion:

2246 si —2<x<2
if (&) = z+2 si2<z<6
(x—4)3 si6<z<20

Solucidn.
La funcion esta definida en tres intervalos distintos y en cada uno de ellos

la expresion de la funciéon es un polinomio, luego esta definida en todos los
puntos del intervalo respectivo.

Asi pues, el dominio es:

Dom (f) = (~2,2] U (2,6] U (6,20] = (=2, 20].

oo

Problema 4.6. Halla la imagen de las siguientes funciones:
a) f(@)=2° b) f(z) =-vZ ¢) f(z)=In(z+2), Yz € {0,3,5}
Solucién.

a) f(z) =a®

La imagen son todos los nameros reales, I'm(f) = R.
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b) f(z) = -vz

La imagen son todos los numeros reales negativos y el 0,
Im(f) =R~ U{0}.
c) f(z) =In(z+2), Vz € {0,3,5}

En este caso el dominio de la funcion viene explicitado, luego la imagen
son aquellos valores devueltos por la funcion al ser evaluada en los
valores del dominio, y son:

Im(f) = {In(2),In(5),In(7)}.

(.¢]

Problema 4.7. Dibuja las graficas de las siguientes funciones a trozos:
3 Vr € (—00,0)
a) f(z)=¢z Vzel0,1] b) f(z)z{
3 Vze (1,00)

z+1 Vze (—o0,0)
—z+1 Vz€[0,00)

3 Vz e (-00,0)
—z3 Vz € [1,00)

c) f($)={

Solucion.

23 Vr € (—0,0)
a) flz) =<z Vzel0,]]
3 Vz e (1,00)

Figura 4.1: Funciones a trozos (I)

6
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z+1 Vz € (—00,0)
—z+1 Vze|0,00)

b) f($)={

Figura 4.2: Funciones a trozos (II)

6

.’1,'3 T —
C)f(w)={ | ¥ € [Seaif)

—z° Vz € [l,00)

Figura 4.3: Funciones a trozos (III)

6
4

2

"

n
L

o0

Problema 4.8. Dadas las funciones f(z) = 22 + 2z + 1 y g(z) = = + 3,
halla las siguientes operaciones de funciones:

a) (f+g)(z) b)Y (f-g)() ) (g-flz) d)(f-9)(z)
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Solucién.
a)(f +9)(z)
(f+9)(2)=f)+9(x)= (2> +22+1) + (z +3)
=r+2zx+14+2+3=2%43z+4.
b)(f —g) (z)
(f—9)(2) = f(z) —g(z) = (2> + 2z +1) — (z + 3)
=2 +224+1-z2-3=x2+z-2.
c)(g— f) (=)
(9-f)(2)=9(z) - f(z) = (z+3) - (2 + 2z +1)
—r+3-x2-2r—1=—-2>—-z+2.
d)(f - 9) (z)

(f-9)(z) = f(z) - g(z) = (e +2c +1) - (z + 3)
=(z2+2z+1) -2+ (22 +22+1) -3
=3 +22°+2+322+62+3 =23 +522+ 7z +3.

o0

halla

Problema 4.9. Dadas las funciones f(z) = ;172 y g(z) = x23— 7

las siguientes operaciones de funciones:

a) (f+9)(z) b)(f-g) (@) ¢ Bg—-2f)(z) d)(2f 39)(2)

Solucion.

a) (f+g)(z)

4 4
(f+9) (@)= Zi— 12 * x23—4 - (‘ijf);':; - 4::2tléll'
b) (f - 9)(z)
4 3 4(z+2)-3 4z+5

(f—9)(z)= D aF_q 2 -4 @ r2-4
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c) (3g —2f)(z)

.3 4 _9-8(z+2) _ -8z-7
(B9 —2f{s) S8 5= — 2o S =g
d) (2f-3g) (z)
8 9 72
o0

Problema 4.10. Dadas las funciones f y g, halla (fog)(z) y (go f) (z).
a) fz) =23y g(z) =z -2

1

Senr

b) f(z) =

y g(z) = e*t!

c) f(x)=x3+22+1yg(z)=In(z+5)
Solucidn.
a) fz) =2y gz) =z -2
(90 ) @) = g (f(2)) = (%) = 2% — 2,
(fo8) (@) = f(9() = f(z—2) = (- 2)°
2 — 62 + 122 — 8.

b) f(2) = ——, g(z) = ex+1

Senx

(fog)(z) =flg(z)) =

11
sen(g(z))  sen(extl)’

(g0 F)(8) = gl @)) = "M = grt
c) f(z)=2+2z+1, g(z) =In(z+5)
(fog)(z) = f(g(z)) = [9(x)]® + 29(z) + 1
= [In(z +5)* + 2In(z + 5) + 1
=In3(z +5) + 2In(z + 5) + 1.

(g0 f)(z) = g(f(z)) = In(f(z) + 5)
=In(z3 + 22+ 1 4+ 5) = In(z® + 2z + 6).

o0
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Problema 4.11. Calcula la funcién inversa de las siguientes funciones:

a) f@) =35 ~7  b) flz) =222 ¢) f(z) = Ina?

Nota: Considera solo las raices positivas.
Soluci6n.

a) f(z)=3x3-7

Por ser un polinomio con exponentes impares la funcién es inyectiva
y estd definida para todos los nimeros reales, en consecuencia, su
correspondencia reciproca es una funciéon. Siguiendo el método para
hallar la funcién inversa se dan los siguientes pasos:

i) Escribir la expresién a invertir en funcién de la variable y

y=3z3-7.
ii) Intercambiar y por z

z=3y-7.
ili) Despejar la y

r =3y -7,

z+7=23°

3_cT+7
Yy = 3 )

_</$+7
y= 3

iv) Cambiar la y por f~!, y ya se tiene la funcién inversa buscada.
Véase Figura 4.4 a).

@) = {53

2z +3

b) fle) ==
Por ser un polinomio con exponentes impares la funcién es inyectiva
y estd definida para todos los numeros reales excepto para z = 1.
Siguiendo el método para hallar la funcién inversa se dan los siguientes

pasos:
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i) Escribir la expresién a invertir en funcion de la variable y

_2x+3
-1

Y

ii) Intercambiar y por x
2y+3

y—1

iii) Despejar la y
z(y—1)=2y+3,
Ty —x=2y+3,
zy — 2y =3+ z,
ylr —2) =3 +z,
3+z

Y =2

iv) Cambiar la y por f~! y ya se tiene la funcién inversa buscada.
Veéase Figura 4.4 b).
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c) f(z)=Inz?
i) Escribir la expresion a invertir en funcién de la variable y
y = In z?

ii) Intercambiar y por x
z=Iny?

iii) Despejar la y
c=hy’=ef=y’=>y=Ver
iv) Cambiar la y por f~! y ya se tiene la funcién inversa buscada.

Veéase Figura 4.5.
fl(z) = Ve=.

Figura 4.5: Funciones inversas (II)

&
!

-1 d

g f ’
/ /7
/

4 .

!/ v

/7
> A

2 2 f

Problema 4.12. Halla f~!(z) para las siguientes funciones:
a) f(z) =32°+3 b) f(z) =v2z -4

1'2 1'2
) f@) =t (5E2)  d) fa) =

Nota: Considera solo las raices positivas.
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Solucion.

Para resolver cada uno de los ejercicios, se aplica el mismo el procedimiento
indicado en el ejercicio anterior.

a) f(z)=3z%+3
i) y =325 +3.
ii) z = 3y° + 3.
iii) Despejando la y:

:L‘—3=3y5:>y5:x_-_3:>

v) @) = 55

b) f(z) =2z -4
i) y=+v2z -4
ii) z =2y — 4
iii) Despejando la y

2 + 4

1:\/2y—4:~:r2=2y—4=>y= 5

2
iv) ()= S0,

c) f(z)=In ($2+3>

2 -1

Nota: Considera solo las raices positivas.

i) y=1In 7243
¥= z2-1)°
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iii) Despejando la y

2 2
x=ln(y2+3)=>e’"=y +3=>
y4—1

Sef(P-1)=y’+3=>YP’ -9y’ =3+ =

3+ € 3+e*
:>y2(ez—1)=3+em:>y2=€x_1:y=\/em_1.

iv) f~1(z) = \/ Tre

er —1

2
d) f(w)=3%+1

i) Escribir la expresién a invertir en funcién de la variable y

R
y=—+1
T
ii) Intercambiar y por z
3y?
=2 4
Y
iii) Despejar la y
3y? = 1
z-1=2L oz -1=3y=y=2__,
Y 3

iv) Cambiar la y por f~! y ya se tiene la funcién inversa buscada

__m—l

@) = 23

o0

Problema 4.13. Halla f~!(z) para las siguientes funciones:

a) f(z) = zgl_g b) f(z) = D=Ll ¢) f(z) = e(1-27%)

T z4+1
Nota: Considera solo las raices positivas.

Solucion.

Para resolver cada uno de los ejercicios, se aplica el mismo el procedimiento
indicado en el ejercicio anterior.
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1
. 1
)y=—5—3
" 1
ll).’L‘—yQ—_g.
iii) Despejando la y:
i 2_9=>y2— ===
9 1
=] =9+;=>y= 9+ —
iv) f‘l(ar):\/9-|-—
z—95
b ==
) fla) =T
-5
V=3
11):1:=y—_—5
y+1
iii) Despejando la y:
y—29
g=——=2z(y+1)=y—-5=2>2zy+z=y—-5=>
U+l
+ 5
=>y—yx=x+5=>y(l—:z:)=x-|—5:>y=ﬂlr_x.
. = _x+5
iv) f (:v)—l_x.
¢) f(z) =el'==)

i) y= e1-2%),
i) z = ell—¥".
iii) Despejando la y:

r=e'V) s hr=1-y>=

=2yP’=1-lhz=>y=Vv1l-Inz.
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iv) f Y (z)=v1-Inz.

o0

Problema 4.14. Comprueba la monotonia de la funcién f(z) = 23 + 7 en
el intervalo (—o0,0).

Solucion.

Se toman dos valores del intervalo (—oo, 0), por ejemplo —2 y —1 y se tiene:

—9)= (=23 +4T=—
-2<-1= { f;(fz) =((_23)3++77=61 = f(-2) < f(-1).

Luego aparentemente y para estos dos valores se cumple que la funcién es
estrictamente creciente. Véase Figura 4.6 a).

Figura 4.6: Funcién monétona

Problema 4.15. Comprueba la monotonia de la funcién f(z) = z*—522+4
en los intervalos:

a) (-00,-2)  b) (=1,0) ¢) (0,1)  d)(200)

@1
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Solucion.

a) (—oo,—2)

Se toman dos valores del intervalo (—oo, —2), por ejemplo —4 y —3 y
se tiene:

I { ff((—_43))== ((—_4;)44—_ 55((—_43))2;r+ 44== 14800
—4< -3= f(—4) = (—4)* —5(—4)2 + 4 =180
> 40 = (—3)* = 5(—3)2 + 4 = f(-3).
Luego aparentemente y para estos dos valores se cumple que la funcién
es estrictamente decreciente. Véase Figura 4.6 b).

b) (_170)

Se toman dos valores del intervalo (—1,0), por ejemplo —1/2y —1/4
y se tiene:

il —1\¢ —IRE 45
=== -5 == 4=— =28125
R G R C R GO R £
——< -
—1 =1y — N 945
1(7)=(F) () +a-ge-noms

Il 1 1 1
5 < 4¢f< 2> 2,8125 < 3,6914 f( 4)

Luego aparentemente y para estos dos valores se cumple que la funcién
es estrictamente creciente.

c) (0,1)
Se toman dos valores del intervalo (0, 1), por ejemplo 1/4y 1/2 y se

tiene:
1 A% 1\ 2
f<—>=<—> —5<—> +4=3,6914
= E = 4 % 2
1 1 1
f<§>—<§> —5<§> +4=2,8125
1.1 1\ _, 1
1<3=>7(3)= ,691422,8125=f(§>.

Luego aparentemente y para estos dos valores se cumple que la funcién
es estrictamente decreciente.
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d) (2,00)

Se toman dos valores del intervalo (2, 00), por ejemplo 3 y 4 y se tiene:

f(3) = (3)*—5(3)2+4 =40

3<4=>{ F4) = (4) - 542 +4=180 ~FB=F).

3< 4= f(3) =40 < 180 = f(4).

Luego aparentemente y para estos dos valores se cumple que la funcién
es estrictamente creciente.

o0

Problema 4.16. Estudia si la funcién f(z) = z3 + 5 est4 acotada en el
intervalo (—o0,0) y halla, si existen, sus cotas, supremo, maximo, infimo y
minimo.

Solucién.

Figura 4.7: Funcién acotada

Funcién acotada superiormente

La funcién no est4 acotada inferiormente, pues no existe un valor m € R
tal que m < f(z) para todo x € (—00,0). Por tanto, no existen el infimo ni
el minimo.
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En cambio, si que estd acotada superiormente, pues existe un valor M € R,
en particular M =50 M =6 o M = 10, de forma que f(x) < M para todo
z € (—00,0). Véase Figura 4.7.

A cada uno de los valores M que se pueden tomar se les llama cota superior.
La menor de todas las cotas superiores es M = 5, luego esta es el supremo.

Dado que el valor —5 no es alcanzado por la funcién f(z) en el intervalo no
hay maximo. Notese que f (0) = 5 pero 0 ¢ (—o0,0).

oo

Problema 4.17. Estudia si la funcién f(z) = z® — 5 esta acotada en
el intervalo (1,3] y halla si existen sus cotas, supremo, maximo, infimo y
minimo.

Solucién.

La funcién esta acotada superiormente, pues existe un valor M € R, en
particular M = 50 o M = 25 0 M = 22, tal que f(z) < M para todo
& € (1,3].

A cada uno de los valores M que se pueden tomar se les llama cota superior.
La menor de todas las cotas superiores es M = 22, y se denomina supremo.

Dado que el valor 22 es alcanzado por la funcién en el intervalo (f (3) = 22),
entonces se denomina maximo de la funcién.

Por otro lado, la funcién esta acotada inferiormente, pues existe un valor
m € R, en particular m = —100 o m = —10 o m = —4, de forma que
f(z) > m para todo z € (1, 3].

La mayor de todas las cotas inferiores es m = 4, luego es el infimo.

El valor 4 no es alcanzado por la funcién f(x) en el intervalo ya que f (1) = 4
pero 1 ¢ (1, 3] , entonces no hay minimo.

o

Problema 4.18. Estudia si las siguientes funciones estan acotadas y qué
tipo de acotacion tienen:

2) (@)= b) f@)=—le+3
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Solucién.

8) flz) = =

La funcién no estd acotada superiormente, pues no existe un valor
M € R, tal que f(z) < M para todo z € Dom (f). Notese que cuanto
més pequeiio es el valor absoluto de z, mayor es la expresién 1/z2.

En cambio, si que est4 acotada inferiormente, pues existe un valor
m € R, en particular m = —1 o m = =5 o m = 0, de forma que
f(z) > m para todo € Dom (f), ya que 1/2% siempre es positivo.

La mayor de todas las cotas inferiores es m = 0, luego es el infimo.
Dado que el valor 0 no es alcanzado por la funcién f(z) en el intervalo,
entonces no hay minimo.

b) f(z) = —|z +3|

La funcion est4 acotada superiormente, pues existe un valor M € R
en particular M =5, M =1 0 M = 0, tal que f(z) < M para todo
x € Dom (f).

En cambio, no estd acotada inferiormente, pues no existe un valor
m € R, tal que f(z) > m para todo € Dom (f).

La mayor de todas las cotas inferiores es m = 0, luego es el infimo.

Dado que el valor 0 no es alcanzado por la funcién f(z) en el intervalo,
entonces no hay minimo.

Como |z + 3| siempre es un valor positivo, la funcién siempre sera
negativa por lo que tiene una cota superior en 0.

o0

Problema 4.19. Estudia la simetria de las siguientes funciones:

a) f(z) = z% — 52 b) f(z) =26 — 322 + 1 c) f(z) = 2% + 32% + 2
Solucién.
a) f(z)=x3 -5z
i) Se halla el valor de f(—z) y se simplifica:

f(=z) = (—2)% - 5(—z) = —23 4 52 = —(2® — 5z) = — f(=).
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ii) Y como efectivamente la expresion f(—z) es igual a —f(z), se
puede asegurar que f(z) es una funcién impar.

Como puede observarse en la Figura 4.8 a), la funcion es simétrica
respecto del origen de coordenadas.

b) f(z)=25%-322+1
i) Se halla el valor de f(—z) y se simplifica:
fl—z)=(—2)f -3(-z)? +1=2%-322+ 1= fim).
ii) La expresion hallada es igual a f(z), luego la funcion f(z) es par.

Como puede observarse en la Figura 4.8 b), la funcién es simétrica
respecto del eje OY.

Figura 4.8: Funciones simétricas

a) Funcion impar b) Funcién par ¢) Sin paridad
f(z) = 23 — 5z f(x) =25 -322 +1 f(z) = 2%+ 322 + 2

¢) f(z) =2°+322+2
i) Se halla el valor de f(—z) y se simplifica:
f(=2) = (-2)° + 3(-2)? + 2 = —2® + 322 + 2.
ii) La expresion hallada no es igual a f(z), luego la funcién f(z) no

es par.

iii) La expresion hallada no es igual a — f(z), luego la funciéon f(z)
no es impar.

iv) Si la expresion hallada no es igual a f(z), ni a —f(z), entonces
la funcién no tiene paridad.
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Y tal como se muestra en la Figura 4.8 c¢), la funcién no es simétrica
respecto del eje OY', ni respecto del origen de coordenadas.

00
Problema 4.20. Estudia la paridad de las siguientes funciones:
a) f(z)=-2*+1  b) f(z) = a|

Solucion.
a) f(z)=—-z%+1

i) Halla el valor de f (—z)

fl=2) = = (=2 +1=~2* +1 = f(z)

ii) Como f(—z) = f(z), se trata de una funcién par.
b) f(z) = |z|

i) Halla el valor de f (—z)

f(=z) = |-z| = |z| = f(z)

i) Como f(—z) = f(z), se trata de una funcién par.

oC

Problema 4.21. Halla el periodo, la amplitud y la frecuencia de las si-
guientes funciones trigonométricas:

a) f(z) = 3cos(z) b) f(z) = 4cos(2x) ¢) f(z) = 6cos(4z + 2)

Solucién.

Son funciones del tipo f(z) = kcos(azx + b), a > 0. Véanse las graficas en
la Figura 4.9.

a) f(z) = 3cos(x)

La amplitud es el valor £, en este caso es igual a 3.

2 2
El periodo viene dado por la expresion T = e = —II = 2.
()
La frecuencia es v - ;
T nci == =—
7 2

El desfase es b = 0.
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b) f(z) =4cos(2z)

La amplitud es el valor k, en este caso es igual a 4.
2 2m

El periodo viene dado por la expresiéon T = L= == .
a

1 1

La frecuenciaes v = — = —.
T «

El desfase es b = 0.

c) f(z) =3cos(2z +2)

La amplitud es el valor k, en este caso es igual a 3.
2 2
El periodo viene dado por la expresion T = el 7# = 7.

a

. 1 1
La frecuencia es v = — = —.
T =«

El desfase es b = 2.

Figura 4.9: Funciones ondulatorias

=3

t
1
'

é---Ve

|
i
I
Periodo =
'

f(z) = 3cos(x) f(z) = 4 cos(2z) f(z) = 6cos(4zx + 2)

o0

Problema 4.22. Determina el valor de n suponiendo que ¢ > 0y a # 1
en las siguientes expresiones:

2 5,1/3
a a’a
a)ad-a®=a" b) ——aﬁza" c) ==

d) (@)P=va e)2Pn=2".
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Solucion.
a) a®-af =o®
a"=adtdl =P =a =
=>n=2_
2
a
b) E =
a’ 2-6 4
a"=—=a"=a"=>n=-4
a
abal/3
c) e g
an
ada a5+1/3  416/3 L
= = _ — ,(16/3)-1 _ 13/3
13
a=a®¥P = n="2_,
3
d) (a")’ = va
(an)S = a3n = \/a e a1/2 =
= = = L
n=-= n= -—.
2 6
e) 20on =27
H o
n= 53 =2 = 4
o0

Problema 4.23. Halla el valor de las siguientes expresiones:

a) f(2)si f(z) =€y f(1) =20

b) f(2) si f(z) =50 — Aer®, f(0) =30y f(4) = —4,2

Solucion.

a) f(2)si f(z) =€y f(1)=20.

La funcién viene dada por
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y se sabe que la funcién evaluada en 1 vale 20, es decir, e¥'! = 20,
luego tomando logaritmos se puede obtener el valor de k:

F) =€l = €* =20 = In(e®) =k = In(20) ~ 3.
Por tanto, la funcién es:
f(z) = e,
Y el valor de la funcién evaluado en 2 es:
f(2) = *? = 403, 42.
b) f(2)si f(z) =50 — Aek*, f(0) =30y f(4) = —4,2
La funcion viene dada por:
f (x) = 50 — Ae*?,
y se sabe que la funcion evaluada en 0, vale 30,
£ (0) = 50 — Ae% = 30,
y despejando se puede obtener el valor de A:
50 — Ae® =30 = A -1 =50 — 30 = 20.
Conocido el valor de A, la funcién es:
f (z) = 50 — 20e**

y evaluada en 4 vale —4, 2, luego tomando logaritmos se puede obtener
el valor de k:

_ 50+4,2
20

= Inef)y=ak =2, M) =1=3k= ;11-

f(4) =50 —20e** = —4,2 = % =2,71

Por tanto, la funcion es:
f (x) = 50 — 20e*/4,
Y el valor de la funcién evaluado en 2 es:

f(2) =50 —20e?* = 50 — 20 - 1,648 = 17, 026.

o0
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Problema 4.24. Usando las propiedades de las funciones exponenciales
determina las graficas de:

2 f@=5  bew=(3)

Solucion.

a) f(z)=23°
i) Una funcién exponencial es siempre positiva, por tanto,

3% > 0,Vz € R.

ii) Como a =3 > 1, la funcién es creciente.
iii) Como a =3 > 1,

lim 3% = oo,
T —00

lim 3% =0.
T—»—00

b) @)= (3)

i) Una funcién exponencial es siempre positiva, luego

1\?
(3) > 0,Vx € R.

- 1 . .
ii) Como a = 3 < 1, la funcién es decreciente.

1
iii) Como a = 3 <1
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Figura 4.10: Funciones exponenciales

Problema 4.25. Halla el valor de z en las siguientes expresiones:

a)z=1g327 b)z=1g256 c)r=1g5625 d)z=Ig V2
Solucién.

Se sabe que
g, o=z fl@&)=0"=9y,a>0, a#l;
y en este caso se obtiene

2=1g M e=>F=y=0=33=P=2=3.

r=1g,256=> 2P =y=256=>2"=2% = 2=8.

c) z =lg5625

r=1gs625=>5"=y=6286=>5=5'=3r=4
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d) = =1g; V2
a:=1g4\/§:>4x=y=\/§$4x=21/2=>
1

1
2z 1/2 it —_
= =] 2 = 2 —_ - = -,
2 T =X

o0

Problema 4.26. Halla el valor de = en las siguientes expresiones:

a) lnz=In3+1n2 b) Inz =In6 —1n2
c) Injpz =Ins5—1Ins1 d) Inz=In2+41In2
Solucion.

a) Inz=1n3+1n2

Por las propiedades de los logaritmos se tiene:
lga(2y) = 1g,(2) +184(y);
entonces, en este caso,
Inz=In3+mn2=1In(3:-2)=1n6 =z =6.

b) lnz =In6—1n2

Por las propiedades de los logaritmos se tiene:

18 () = lea(o) - lea(4),

entonces, en este caso,

lnz=ln6—-1n2=1n(g>=ln3=>:c=3.

c) lgipz =1g55—lgs 1
Por las propiedades de los logaritmos se tiene:

lg,a=1,1g,1=0,

entonces, en este caso,

1g10$=1g55—lg51:1—0=1$II;=10
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d) Inz=1In2+4In2.

Por las propiedades de los logaritmos se tiene:

lg, z® = blg, z, b € R,

entonces, en este caso,

Inz=mn2+4m2=m2+In2*=W(2-2%) = z=2%=32.
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2

-4
Problema 5.1. Halla el limite de la funcion f(z) = :rx 5 cuando z tiende
a 2 por aproximaciones.

Solucién.

En este caso se puede comprobar que la funcion en principio no est4 definida
para el punto 2, lo cual no es 6bice para que se pueda hallar el limite.

Se dan valores a izquierda y derecha del punto buscado, en este caso 2, y los
valores de la funcién se van aproximando cada vez més al valor del limite,
obteniéndose la siguiente tabla:

z<2 | flz) | z>2 | f(z)
1 3,00 3 5
150 | 350 | 25 | 450
175 | 3,75 | 225 | 4,25
190 | 390 | 2,10 | 4,10
195 | 395 | 2,05 | 4,05
1,99 3,99 2,01 4,01
1,995 | 3,995 | 2,005 | 4,005
1,999 | 3,999 | 2,001 | 4,001
1,9999 | 3,9999 | 2,0001 | 4,0001

De donde se puede deducir que el valor del limite para la funcién dada
cuando 2 tiende a 2 es igual a 4.

o)
2 _

Problema 5.2. Halla el limite de f(z) = a

4
5 cuando z tiende a 3.

Solucién.
En este caso se sustituye el valor al que tiende el limite en la funcién

2 _ 2.
lim f (z) = lfm Z gl

z—3 x—>3$—2=3—2=5'

Como el resultado obtenido al realizar la sustitucién es un nimero real finito
entonces el valor del limite es 5.
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|z]

Problema 5.3. Halla el limite de f(z) = — cuando z tiende a 0.
I

Solucién.

En primer lugar se hallan los limites laterales:

2 -z
lim f(z) = lim |—|= lim — = lim —-1=-1,
z—0~ =0~ T =0~ T -0~
x @
lim f(z) = lim |—|= lim == lim 1=1.
z—0t z—0t T z—=0tX  z—0t

Como los limites laterales existen pero son distintos, entonces se puede
asegurar que no hay limite cuando z tiende a 0.

oo

Problema 5.4. Halla el limite de f(z) = L cuando z tiende a 0.
z

Solucidn.

La funcién no esta definida en el punto z = 0, por lo que no se puede evaluar
la funcién en ese valor, por ello se dan valores a derecha y a izquierda:

<0 f(z) |z>0| f(x)

-1 —1 1 1
-0,5 =5 | W6 2
0,25 | -4 | 0,25 | 4
—0,1 | —-10 | 0,1 | 10

-0,05 -20 0,05 20
-0,01 | —100 | 0,01 | 100
—0,001 | —1000 | 0,001 | 1000

Y lo que ocurre es que segiin se acerca x al punto 0, los valores van creciendo
hasta +oo, segiin se acerque por la izquierda o por la derecha.

Por tanto, se concluye que no existe limite finito.

o0
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1
Problema 5.5. Halla el limite de f(z) = sen r cuando z tiende a 0.

Solucion.

En este caso se pueden tomar distintos puntos cada vez mas cercanos a 0,
pero el valor de la funcién oscila en todo momento entre —1 y 1, luego no
se acerca tanto como se quiera a un determinado valor.

<0 f(x)=cosi z>0 f(x)=cos}1:—
- -0,31 T 0,31

—x/5 ~0,99 /5 0,99

-7 /15 0,99 /15 -0,99

—m/25 -0,99 /25 0,99

—7/35 0,98 /35 ~0,98

—7/45 ~0,98 7/45 0,98

—7 /55 0,97 /55 ~0,97

Por muy cerca que se esté del 0, el limite oscila entre —1 y 1, tanto si se
acerca por la izquierda como si se acerca por la derecha.

o0

Problema 5.6. Calcula los siguientes limites:

2 T+2 4 @
a) i:“ﬁ(x—_—zmug) b) iﬂ%(x—:‘xuz)

c) lf ﬂ d) lim vz + 3
S1x2+zx-1 z—1
4z
e) lim (%
z—1/2 T
Solucion.

)hm 2 +ac+2
a S1\z—2 z2-2

Se trata del limite de una suma, por tanto es igual a la suma de los
limites:

2 z+2 2 z+2 2 3
li 5 =1 1 SEES — = -5,
zl—l>nl<l—2+ 2) et B =S+t =F




168 LIMITES Y CONTINUIDAD

4 T
b) Ii -
) xl—+n12 <x -1 z2- 2)
Se trata del limite de una diferencia, por tanto es igual a la diferencia
de los limites:

lim 4 & i 4 T x 4 2 3
if — = - = ——— = =9.
238 \B—1 22=D) ot\m—1) zmbhz2—02J 1 2

c) li 2?41
mi
a:l—>11‘2+.’12—1

Se trata del limite de un cociente:

py1 | lm ()

e1224+r—1 lim (22 +z—1)
T—1

y si se sustituye directamente se tiene:

141 3
£ Z=2

L = —
1+1-1 1

d) lim vz +3
r—1
En este caso se trata del limite de una potencia:

1im 1/2
)x:—)l

lim vz + 3 = lim(z + 3
r—1 r—1

e) lim W}.
x—1/2 T

Se trata del limite de una potencia y se puede escribir:

lim (4z)
L= lim (9”1/2)“”2
z—1/2 x

=(1+3)Y2=2

Y sustituyendo:

_ (1/2+1/2\*/D

Tz ) ‘(%)2222:4'

L
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Problema 5.7. Calcula los siguientes limites:

3
. 2 , o=
%) 2 G- 1) D) I
z2-4
" 3 , i
c) Egll [(z®+22+1)Vz +3 d) zl_l}rr_12e T4
2 z+4
, z°4+2x -1 , 3
) jim, (S525) f) lim log (=* +26)
Solucién.

a) h’m3 (5z —1)*

-

Al ser un polinomio se sustituye directamente el valor en la funci6n

lim (5z — 1)% = (5-3 —1)% = 142 = 196.

r—3

3

B =1
b) ;1—%&62—%4-1

Al ser una funcién racional se sustituye directamente el valor en la
funcién y se comprueba que no se anula el denominador, luego el
limite seré el valor obtenido

e @£-1  0¥-1
e022—22z+1 02-2.04+1

c) lim [(e*+2z+1)Vz +3

En este caso se trata del producto de un polinomio por una potencia,

lim [(«®+22+1) Vz+3] = [(1®+2-1+1) VI +3]
4

=t

2_4

T
d) lim e=7+4
-2

Se trata del limite de una potencia y sustituyendo se tiene:
2_y li 22-4 (=2)%-4
z _l,n32z7+4 — e(_g) +4 — 60 — 1

lim e+?+4 = lim e®
r——2 r—>—2
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/z2—+—2$— 1\x+4

e) xE)IEB \ 4+ /

Se trata del limite de una potencia y sustituyendo se tiene:

/z + 2z — 1\z+4 /

B 1\(—3)+4

x——>3\ z+5

' 3
f) lim log (z° + 26)

) \ (3)+5 )

En este caso se sustituye directamente y se tiene:

il_gnl log (z

= log (27)

3 +26) = log (13 + 26)

= log (33) = 3log(3).

o

Problema 5.8. Calcula los siguientes limites:

. z%2+6x + 523
a) lim —————
z—0 2z2 + x

C) hm —
-2 \/2% — 8z + 12

e) lim @__l
z->1 1—2x

Solucion.

’

z2 + 6z + 528
a) lfm ———————
2—30 212 + 1

V¢ -5 +6

25 -3z4—32z+9
b) lim— 0

d)ihmsf 7

VA4 22+ 22 -Vi—2z+ 22
f) lim — —
z—0 V2+z-V2"z

Sustituyendo directamente se llega a una indeterminacion:

lim

z—0

z% + 6z + 523 B

0°4+6-0+5-0° 0

222 + x

2:0240 0

Sacando factor comtin z en el numerador y en el denominador:

z2 + 6z + 5z3
fm ———
=0 222+ 1

0+6+5-0%

z(x + 6+ 52%)
- 2.0+1

= lim
e—0 z(2z+1)
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2 -3z -3z +9
Ii
b) e 7o

Sustituyendo directamente se llega a una indeterminacién:

i & —32%—32+9 3°-3-3-3-3+9 0
=3 z2—-6z+9 ~  32-6-3+9 0

Descomponiendo por Ruffini, sabiendo que = = 3 es una raiz del
numerador y del denominador:

., 2%-32*~3z+9 ., (z-3)(z*-3)
lim = lim
=3 z12-6x+9 z—3 (8= 13)@
zt -3 78
= lfm —— = +o0.

=3 T —3 0

¢) lim vz -5z +6
T2 \/:1:2 - 8z + 12
Sustituyendo directamente se llega a una indeterminacion:

VIZ2—5z+6 V22-5.2+6 VEI-10+6 O

lim = - = .
2272 -8z +12 V22-8.2+12 V4-16+12 O

Descomponiendo por Ruffini, sabiendo que £ = 2 es una raiz del
numerador y del denominador:

AL — & +6 m 12;5_3:16__h'm (z-3)(z—-2)
z—+2,/$2 8:r—|—12 2\ 22 —8zx+12 -2\ (z—6)(z —2)

5—=x
5¢5—\/‘

Sustituyendo directamente se llega a una indeterminacién:

d) h

5—zx 5-5 0
lim — =

z—>5\/5—\/— \/5—\/_ 6
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Como aparecen raices en el denominador, se multiplica y divide por
el conjugado del denominador, es decir, por (V5 + v/ 3

Pk . B5-2)(V5H wzT

NN TIVE N ESVE
— lim (5-2)(V5+va) _ lim (5 - 2)(V5 + Va)
x—5 (\/5)2_ (\/_E)2 x—5 (5—1‘)
=;f_)rré\/5+\/5=\/5+\/§=2\/5.

=1
e) lim Ve

z—=1 1 —x

Sustituyendo directamente se llega a una indeterminacion:

ll’mﬁ_lzﬁ_lzg.
z—>1 1—x 1-1 0

Como aparecen raices en el numerador se multiplica y divide por el
conjugado (v/z + 1):

VAL (D E D
z—=1 1—=x e—=1 (1 —2x)(vzT+1)

2 12
- _1
TS )l SR -
z—1 (1 —1‘)(\/5-}- 1) z—1 (1 — :l‘)(\/z—{— 1)
T S |
i )
, Va4+2x+ 12— V4 -2+ z?
f) lim
-0 \/2+;1:—-\/2—-$

Sustituyendo directamente se llega a una indeterminacioén:

, V4+2.04+02-v4-2-0402 0
lim — S— = —.
z—0 V2+0-v2-0 0

Como aparecen raices en numerador y denominador, se multiplica y
divide, en primer lugar, por el conjugado del numerador y seguida-
mente por el conjugado del denominador,
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L, VA4 2z 4+ 12— Vi—-22+ 22
lim
z—0 V2+z—-V2-1z

ee e c— _— & 9 — g2
(\/4+23:—+-:172) —(\/4—2:c+x2)
= lim
20 (VIFe - vI=g) (VAT 2 a2+ VI- 2w + 7
I 442z + 1% — 4+ 2z — 22
= lim
z”’o(\/2—+—:r—\/2~z) <\/4+2m+:r2+\/4—‘2m+:c2)
_ e 4x(\/2+x+\/§—x)
=0 ((v2Fa)’ - (v2=2)) (VAF e+ a2+ VI- 25 1 22)
i 4z (V2+z+V2—x)
= lim
x"’0(2+x—2—+—x)(\/4+2a:+m2+\/4—2$+:1:2>
) 4z (V2+z+V2—1)
= lim
“’_’0256(\/4+2w+x2+\/4—2x+z2>
y 2(V2+z+v2-2)
= lim
“’_’0<\/4+21:+x2+\/4—2m+m2)

2(vV2+0+v2-0) 22v2) _ 5

(ViTzoore+vI—z 0+ 07) VA+VE

0

Problema 5.9. Calcula el limite de la siguiente funcién en z = 10:
52

f(:l,‘)= z+5
v8x+1, siz>10

siz <10

Solucion.

Se trata de una funciéon definida a trozos, y £ = 10 es el punto en el que
cambia la definicién, luego, se han de calcular los limites laterales.

Para calcular el limite lateral por la izquierda, se toman valores menores a
2
z+5

10, por tanto se utiliza el trozo de la funcién f (z) =
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oy fla)= Hm L e i00 80
z—10— T 510-z+5 1045 15 3

Para calcular el limite lateral por la derecha, se toman valores mayores a
10, luego se usa la expresion f (z) = 8z + 1:

lim f(z)= lim V8z+1=+v8-10+1=9.

z—10* z—10*

Como los limites laterales son distintos, se concluye que no existe 11’11110 ).
r—

o0

Problema 5.10. Calcula los limites siguientes:

-2 4 L 3
a) lim -2 b) lim c) lime™?° d) lim —
22 T — 2 zolax—1 z—3 z—0 2
Solucién.
|z — 2|
I
a) xl—>mz r—2

Para hallar este limite se necesita calcular los limites laterales:

Siz— 27 ,entoncesz <2y z—2<0,luego |z —2|=—(z—2)
, , |z —2] , —(x-2)
! =1 = lfm ———= = -1.
z—lgl‘ f(.T) :z:—lgl‘ xz—2 x—lfg— r—2

Siz — 2%, entonces z > 2y z — 2> 0, luego |z — 2| = (z — 2)

—2 )
lm f(z) = lim 222 _ i, E=2)
z—2+t z—2t T — 2 z—2+ T — 2

=

Como los limites laterales son distintos, entonces no existe limite en
ese punto.

b) lim 4

zo1x —1

Como z — 1 -+ 0, cuando z — 1, y esto anula el denominador, se
calculan los limites laterales:

Si z — 17, se tienen valores muy pequenos y negativos de z — 1,
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4 4
Ii = i == = .
S flm) = Bp e = =

Si £ — 11, se tienen valores muy pequefios y positivos de  — 1,

lim f(z) = lim ) -

1t z—s1tx — 1 ot

= +o00.

Como los limites laterales son distintos entonces no existe limite en
ese punto.

o T
c) lime
T3

Como z — 3 — 0, cuando = — 3, y esto anula el denominador, se
calculan los limites laterales:

Si z — 37, se tienen valores muy pequenios y negativos de x — 3,

1 allh 1
lim f(z)= lime* " =¢e% =e @ =— =0.
z—3~ f( ) z-33- ex®

Si 2 — 37, se tienen valores muy pequeiios y positivos de = — 3,

1
lim f(z)= lim """ = e‘# = gihee
z-+3+ z—3t

= +00.

Como los limites laterales son distintos, entonces no existe limite en
ese punto.

. 3
)=

Para hallar este limite se calculan los limites laterales:

Si z — 07, se tienen valores muy pequenios y negativos de z,

lim f(z) = lim 8 __2

— = +00.
z-30~ 2-0- T2 (.—)2

Si z — 0, se tienen valores muy pequenos y positivos de z,

3 3
lim f(z)= lim — = —= = +00.
z—0*t f( ) 20+ T2 (0+)2
Como los limites laterales son iguales, entonces existe limite y es un
limite infinito.
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Problema 5.11. Calcula los siguientes limites en el infinito:
1

a) lim — b) lim (23 -4z + 3)
T—00 I T——00
. (b +2) (= + 3) ., 234+32%2+22+5
C) zlll}lgo — (:B + 6)2 d) xEr—noo 2r+6
Soluci6n.
a) lim ]
T—00 T
1 1
lim — = — =0.

T—00 I o0

b)zll;rlloo (23 — 4z + 3)

El limite de un polinomio, cuando x — —oo, es el valor del término
de mayor grado evaluado en —oo.

lim 23— 4z+3~ lim z° = 3
r——00 r——00

., (bz+2)(z+3)
©) b — (z + 6)*

Sustituyendo se llega a una indeterminacion del tipo —.Y se sabe que
00

en una funcion racional

aox? +a12? ...+ ap

He) = b+ by
el limite es:
o sip>gq
i ap .
= — 8l =
p ek =f gy P
0 sip<gq

Operando la expresion inicial se puede reescribir como:

. (52 +2)(z+3) . 524+ 172+6
L= lim = = lim P .
z—00  — (g +6) z—00 —x¢ — 122 — 36
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Por tanto, y como p = 2 = g, se puede asegurar que el limite sera:

aq 5
L=—="— =5
by -1

A continuacion, se comprueba paso a paso:

(5z+2)(z+3) _ 522 + 17z + 6

:cll{go —($+6)2 = so00 —z2 - 12z — 36
522 + 17z + 6 17 6
’ % 5+?+m_2
e e T T S R
2 z x2
5 17 6
_ Pt et o _ 54040 _ s
B __12_ 36 -1—-0-0 '
oo 00?2

B 3 +3z°+2 2+ 5
) a:—igloo 22+ 6
Sustituyendo se llega a una indeterminacion del tipo —
00

El limite como se ha visto es el limite del cociente de los términos de
mayor grado del numerador y denominador, y comop=3>1=gq.

. 23 +322422+5 .z
lim = lim —
T——00 2+6 -0 2 T

2 2
.z (=00)® _
B A Rt

Se puede calcular el limite paso a paso:
2 +322+2 2+ 5

I 2 +3c2+22+5 lim 23
z—}lpoo 21+ 6 T 2500 246
z3
1 3 2 5
= lim +E+F+F 1+O+O+O——+—oo
om0 2 6 T 040
Be 0
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Problema 5.12. Calcula los siguientes limites en el infinito

, 6x34+3z248 y l+z ' +2724 273
a) lim —————— b) lim 1 2 3
=00 1 + /926 + 23 z—=o00 2+ 3! +4x72% 4+ 5z~

. 3+5zx+4x%+2°
c) lim
T——00 4 4 22

Solucion.

. 63432248
a) lim ——————
z—00 7 + /95 + 23

: . - . 0©
Sustituyendo se llega a una indeterminaciéon del tipo —.
0o

El limite es el limite del cociente de los términos de mayor grado del
numerador y denominador, y como p =3 = q.

i 623 + 322 + 8 i 623
lim —————— = lim ——
z—00 g + /926 4+ 23 z—00 /96
3
= [fisd— (i © =%,

z—003x3 2003

14z l4z724273
b) lim
g—o0 2+ 371 + 422 + 523
El limite es el limite del cociente de los términos de mayor grado del
numerador y denominador, y como p=0=gq.
l+z7 ' +z2724 273 . 1a° 1 1

1’ — — = |{ _ = =,
8T 14021 500 ol 50—l

o) I 3+ 5z + 422 + 2°
1_12100 4 + g2

Sustituyendo se llega a una indeterminacién del tipo —.
00

El limite es el limite del cociente de los términos de mayor grado del
numerador y denominador, y como p =95 > 2 =gq.

. 34+5z+4x2+2° .z
lim = lim —
z——00 4 4 12 z——00 T2
= lim %= (—0)®= —oo.
r——00

o0
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Problema 5.13. Calcula los siguientes limites:

2y 2z — 1 54_1721%2_ A%
42 = z z
a) lim ez-3 b) lim ( 3 ) ¢) lim <§)

I—00 Z—00 xr r—0o0

= \T
d) lim 35 e) lim ('60>

I——00 IT——00

Solucién.

E zzj;Z
a) lim e==3
T—00

En este caso se estd ante el limite de una potencia, luego

2242 lim Et2 lim 222

lim e==3 = lfm er—c0 *73 = gz—o0 =3
I—00 I—-»00
2+ 2

y al calcular el limite lim ,
0o T — 3

. o+ 2 . z? B
lim = lim — = lim z = oo,
900 T — 3 T—00 T T—00
luego se tiene que
2 2 7 xzj;:z
lim e = exll?;o =9t |=-e2C . =\00;
r—0o0

4z242

b) lim (Z:%:—l> e

—00 &

Es el limite de una potencia, luego

I2 12
, 2z — 1\ 3:7+5s , 2z — 1\ M 375 2\ /3
lim [ ——— = lim == .
Z—00 3z Z—00 3z 3
; 4\"
e (5)
Se sabe que
fm o =4 & sia>1
Z—00 a 0 , si0<ax<l1

4
por tanto, y como @ = = > 1, entonces

3
4 x
)] (g) =
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d) lim 3%+5

T—>—00

Se sabe que

lim o =
Tr——00

0 , sia>1
© , si0<axl1

por tanto, y como a = 3 > 1, entonces

lim 3*t=3"°=_ —.
T——00 3

5
Como a = 6 < 1, entonces

o (3 -6) -G) =

o0

Problema 5.14. Halla los siguientes limites:

) i 2+ 322+ z b I 3z% — 3z ) 1 322 4+ 3z —2
Vi me Pigpre 9T
Solucion.

2 +32+z

a) lim
) r—0Q0 1'5 —_ 1,'2

Sustituyendo se llega a una indeterminacién del tipo —.
00

El limite es el limite del cociente de los términos de mayor grado del
numerador y denominador, y como p =3 < 5 =gq.

L 3+ 32% 41z
lim . —=0.
Tr—00 = =

3z3 — 3z
b) lim ——
) :cgrc}o 53 + 2
= . 00
Sustituyendo se llega a una indeterminacion del tipo —.
oo

El limite es el limite del cociente de los términos de mayor grado del
numerador y denominador, y como p =3 =gq.
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. 32243z -2
) lim X T~ 2
—00 z+1

Sustituyendo se llega a una indeterminacién del tipo —.
00

El limite es el limite del cociente de los términos de mayor grado del
numerador y denominador, y como p=2>1=4q.

322 +3z—2

m = 4-00.
I—00 z+1

o0

Problema 5.15. Calcula los siguientes limites:

a) tin (555 - 2 ) ® Jm (Va5 vA)

2—4 x-2

2 _
¢) lim <2—x—§ = x) d) lim (\/41:7 ¥ 27 — 23:)
T—00

2 — gt 53 )

3__1 2
lim (-2 + £) lfm (= —
e)x—;oo 241 x+1 z00 \z224+3z+6 z+1

Solucion.

Yhin :c+6_ 2
az—>2 .’L‘2—4 r—2

Se esta ante una indeterminacién del tipo oo — oo:

lim $+6—L —§—g—oo—oo
es2\zx2—-4 z-2) 0 0 '

Operando las fracciones se tiene:

im <x+6 2 >:h,m<:z:+6 _2(z+2)\

e»2\z2 -4 -2 a2 \22 -4 22-4 )
_h,m:c-+-6—21:—4_1, —z+2
_a:—>2 z2 -4 _ml—>nl2:r2—4
~{x—-2) . —(z—2) -1 -1

TN o4 ET -2 sBEry 4
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b) lim (vVZ—5 - V)

Se esta ante una indeterminacion del tipo oo — oo:
lim (\/w— - \/E) =
T—00

Este tipo de indeterminacién se resuelve multiplicando y dividiendo
por el conjugado:

T—00 VI=-5+x

(VR ()
2300 VI —5+4+Z

r—5H—=x

x—)oo\/r+ \/—

lim ——— .

:z:~+oo\/xT+ \/_

o) li 222 -3 B
isee\ g @

Se esta ante una indeterminacién del tipo co — oo:

) <2m2——3 )
lim —z ) =00 — 0.

Z—00 2%

En este caso se opera con las fracciones:

) 222 -3 . 222 -3-—222
ilm | —=-2z)=lim ——M8

z—00 2x T—00 2z
-3 -3 -3

1 _———= = 5

zggo 2z 2-00 00 =

d) lim (¢m_ 2x>

Se est4 ante una indeterminacién del tipo co — oo:

lim (\/4x2+2:r—2x) = 00 — 00.

T—r00

En este caso se multiplica y divide por el conjugado:

lim (\/4:1:2 + 22 — 2:r>

—r00
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e)

(VaaT+2z - 20) (VaaT+ 2z + 20)
Viz? + 2z + 2z

= lim
T—00
)\ 2 3
z=00  \/4z? + 27 + 2 2=00 /42?2 1+ 2 + 2z
, 2z

= lim :

g—=00 \/4z2 + 21 + 2z
Se llega a un limite en el infinito de una funcién racional y se sabe
que el limite es el limite del cociente de los términos de mayor grado

del numerador y denominador, asi por tanto:

lim 2z fm ——2%
= lim ———
€00 \/Az2 + 27 + 2z =—00 (2 + 2)
1
- 232041‘ - ngOIOQ P

. 2—:c4+ 523
fm
i \ZZ+1  z+1

Se est& ante una indeterminacién del tipo co — oo:

lim ) = 00 — 00.
I—00

2—-:1:4+ 5x3
24+1 z+1

En este caso se realiza la suma de fracciones:

r 2zt i 53
m S —
z—o0 \ 22+ 1 r+1

= (2—-2%) (z+1)+ (22 +1) 52°
~ 255 (z2+1) (z +1)

2z + 2 — 2% — z* + 525 4 523
= lim
200 +z24+z4+1

. 4rd -zt 4528 42242
= lim
T—00 1‘3+:L‘2+:I:+1
5

, 4 ,
= lim — = lim 4z? = .
T—00 I —00
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g =1 2
f) li =
)i, <x2+3z+6 z+1

En este caso primero se operan las fracciones y se tiene:

lim &= = N

g0 \224+324+6 z+1
= Th (22 = 1) (z + 1) — 2% (z® + 3z + 6)
= (2 +3z+6)(z+1)

o =223 -6zt -2 -1
= lim !
zo00 23 4+422 492 46

Sustituyendo ahora se llega a una indeterminacion del tipo —.
00

Y en este caso el limite es el limite del cociente de los términos de
mayor grado del numerador y denominador, y como p =3 = q.

) 223 — 6z -z -1 -2
lim =

= — = -2.
o0 3+ 422+ 9+ 6 1

00
Problema 5.16. Calcula los siguientes limites:
, T+ 4 , 22 —4
otmle-2(55g)]  vim(F55)

Solucion.

o) tin |2 (555

Si se sustituye directamente se estd ante una indeterminacion del tipo
0-00:

4
lim [(:r -2) ( :v2+ 2)] =0 - oc = Indeterminacion,
z —

y al operar queda:

i |2 (555)| = im 3 Gy
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2
. x“—4
b) Jhm (zz‘:;:'i)

Al sustituir directamente se tiene una indeterminacion del tipo o

z2 -4
lim - == Indeterminacion.
z=2x¢—x—2 0

Como se trata del limite de un cociente de polinomios, los cuales
pueden escribirse como producto de monomios, se simplifica y se tiene:

lm z2-9 —1’m<x_2)<x+2)—h’m z+2) 4
:cl—>2:122—22—2—zl——)2(x—2)(1‘+1)_z—>2(x+1 —3'

—~
~

~—

oo

Problema 5.17. Calcula los siguientes limites:

) m (1-3)% b lim (2— "o )ma ¢) lim (z — 1)
a xlrr{olo Z .rlboo zé+1 z—2
Solucién.

, _ 3 8z
2) lim (1-2)

Sustituyendo directamente en el limite se llega a una indeterminacion
del tipo 1%°.

Se va a resolver el limite a partir de la definicion del ntimero e, se
busca obtener una expresion del tipo:

(o)

lim f(z) = oo,

pues se sabe que si

Tr—00
entonces el limite de la expresion seré igual a ewlg&g(m)
(z
, 1@01°9 o o
lim 14+ —— = ez—00
r—00 f(z)

3 8 i 8x
lim (1 - —) = lim (1 + >
z—00 T T—00 —z/3
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1 (=z/3)8z(—3/x)
= lim (1 -+ —)

T—00 —:1)/3

—z/3

lim —24z/x _
e 24.

= ez—00

= lim
T—00

O bien se puede resolver aplicando la siguiente féormula:

lim [f(z))9® = A, (i)~ 5i(m)

r—a

y en este caso:

lim (f(z) - 1)g(z) = lim <1 - % = 1) 8z

I—00 T—00

= lim <—§> 8xr = —24,
I—>00 403
luego

8x , 3
lim (1-— é = exll'nolc(lwg—l)gx =e A,
T—>00 @

, 22 \*
) Jim (2-5757)

Sustituyendo directamente en el limite se llega a una indeterminacion
del tipo 1°°. Se resuelve el limite a partir de la definicién del nimero

e’
) 2 \" 22 \*
zanc}o (2—:1:2-}-1) _zlgrc}o <1+1_1‘2+1>

3

2 2\ 2° ez
, 41—z e |
—11520(1*:62—“) —JL“;O<1+$2+1> =

3

3

’ Ca Ve 1\ #EA
=lim (14 = lim [{1+ =
T—00 2 +1 T—00 2 +1
z3
— e‘c——#rgo;m — eOO = DO

Otra forma de resolverlo seria aplicando la formula:

{ glz) _ zlgna(f(z)—l)g(z)
tim [f(2)7®) = ¢
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2 2 1— 2
lim (2- =% — _1)a®= lim (E1227) 43
T—00 241 T—00 2+ 1

) 3
B zl—l~>rgo 22+l
luego
z2 e’ 1 3
lim <2 -3 ) = ervoo (2_;7_1—1)1 =™ =0
Z—00 e +1

c) lim (z —1)z%—4
T2

Sustituyendo directamente en el limite se llega a una indeterminacion
del tipo 1%°. Se resuelve el limite a partir de la definicién del nimero
e’
vy -
lim (z —1)=%-%4 = lim (1+ z — 2)=?-14
T-+2 T—2
3 (93—2);21_—4

= lim 1—+~L
T—2 1
-2
BT -
x—2
1
= lim 14+ ——
r—2 |
r—2
r—2 1

lim! ———————— li
et @ 2)@+2) = (T +2) 4
Si se opta por resolverlo aplicando la formula:

a g(z) _ I]l__)ma(f(l”)—l)g(l')
lim [f(z)]" =e

)

se tiene que

g T =lim———=lim ———< = -
luego
i 1
lim (z — 1);71?2 N A - = N VY
T-22

o0
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Problema 5.18. Especifica en qué puntos son infinitésimos las siguientes
funciones:

a) f(z)=z-5 b)) f(z)=3z  c¢) f(z)=sen(z)

Solucion.

a) f(zx)=z-5

La funcién vale 0 si z = 5, por tanto la funcién f es un infinitésimo
cuando z = 5.

bl fz) =3z
La funcioén vale 0 si z = 0, por tanto la funcién f es un infinitésimo
cuando z = 0.

c) f(z) = sen(x)

La funcién vale 0 si ¢ = kw,k € Z, por tanto la funciéon f es un
infinitésimo cuando z toma alguno de esos valores.

o0

Problema 5.19. Calcula los siguientes limites aplicando infinitésimos:

2 2 T _
a) lim——— b) i (36 = 3) cosz
z—0 T COST -0  2sencz
Stanz , _2arctan(z) In(1 + z)
lim————  d) 1
Solucion.
, (2 sen 2x>
a) lim
z—0 \ TCosx

Al calcular el limite se observa que se estd ante una indeterminacion

0
de tipo oY al no ser f y g polinomios no puede simplicarse.
Se sabe que sen 2z=2sen x cos z, por tanto:

. 2(2senzcosz) , 4senzx
lim = lim :
z—0 T CoST =0 T

Y ahora utilizando infinitésimos, se utiliza la equivalencia sen(z) ~ z,

luego
4senx

" , 4z i
lim ~ lim— = lim4 = 4.
z—0 T z—0 T z—0
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[ (3e* —3)cosz

b 1 0\ 2senzx )

Se trata de una indeterminacion de tipo =, y al no ser f y g polinomios

O?
no puede simplicarse.
Utilizando infinitésimos, se utilizan las equivalencias e* — 1 ~ z y

sen(z) ~ z, luego

(3e* — 3)coszx 3(eF—1)coszx

Iim = lim
z—0 2senz z—0 2senz
. 3xcosz , 3cosx 3
~ lim = lim = —.
z—0 2 z—0 2 2

)t (0T
©) 250 3ln(l + z)

Analogamente al caso anterior, se utilizan las equivalencias tan(z) ~ «
y In(1 + z) >~ z, luego

Ttanzx , Tz 7
~ lim — = =.

al:—>0 <3ln(1+:r)> T 203z 3

(2arctan(z) In(1 + z) \
0\ 1 — cos(x) )

Utilizando los infinitésimos equivalentes arctan(z) ~ z, In(1 + z) ~ z

d) lim

x
y 1 —cos(z) ~ —, se tiene:

2
2
lm 2arctan(z)In(1 + ) ~ lim 221: -9
z=0 1 —1cos(z) z—024/2

00

Problema 5.20. Estudia la continuidad de las siguientes funciones en los
puntos que se indican:

a) f@)=——g,z=~4 b)flz)=— z=4
C) f() Seil.’lf S d) f(x)zselllx’ng
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Solucién.
a) f(z)= . z=—4
Tzx—-4""
i) Existe la funcién evaluada en el punto, f(—4) = B

ii) Existe el limite de la funcién cuando z tiende al punto —4, lo que
implica que han de existir los limites laterales y ser iguales:

” 1 1
im ===
e il
im = o z——4x — 4 8
z——4tx —4 8

iii) El valor de la funcion en el punto y el limite de la funcién cuando
z tiende al punto son iguales:

1 , 1
f(_4) n ——g :tl—lin—l4il,' -4
Por tanto, la funcién es continua en el punto x = —4

b) f(;r)=xi4,:v=4

i) No existe la funcién evaluada en el punto z = 4, luego la funcién
no es continua en ese punto.

c) f(z) = L 2="10

senx’

i) No existe la funcién evaluada en el punto z = 0, luego la funcién
no es continua en ese punto.

d) f(@)= —,a =1

senz’ 2

1
i) Existe la funcién evaluada en el punto, f (g) al
ii) Existe el limite de la funcién cuando z tiende al punto —Z, lo que

2
implica que han de existir los limites laterales y ser iguales:

1 '
lim < ) =
- \senzx
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iii) El valor de la funcién en el punto y el limite de la funcién cuando
z tiende al punto son iguales:

f (g> =SSl <se:1x) '
o

2

., . e
Por tanto, la funcién es continua en el punto z = 5

o0

Problema 5.21. Estudia la continuidad lateral en el punto x = 0 de la
funcion f (z) = —v/—z .

Solucion.

Esta funcién est4 definida en (—oo, 0] y en todos los puntos distintos de cero
es continua. Se estudia qué ocurre en z = 0 cuando z se acerca a 0 por la
izquierda.

i) Existe f(z) para z =0, f(0) = v0 = 0.

ii) Existe el limite por la izquierda:

lim — -z =0.

z—0~

iii) El valor de la funcién en el punto y el limite lateral de la funcién son
iguales:

lim —v=z = 0= f(0)

-0~

luego, se puede afirmar que la funcién es continua por la izquierda.

0]

Problema 5.22. Dadas las funciones f(z) = 22 — 4, g(z) = 22+ 5 y
h(z) = ¢ + 1, estudia la continuidad de las siguientes funciones:

f(z) h(z)

h

a) fl@)+9()  B)f@)hE) O ps Do
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Solucion.

a) f(z)+g(z)
La suma de funciones continuas es una funcién continua, y como los
polinomios son funciones continuas resulta una funcién continua.

p(z)=f(z)+g(z) =22 -4+ 2> +5=222 1 1.
b) f(z) - h(z)

El producto de funciones continuas es una funciéon continua, y como
los polinomios son funciones continuas resulta una funcién continua.

p(:z:):f(x)-h(:c)z(x2—4)'(x+1)=a:3+:c2—4x—4.

o 1@
h(z)
El cociente de funciones continuas, donde la funcién del denominador
es distinta de 0, es una funcién continua. Luego la funcion es conti-
nua en todos los puntos excepto en * = —1, pues para este valor el
denominador vale 0 y por tanto la funcién no existe.
flz) x2-4
pa) =12 =
h(z) z+1
h(x
4 h@)
9(z)

El cociente de funciones continuas, donde la funcién del denominador
es distinta de 0, es una funcién continua. Luego la funcién es continua
en todos los puntos, pues el denominador no se anula en ningtn punto.

_h(z)  z+1
PO =@ = s
(e.¢]

Problema 5.23. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

a) f(z) = V& b) f(z) = Va2

c) f(zx) = z1/2 4 £'/3 d) f(z) = Va2 +1
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Solucion.

a) f(z) =V
Las raices n-ésimas son continuas en su dominio: R si n impar, R* si
n par.

Y como en este caso n = 2 es par, la funcién es continua en su dominio
[0,00), y en £ = 0 la funcién es continua por la derecha.

3
b) f(z) = Va?
Las rafces n-ésimas son continuas en su dominio: R si n impar, R si
n par.

Y como en este caso n = 3 es impar, la funcién es continua en todo

R.
c) f(z)=2zl/241/3

La funcién se puede escribir como

f(z) =z? + 213 = Vz + ¥

Y se estd ante una suma de funciones que son continuas en su dominio,
luego la funcioén es continua en su dominio [0, c0).

d) f(z)= Va2 +1

Si se definen g(z) = ¥z y h(z) = 2+ 1, entonces la funcién f es una
composicion de funcmnes contmuas en su dominio:

f(z) = (goh)(z) = g(h(z)) = V22 +1,

y es una funcién continua para todo z de R.

o0

Problema 5.24. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
a) f(z) = tan (e*) b) f(z) =Ilnz +senz

C) f( ) esenT+cos d) f(.’I:) — \/641:
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Solucion.

a) f(z) = tan (¢?)

Si se definen g(z) = tanz y h(z) = €, entonces la funciéon f es una
composicion de funciones:

f(z) = (go h)(z) = g(h(z)) = tan (),
y es una funcién continua para todo = de R si cos(z) # 0.

b) f(z) =lnz+senzc

Si se definen g(z) = Inz y h(z) = senz, entonces la funciéon f es una
suma de funciones:

f(z) = g(z) + h(z) = Inz + senz,
y es una funcion continua en todo su dominio (0, 00).

C) f(l') _— esenz+cosz

Si se definen g(z) = e* y h(z) = senx + cosz, entonces la funcion f
es una composicién de funciones continuas:

f(z) = (go h)(z) = g(h(z)) = ¥ Feose,
y es una funcién continua para todo z de R.

d) f(z) = Ve

Si se definen g(z) = x'/? y h(z) = €%, entonces la funcién f es una
composicién de funciones continuas:

f(x) = (goh)(z) = g(h(z)) = (%)/* = Vez,

y es una funcion continua, pues h(z) > 0 para todo = de R.

o0

Problema 5.25. Estudia las discontinuidades de las siguientes funciones y
clasificalas.
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) 2 si z<1
- T si &<l _ 2 si o z=1
wi@={,%, &5 Bi@=q § @ e
” si
z? Si <& L z? si z<1
C)f(‘”):{x-2 siz>1 d) f(z) = xll sioz>1
-z si <0
e Filz)= 2—]: si 0<z<3
z+1
Solucioén.
x? si z<1
a) f(z)_{x—Q si z>1

En este caso es una funcién a trozos, donde cada rama es una funcion
polinémica continua en todo su dominio. El tnico posible punto de
discontinuidad seria donde se unen las ramas. Se estudia, por tanto,
qué ocurre en el punto z = 1.

La primera condicién de continuidad de una funcién en un punto es
que la funcién esté definida en el punto, pero eso no ocurre para la
presente funcién, luego se concluye que la funcién no es continua en
x =1 por no existir f(1).

Es una discontinuidad evitable.

2 s z<1

b) f(z)=¢ 2 s z=I
— s xz>1
T

Analogamente al caso anterior, el anico posible punto de discontinui-
dad seria donde se unen las ramas. Se estudia, por tanto, qué ocurre
en el punto z = 1.

i) Existe la funcién evaluada en el punto, f(1) = 2.

ii) Existe el limite de la funcion cuando z tiende al punto 1, lo que
implica que han de existir los limites laterales y ser iguales:
li. fifE)= Mima®=12=1
z—1- r—1- 1

lim f(z) = lim = =1

z—1+ z—1+tZ
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iii) El valor de la funcién en el punto y el limite de la funcién cuando
z tiende al punto son iguales, pero esa condicién no se cumple,
pues

f)=2#1=limf(z).

Luego la funcién no es continua en el punto z = 1.

Es una discontinuidad evitable.

2 .
12 si z<1
c ) =
) f (=) {x-—2 si x2>1
Analogamente al caso anterior, el Gnico posible punto de discontinui-
dad seria donde se unen las ramas. Se estudia, por tanto, qué ocurre
en el punto z = 1.

i) Existe la funcion evaluada en el punto, f(1) = —1.

ii) No existe el limite de la funcién cuando z tiende al punto 1, pues
aunque existen los limites laterales, no son iguales:

lim f(z) = lim 22 =12 =1
r—1- T—1—

lim fily= lin ao—2 =i

=17t x—1+

Luego la funcién no es continua en el punto = 1.

Como la diferencia entre los limites laterales en valor absoluto es una
cantidad finita, este caso es un ejemplo de discontinuidad inevitable
de salto finito.

z? si z<1

d) f(z) = 1

T —

sil i > 1

Anélogamente al caso anterior, el inico posible punto de discontinui-
dad seria donde se unen las ramas. Se estudia, por tanto, qué ocurre
en el punto z = 1.

i) Existe la funcion evaluada en el punto, f(1) = 1.
ii) No existe el limite de la funcién cuando z tiende al punto 1, pues
aunque existen los limites laterales, no son iguales:

lim f(z) = lims®!=12=1
Ll Lo =i~

lim f(z) = lim
m—->1+f( ) z—1tx — 1

=00
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Luego la funcién no es continua en el punto z = 1.

Como la diferencia entre los limites laterales en valor absoluto es una
cantidad infinita, este caso es un ejemplo de discontinuidad inevitable
de salto infinito.

-z si <0
¢) fim) = e si 0l<. g &8
rz+1 -

En este caso es una funcién a trozos, donde la primera rama es una
funcién polinémica continua en todo su dominio, y la segunda es una
funcién racional. Un posible punto de discontinuidad seria donde se
unen las ramas. Se estudia, por tanto, qué ocurre en el punto z = 0.

i) Existe la funciéon evaluada en el punto, f(0) = 0.

ii) Existe el limite de la funcién cuando z tiende al punto 0, lo que
implica que han de existir los limites laterales y ser iguales:

lim f(z)= lim —z=0
x—0— x—0-
2x

1i = i =
hoy Ll o

iii) El valor de la funcion en el punto y el limite de la funcién cuando
z tiende al punto son iguales,

f(0)=0=limf(z).

Luego la funcién es continua en el punto z = 0.

Por otro lado, tal y como esta definida la funcién en la segunda
rama, se tiene que la funcién es continua en z = 3 por la izquierda

ya que existe f(3) = 2V existe el limite lateral por la izquierda:

lim f(z) = lim 22

x—3~ z—=3- T+ 1

3
G-
Sin embargo, no existe el limite lateral por la derecha:

A lim f(z).

r-+3+

oC

Problema 5.26. Dada la funcion de la grafica, que se muestra a continua-
cion, estudia la continuidad en los siguientes puntos:

a)z=-4 b) z=0 e)a=1 d)z=2
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Solucién.

a) z=—-4

i) No existe la funcién en el punto.

Luego la funcioén tiene una discontinuidad evitable en el punto z = —4.
b)) &=<0

i) Existe la funcion evaluada en el punto f(0) = 0.

ii) No existe el limite de la funcion cuando z tiende al punto 0, pues,
aunque existen los limites laterales, no son iguales:

lim f(z) = o0
z—0~

1 =0
Jm £ @)

Luego la funcién tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito
en el punto z = 0.

¢)z=1
i) No existe la funcién en el punto.

Luego la funcién tiene una discontinuidad evitable en el punto z = 1.
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) =

i) Existe la funcion evaluada en el punto f(2) = 3.

ii) No existe el limite de la funcién cuando z tiende al punto 2, pues,
aunque existen los limites laterales, no son iguales:

lim f(z) =3
xl—’>2“ _3
z—lfél*'f (I) -

Luego la funcion tiene una discontinuidad inevitable de salto finito en
el punto z = 2.

o0

Problema 5.27. Determina los valores de los parametros para que sean
continuas las funciones siguientes:

a+.’L‘2 Si .’L‘SO x2_16 )
a) f(z)=¢ a+br si O0<z<4 b)f (z) = T —4 siz#4
b+ 22 si >4 z+k siz=4
1 )
-~ si  z€(00,2]
- T
c) f(z) = k+z si  z€(24]

2qx si z € (4,)
Solucion.

a+z? si z<0
a) f(z)=¢ a+bz si 0<z<A4
b+z? i >4

Se trata de una funcion definida a trozos, que es continua en el inter-
valo (—o00,0), en el intervalo (0,4), asi como en el intervalo (4, 4+00),
pues en cada uno de ellos son polinomios y son continuos para cuales-
quiera valores de a y b.

Por tanto, queda comprobar la continuidad en los puntos £ = 0 y
=4

» Paraz =0

i) Existe f(0) = a + 0% = a.
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ii) Se hallan los limites laterales:

Iim f(z)= lima+z®=a

z—0~ z—0~
lim f(z) = lima+bzr=a
z—0t z—0+

Luego los limites laterales son iguales.

iii) El valor de la funcion en el punto y el limite de la funcién cuando
z tiende al punto son iguales. Y se tiene que f(0) = a = h’n%)f (z),
z—

para cualesquiera valores de a y b.
Por tanto, la funcién es continua en el punto z = 0.
s Parax =4

i) Existe f(4) = a + 4b.

ii) Se hallan los limites laterales:

lim f(z) = lim a+ bz = a+ 4b

r—4- r—4-
lim f(z)= lim b+ 2?2 =16+b
-4+ r—4+

Luego los limites laterales son iguales si

a+4b=16+b<+<=a =16 — 3b.

iii) El valor de la funcion en el punto y el limite de la funciéon cuando
x tiende al punto han de ser iguales.

f(4)=a+4b=16+b=limf (z) = a = 16 — 3b.
T—4
Por tanto, la funcién es continua en el punto si se cumple que
a=16 — 3b.
g4t I

' 4
b) fx)={ S—g Hz#4,
rz+k siz=4

Se trata de una funcion definida a trozos, que es continua en el inter-
valo (—o00,4), asf como en el intervalo (4,+00), ya que en = # 4 es
un cociente de polinomios cuyo denominador no se anula en ningin
punto del dominio y en el otro trozo es un polinomio. Por tanto, queda
comprobar la continuidad en el punto x = 4.
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i) Existe la funcién evaluada en el punto f(4) =4 + k.

ii) Existe el limite de la funcién cuando z tiende al punto 4, lo que
implica que han de existir los limites laterales y ser iguales.

z2 — 16
it = If — =
Lol i S
¢ — 16
It =l =8
xigll“*f (23) migll+ r—4

iii) El valor de la funcién en el punto y el limite de la funcién cuando
z tiende al punto han de ser iguales:

f(4)=4+k=8=alcl'_r+r}1f(x)=>k=4.

Por tanto, la funcion es continua si £ = 4.

1
= si z€(-00,2]

z
c) f(@)=9 k+z si ze (24
2qxr si z € (4,00)
Se trata de una funcién definida a trozos. Se analiza la continuidad
en cada intervalo y en los extremos de los mismos.

il
En el intervalo (—00,2), la funcién esta definida como f(z) = —, que
es continua en todos los nuimeros reales salvo en x = 0. Como z =0

estéd en el intervalo de estudio, se puede afirmar que la funcion es
continua en (—o0, 2) salvo en z = 0.

En el intervalo (2,4), la funcion esta definida como f(z) = z + k, que

es continua en todos los niimero reales para cualquier valor de k por
ser un polinomio.

En el intervalo (4, 00), la funcién esta definida como f(z) = 2gz, que
es continua en todos los nimero reales para cualquier valor de g por
ser un polinomio.

A continuacién, se estudia la continuidad de la pfuncién en los puntos
z= 2y =rd.

s Enx =2

i) Existe f(2) = %

ii) Se hallan los limites laterales:
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1 1
1{ = lim ===
s flz) = lim 2 =3
lim f(z)= limz+k=k+2
-2+ -2+

1
Luego los limites laterales son iguales si S k+2=k= ik

il _
iii) f(2) = A h’m2f (z) si k = 73 y en ese caso la funcion ser&
r—r
continua en = 2.

s Enzx =14
i) Existe f(4) = k + 4. Como se ha calculado, k = :2?1 se sustituye y
3 5
ti h)=4-2=2,
se tiene f(4) 5= 75

ii) Se hallan los limites laterales:

. ’ 3 5
i filz)y= limg 5=7%

T4~ r—4-

I = lim 2gz = 8
Jim f(z) = lim 2qz = 8¢

o g .9 5
Luego los limites laterales son iguales si — = 8¢ = g = 16

N v

) , .
iii) f(4) = 5 = lmf(z)si ¢ =
continua en x = 4.

y en ese caso la funcién seré&

Por tanto, la funcién es continua en todos los niimeros reales excepto
enz =0.

0.9)

Problema 5.28. Se sabe que la siguiente funcién es discontinua en z = 0:

.’132—.’1,‘3

f(z) =

sen?z

Define la funcién en el valor x = 0, de forma que la funcién a trozos resul-
tante sea continua.
Solucién.

Hay que definir la funciéon en el valor x = 0 de forma que coincida con el
valor del limite de la funcién en el mismo punto.
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z2 — 28 , r2(1-12)
lfm—2— = lim 3
z—0 sen<x r—0 Sen<x

Usando infinitésimos se sabe que si  — 0, entonces x ~ sen x.
Luego

2 1— 2 1 —
h’mLﬁ ~ 1,'mL2x) =lim(1—2z)=1.
rz—0 Sen<cx z—0 B z—0

Por tanto, la funcién seré continua si se define de la siguiente forma:

.7,‘2—.’E3 .
floy={ stz A
1 siz=0
o0

Problema 5.29. Se sabe que la siguiente funcion es discontinua en los
puntos z =0+ km, k € N:

B % + 222 + 3z
a sen x

f(z)

Define la funcién en el valor z, de forma que la funcién a trozos resultante
sea continua.

Soluci6n.

Efectivamente el numerador es un polinomio y por tanto es una funcion
continua. El denominador es la funcién sen x que también es continua. Por
tanto, la funcién es continua salvo en los puntos en los que se anula el
denominador.

sent =0<= =0+ km, k€N,

Es decir, la funcion es continua en R\{z = 0+ k7, k € N}.

Si se quiere que la funcién sea continua en todo R, hay que redefinir la
funcién.

Calculamos el limite de la funcién cuando z — 0, usando infinitésimos se
sabe que si * — 0, entonces = ~ sen .
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Luego

3+222+3 24 28+3
h’mx L s x:h,mx(;r il s )=limx2+2x+3=3.
-0 senx -0 T -0

Por tanto, la funcioén sera continua si se define de la siguiente forma:

3 2
FHW T g 2 0% b, B el
f(.’L‘): senx
3 & o =P+ b, e
(0. @]

Problema 5.30. Estudia y clasifica los posibles puntos de discontinuidad
de las siguientes funciones:

2) fe)= g b) f@) =zt ) fa) = ——
Solucién.
2 fla) =

El cociente de funciones continuas, donde la funcién del denominador
es distinta de 0, es una funcién continua. Luego la funcién es continua
en todos los puntos exceptoen x =7y ¢ = —T.

Para esos valores no existe el limite, pues los limites laterales son

distintos,

I If Ve
a:—)lr—n7"f ((E) n a:—+lr—n7" 1112 — 49 -
1 = l —
m fle)= lm 25 =

3
1i = i = —
z—lgl"f ($) a:—l—yr'rfl“ z? 5/49 >
T
11 = 1Ii =
)=l 0

y como la diferencia entre los limites laterales es infinito, se esta ante
una discontinuidad inevitable de salto infinito en ambos casos.
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b) f(z) = ze!/*
La funcién es continua en todos los puntos excepto en x = 0.

Para ese valor no existe el limite, pues los limites laterales son distin-
tos,

lim f(z) = lim zel/* =0

z—0~ T—0~
lim f(z) = lim ze'/® = 0o
z—0+ z—0*+

y como la diferencia entre los limites laterales es infinito, se est4 ante
una discontinuidad inevitable de salto infinito.
_ 4
¢) f (@)= ——
El cociente de funciones continuas, donde la funciéon del denominador
es distinta de 0, es una funcién continua. Luego la funcion es continua
en todos los puntos excepto en x = 1.

Para esos valores no existe el limite, pues los limites laterales son
distintos,

lim f(z) = lim —00
z—1- r—=1- T —

i = If =00
(=) = M, o

y como la diferencia entre los limites laterales es infinito, se esta ante
una discontinuidad inevitable de salto infinito.

o0

Problema 5.31. Estudia la continuidad de las siguientes funciones
indicando el tipo de discontinuidad existente en su caso:

a) f(z) =2z -1 b) f(2) = =45
—r2+6 si —2<2<2
c) f(x) = T+ 2 si2<z<6 d) f(z) =/ =
(x—4)2 si6<z<20 a

2 size0,1]
e)f(x)z{l siz € (1, +00)
T ol
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Solucion.

a) f(z) =23z~ 1)

Se trata de un polinomio de grado 4, que se puede escribir como:

f (@) =2*—3°

y como todos los polinomios son continuos en todo R, entonces la
funcién es continua en todo R.

1
Al ser f(z) una funcién racional, se sabe que es continua en todos los
puntos de R, a excepcién de aquellos que anulan el denominador, por
tanto se tiene que la funcién es continua en el intervalo (—oo, —7), en
el intervalo (—7,7) y en el intervalo (7, 4+o0).

Se estudia a continuacién la continuidad en los puntos x = =Ty z = 7.

Si x = —7, no existe la funcién evaluada en el punto, luego la funcién
no es continua en el punto indicado.

Si z = 7, no existe la funciéon evaluada en el punto, luego la funcién
no es continua en el punto indicado.

—z?+6 si —2<z<2
c) f(z)= z+2 si2<z<6
(z—4)3 si6<z<20
La funcién estd definida a trozos en el intervalo (—2,20] mediante
polinomios. Por tanto, la funcién es continua en cada uno de los in-
tervalos: (—2,2], (2,6], (6,20]. Se estudia a continuacién lo que ocurre
en los extremos de los intervalos:

s Fnz=2
i) Existe f(2) = -22+6=2.
ii) Existencia del limite

lim — 22 +6=2,

T2~

lim =+ 2 =4.

z—2%

Como los limites laterales son distintos no existe limite en el
punto, existe una discontinuidad de salto finito en z = 2.
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= Enz=6
i) Existe f(6) =6 +2 = 8.
ii) Existencia del limite

lim z+2 =28,

r—6—

lim (z —4)°=8.

z—6+

Como f(6) = 8 = 11'_12s f(z), la funcién es continua en el
T
punto z = 6.

= Enz =20
i) Existe f(20) = (20 — 4)% = 163,

ii) Existencia del limite

lim (z - 4)3 =16

r—20~

iii) Como f(20)~ =163 = 11’121(1) f(z), la funcién es continua en
r—20™

el punto = 20 por la izquierda.

Q) 1) = [ 52

Al tratarse de una raiz cuadrada, debe cumplir que

3z 4+ 15
—_—
z2 -9 20,

ademas, como hay una fracciéon se ha de cumplir que
2 -9 +£0.

Estudiando los signos de la funcién:

3z + 15 3(x +5)
2—-9  (z-3)(z+3)

Se construye una tabla en la que aparecen, por un lado, los monomios
y, por otro, los intervalos donde cambia el signo, que se obtienen en
los valores que anulan los monomios, —5, =3 y 3.
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e) f(x>={ 1

LIMITES Y CONTINUIDAD

3(z+5)
(—00,-5) | — - - -
(-5.-3) | + | - | - +
(=33 | + | - | + -
(3, +o0) | + + + +

El valor —5 pertenece al dominio, pues la funcién en ese punto puede
calcularse y vale 0.

Los valores —3 y 3 no pertenecen al dominio, pues anulan el denomi-
nador.

Luego el dominio es
Dom f (z) =[5, —3) U (3, +0).

La funcién es continua en todo su dominio.

2 size|0,1]

siz € (1,4+00)

Se trata de una funcion a trozos, que es continua en el intervalo [0, 1]
por ser un polinomio, asi como en el intervalo (1,+o0c) por ser co-

ciente de polinomios cuyo denominador no se anula en el mencionado
intervalo.

Por tanto, queda comprobar la continuidad en el punto z = 1.

Se sabe que para que la funcién f(z) sea continua en un punto z =1
debe cumplir las siguientes tres condiciones:

i) Existe f(z) paraz =1, f(1)=12=1.

ii) Existen y son iguales los limites laterales

z—1- z—1- If =
ltm £ (z) = lim 1fz=1 (= dmfl=)=1,
T—1+ 1t

luego existe el limite de la funcién en el punto indicado.

iii) El valor de la funcién en el punto y el limite de la funcién cuando
z tiende al punto son iguales.

f) =1 =limf ().

z-+1
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Por tanto, como se cumplen las condiciones de continuidad, la funcién
es continua en z = 1, y por tanto en todo el dominio de definicién

salvo en = = 2.

o0

Problema 5.32. Estudia las asintotas verticales de las siguientes funciones:
1

1
@) f@)=—= b fl@=hB-2) o f@)= 5
Solucién.
1
El dominio es (—o0, —2) U (=2, +00) y como z = —2 anula el deno-
minador:
lim —— = —o0,
z—=-2-T+ 2
N 1
lim = +o00.
z——2+T + 2
Luego la funcién tiene una asintota vertical en = —2. Véase Figura
5.1 a).
b) f(z) =In(3z —2)
2
= se tiene:

2
El dominioes | -,+o0c ) yen z =
3 3
lim In (3z — 2) = —o0.

x—>§+
Luego la funcién tiene una asintota vertical en z = —. Véase Figura
5.1 b).
1

El dominio es (—o0, =3) U (=3, 3) U (3, +00).

Para x = —3, se tiene que

1i =
x—}l—%*f (.’/L‘) z——3" $21—

I = lim —— = —
S = I g = e
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luego existe una asintota vertical en z = —3. Véase Figura 5.1 c).

Para z = 3, se tiene:

lim f(z) = lim = -0
z—+3—f ( ) s 1?2 -9
lim f(z) = lim =0
:c—»3+f ( ) 27+ —9

luego existe una asintota vertical en z = 3. Véase Figura 5.1 c).

Figura 5.1: Asintotas verticales
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Figura 5.2: Asintotas horizontales

|
i

a)y=0 b}y =0

Problema 5.33. Estudia las asintotas horizontales de las siguientes fun-
ciones:

1 1
) f@=—s D I@)=hBz-2 ©f@)=5—
Soluci6n.
1
a = —
) £z = —
Si se calculan los limites en el infinito se tiene que
lim =0,
r——00Z + 2
Ifm L = 0.
z—o0x + 2
Luego la funcién tiene una asintota horizontal en y = 0. Véase Figura

5.2 a).
b) f(z) =1ln(3z - 2)
Si se calculan los limites en el infinito se tiene que

lim In(3z —2) = 00
I—00

Luego la funcién no tiene asintotas horizontales.
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|
a2 —9

¢) ()

Si se calculan los limites en el infinito se tiene que

zgglooxz -9 =0,
il
lim ——— =0
r—00 x4 —

Luego la funcién tiene una asintota horizontal en y = 0. Véase Figura
5.2 b).

o0

Problema 5.34. Estudia las asintotas horizontales de:
a) f(zx) = 5e* b) f(z) = 2arctanz

Solucion.

a) f(xz)=>5€e*
Si se calculan los limites en el infinito se tiene:
lim 5e* =0,
r——00
lim 5€* = co.
r—00
Luego la funcién tiene una asintota horizontal en y = 0.
b) f(z) = 2arctanz

Si se calcula el limite en el infinito se tiene:

lim 2arctanz = ,

r—00
lim 2arctanz = —.
r—>—00
Luego la funcién cuenta con dos asintotas horizontales en y = —7 y

en y = .




Capitulo 5 213

Problema 5.35. Estudia las asintotas oblicuas de las funciones siguientes:

.’132 .’132
2) f&)= 5oy b) fla) =

Solucion.

32

2) /@) = 5o

Las asintotas oblicuas son de la forma:
Yy =mz+n.

En primer lugar, se calcula el valor de m:

TN A C Y 23;1‘23—1'111 32 =3 20
m-xLoo x —a:ggo x ~zl>002.7:2—3z—2 '

~

Como el valor de m es distinto de 0, entonces se calcula ahora el valor de
7
n= lim (f(z) —mz),

T —»00
= i 32 3\ _ y 6z ~ 622 + 9z y 9z 9
= rheo\22—3  27) T dz—6  cowdn—6 4

L ) , 3 9 .
Luego la funcién tiene una asintota oblicua en y = mz +n = Em-i- 7 Véase

Figura 5.3 a).

212

b) f(z) = ——

En primer lugar, se calcula el valor de my n:

2x2
22
o=l ) g B =
900 I 900 X zooox2 + 4x

2 .
n=11'rn<2x —2:B)=11'm< 83:):—8
z—o0o \ T + 4 z—oo \ T + 4

y, por lo tanto, la funcion tiene una asintota oblicua en y = mz+n = 2z —8.
Véase Figura 5.3 b).
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Figura 5.3: Asintotas oblicuas
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Problema 5.36. Comprueba si la funcién f(z) = 223 — 522+ 5z — 3 verifica
el teorema de Bolzano en el intervalo [1,2].

Solucion.

El teorema de Bolzano afirma que si una funcién es continua y toma valores
de signo contrario en los extremos de un intervalo [a, b], entonces existe un
punto c € (e,b), tal que f(c) = 0. Ese punto c es la raiz buscada.

Como f(x) es un polinomio, es una funcién continua en todo R, y en par-
ticular en el intervalo (1, 2].

Se tiene que:
fA)=2-13-5.12+5-1-3=-1<0,

f(2)=2-22-5.2245.2-3=3>0,

y como f(1) < 0y f(2) > 0, se puede afirmar que existe al menos un punto
c € [1,2] tal que f(c) = 0. Véase Figura 5.4 a).
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Figura 5.4: Raices de una funcién

o

o0

Problema 5.37. Comprueba si la funcién f(x) = 2! — 222 — 4 verifica el
teorema de Bolzano en el intervalo [0, 2].
Solucién.

Como f(x) es un polinomio, es una funcién continua en todo R, y en par-
ticular en el intervalo [0, 2].

Se calcula el valor de la funcién en los extremos:
flO)=0"-0.-12-4=-4<0,

f(2)=2t-2.22_4=4>0.

y como f(0) <0y f(2) > 0, se puede afirmar que existe al menos un punto
c € [0,2] tal quef(z) = 0. Véase Figura 5.4 b).

o0

Problema 5.38. Comprueba la existencia de una raiz en el intervalo [1, 2]
de la funcién f(z) = x4 — 223 — 522 + 4z + 6.
Solucién.

Se observa que la funcién al ser una funcién polinémica es continua en todo
su dominio y en particular en el intervalo cerrado [1,2].
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Se calcula el valor de la funcién en los extremos:
f1)=11-2.13-5.124+4-14+6=4>0,

f2)=2-2.22-5.2244.24+6=-6<0,

y como los signos en los extremos son opuestos, se verifican los supuestos
del Teorema de Bolzano y se puede asegurar que existe una raiz c en el
intervalo [1, 2], es decir f(c) = 0.

o

Problema 5.39. Demuestra que la ecuacién e® = z2 admite al menos una
raiz real en el intervalo [—1,0].

Solucion.
Sea la funcion:
flz) =€ -2’

que es continua en todo R al ser suma de funciones continuas.
Se calcula el valor de la funcion en los extremos:

1

f(-)=e'-(-1)’=--1<0
e
fO)=e"-0=1>0

y como los signos en los extremos son opuestos, se verifican los supuestos
del Teorema de Bolzano y se puede asegurar que existe una raiz c en el
intervalo [—1,0], es decir f(¢) =0, y por lo tanto:

f@)=e"—z>=0=¢® =22

o

Problema 5.40. Estudia si la funcién f(z) = 23 — 322 — 5z + 12 alcanza
el valor 10 en el intervalo [4, 5].

Soluci6én.

Se calcula el valor de la funcién en los extremos:

f4)=43-3-42-5.4+12=38,
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f(5)=5%-3.52-5.5+12=37.

Y, aplicando el teorema de los valores intermedios, se puede asegurar que
dado que la funcién f, al ser polinémica, es continua en el intervalo cerrado
[4,5], entonces alcanza todos los valores entre f(4) y f(5), y en particular
el valor 10, es decir, existe un valor ¢, tal que f(c) = 10.

o0

Problema 5.41. Estudia si la funcién f(z) = z* — 222 — 4 alcanza el valor
8 en el intervalo [—3, —2].
Solucién.

Se calcula el valor de la funcién en los extremos:
f(=3)=(=3)'-2-(-3)’ -4 =159,

(-2 =(-2)' -2 (-2 —4=14

Y, aplicando el teorema de los valores intermedios, se puede asegurar que
dado que la funcién f, al ser polinémica, es continua en el intervalo cerra-
do [~3,—2], entonces alcanza todos los valores entre f(—3) y f(—2), y en
particular el valor 8, es decir, existe un valor c, tal que f(c) = 8.

(6.9)

Problema 5.42. Estudia si la siguiente funcién tiene maximo y minimo en
el intervalo indicado: f(z) = —z%+ 3z + 1 en [0,2].

Solucion.

Dado que la funci6én f es continua, por ser polinémica, entonces en un
intervalo cerrado es acotada.

Por el teorema de los valores extremos, f alcanza el méximo y el minimo
en el intervalo cerrado.

Si se esboza la grafica de la funcién f, se trata de una parabola con las
ramas hacia abajo que tiene su vértice en z = 3/2. Véase Figura 5.5 a).

Los valores en los extremos del intervalo son f(0) =1y f(2) = 3.

Por tanto, el minimo se alcanza en el extremo inferior del intervalo z = 0,
mientras que el maximo se alcanza en el vértice de la parabola x = 3/2.
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Figura 5.5: Extremos en un intervalo

o0

Problema 5.43. Estudia si la siguiente funcion tiene maximo y minimo en

i
. +1—3§ +1en[0,2).

el intervalo indicado: f(z) =

Solucion.

En este caso la funcién f no es continua en el intervalo dado, hay disconti-
nuidad en el punto z = 1.

Luego no se puede aplicar el teorema de los valores extremos, y no se puede
asegurar que f alcance el maximo y el minimo en el intervalo cerrado. Véase
Figura 5.5 b).
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Problema 6.1. El precio de la onza de oro en diciembre de 2017 es de
1296,50€ y en diciembre de 2018 es de 1281,65€. Halla la variacion del pre-
cio, la tasa de variacién porcentual y la tasa de variacién media trimestral.

Solucion.

La variacion absoluta es la diferencia de precios, luego
Az = To018 — T017 = 1281,65 — 1296, 50 = —14, 85.

La tasa de variacién porcentual es la ratio de la variacién absoluta sobre el
precio original,
Az —14,85

F=—:100=
Tt—1 1296, 50

Y, finalmente, la tasa de variacién media trimestral es la ratio entre la
variacién absoluta y el naimero de periodos transcurridos, que al pedirlo el
problema en trimestres es igual a ¢ = 4, por tanto se tiene:

-100 = -1, 145 %.

Ax  —14,85
= —_— = ) =—.1 5
T™ " 1 3,7125
oo

Problema 6.2. El precio de la electricidad (en MWh) ha variado desde los
49,98€ de enero de 2018 a los 61,99€ de enero de 2019. Halla la variacién
del precio, la tasa de variacién porcentual y la tasa de variacién media
bimensual.

Solucién.
La variacion absoluta es la diferencia de precios, luego
Az = z9919 — T2018 = 61,99 — 49, 98 = 12, 01.
Esto significa que el precio se ha incrementado en 12,01€ en un ano.

La tasa de variacion porcentual es la ratio de la variacién absoluta sobre el
precio original,
Az 12,01

— 2% 100 = 22 .100 = 24,03 %.
T ’

Y, finalmente, la tasa de variacién media bimestral es la ratio entre la va-
riacion absoluta y el nimero de periodos transcurridos, que al pedirlo el
problema en bimestres es igual a ¢ = 6, por tanto se tiene:

TM = %"5 = 1_2’62 = 2,0016.

oo
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Problema 6.3. Halla la tasa de variacién instantanea de las siguientes
funciones:

a) f(r) = 22%+2 b) f(z)=2?-=
Solucion.

a) f(x)=2z>+2

De acuerdo a la definicién se tiene que la tasa de variacién instantanea

€s:
) — h)? +2—22%2 -2
Tl = i L EFM=F@) o 2@+ h 427272
h—0 h h—0 h
222 + 4zh + 2h? — 222
=y = i =% - lim (4z + 2h) = 4z.
h—0 h h—0

b) f(z)=22—2

De acuerdo a la definicién se tiene que la tasa de variacién instantanea

€es:
N h)? — h) — (22 —

Tzlefmf(”h) f("’)=1fm(””+) (z+h)—(f—=) _

h—0 h h—0 h

D, 2 _ _ _ 2
o SRR TR T AT 4 25—1) =22 1.

h—0 h h—0
(0. @]

Problema 6.4. Halla la pendiente de la recta que pasa por los puntos:
a) i=(3,2)y P2=(44) b) PL=(3,2)y Pp =(2,4)

c) PL=(3,-3)y = (-4,4)
Solucién.

a) B = (3,2) ¥ P, = (4,4)

A partir de la definiciéon se tiene que la pendiente es

Ay _pp—y1 _4-2_,

= Ax xg—x1—4—3_
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b) P, =(3,2) y P, =(2,4)
A partir de la definicién se tiene que la pendiente es

_ Ay _yp—yn _4-2

h= = = = -2
- Az o — T 2—-3

c) PL=(3,-3)y P =(—-4,4)

A partir de la definicién se tiene que la pendiente es

Az x9— 14 -4 -3 '

0,9

Problema 6.5. Halla la ecuacién de la recta que pasa por los puntos:

a) Ph=(3,2)y P, =(4,4) b) P =(3,2) y P, = (2,4)
C) Py = (37—3) y Py = (_474)
Solucioén.

a) PL=(3,2)y P, =(4,4)
De acuerdo a la definicién de la ecuacién punto-pendiente de la recta:
y — yo = m(z — zo).
Y como se ha calculado que la pendiente es m = 2:
y—2=2(z—3),
y =2z —4.

b) Pi=(3,2) y Po = (2,4)

A partir de la definici6n de la ecuacién punto-pendiente de la recta y
dado que la pendiente es m = —2:

y—2=-2(z-3),

y=—2z+8.
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c) P,=(3,-3)y P,=(-4,4)

A partir de la definicién de la ecuacion punto-pendiente de la recta y

dado que la pendiente es m = —1 :
y—(=3)=-1(z - 3),
Yy=-—z.
00

Problema 6.6. Halla la pendiente de la recta tangente a las funciones:
a) f(x) =22%+2 b) f(z) =22 —=z

Solucion.

a) f(z)=2z?+2z
De acuerdo a la definicién se tiene que la pendiente de la recta tangente

es:
m = lflllf(x+h) — /@)
h—0 h

Luego se tiene:

(2 (z+h)*+2(z+ h)) - (202 + 2x)
m = lim

h—0 h

L 2224+ 4zh+2h2 4+ 22 +2h— 222 — 22 |, Azh +2R%+2h
lim = lim
h—0 h h—0 h

= limdz + 2h + 2 = 4z + 2.
h—0

b) f(=)=a?
. (z+h)d—-23 , 234 322h + 3zh? + h3 — 28
m=lim———— = lim
h—0 h h—0 h
3xz%h + 3zh? + K3
= iy e I lim (322 4 3zh + h?) = 32,
h—0 h h—0

o0
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b
Problema 6.7. Dada la funcion f(z) =2z +a+ o calcula a y b de modo
que f pase por el punto (—2,—6) y tenga tangente horizontal en ese punto.

Solucion.

Como f pasa por el punto (—2,—6), se debe cumplir:

D =2(-2)+a+ = = 6,

b
—=—=-64+4=-2.
a 2 +

Si f tiene tangente horizontal, entonces en ese punto la pendiente debe
anularse:

2(z+h)+a+b/(z+h)—2x—a-b/z ,m2h—bh/(a:2-+—hx)

= _
B h A h
bh b b
=1i 2——— ) =1 2——5—=)=2-=5=0,
B0 ( (x? + ha:)h) B0 ( (2 + h:r)) z> 4
y ahora evaluando la pendiente para el valor z = —2 se tiene:
b
m=2-— 5 =0,
(=2)
b=8,
que sustituyendo en
a-— 9 = -2
o

Con lo que la funcién buscada es
8
f(z):2m+2-+-;.

Véase Figura 6.1.
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Figura 6.1: Recta tangente

20 1

0

Problema 6.8. Halla la derivada en el punto indicado de las siguientes
funciones:

a) f(z)=2z24+2enz=0 b) flz)=2>enw =0
c) fzx) =¥z -1enz=1
Solucion.

a) f(z)=222+2renz=0
Aplicando la definicién de la derivada en un punto se tiene

i L0401 @

h—0

f'(a) =

Luego se tiene para el punto z =0

’ , (2(0+h)2+2(0+h))—(2-02+2-0)
Fi=l h
2h? + 2h

=, |{m — = lim2h +2 = 2.
h—0 h h—0
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b) f(z)=x3enz=0
Aplicando la definicién de la derivada se tiene:
0+ h)° — 0 h®

0) = 1§ = lim— = li 2=
PO == ~iw i =

c) f(zx)=Yr—1lenz=1

Aplicando la definicién de la derivada se tiene:

5 it _ 81 _ 5
f'(1) = lim \/(l+h) ! =4 = h'm—\/—z-'z limh~%% = 0.
h—0 h h—0 h h—0

Es decir, no existe f’(1). La recta tangente a la curva en x = 1 es
perpendicular al eje OX. La funcién no es derivable en z = 1.

oo

Problema 6.9. Halla la ecuacion de la recta tangente a f(z) en el punto
indicado:

a) f(zx)=x?>+2zx+6enz=0 b) f(x) =3yZenz =9
Solucién.

a) flzx)=2>+2r+6enz=0

La derivada de la funcién viene dada por
f(z) =2 +2.

Al evaluar en el punto x = 0, se obtiene la pendiente de la recta
tangente a f (z) en ese punto,

fl0)=2-0+2=2=m=2.

El punto de tangencia tiene como coordenada x = 0 y se determina
la coordenada y = f (0):

f(0)=02+2-0+6=6.
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Luego el punto de tangencia tiene coordenadas (0,6).

La recta pedida pasa por el punto de coordenadas (0, 6) y tiene pen-
diente m = 2.

Sustituyendo en la expresién punto pendiente de la recta,
y=mz+b,

se obtiene:
y =2z +b.

Como pasa por el punto (0, 6) :
6=2-0+b=b=6,

la recta tangente sera
y = 2z + 6.

Véase Figura 6.2 a).

b) f(z)=3yTenz =9

La derivada de la funcion viene dada por
-
=57

Al evaluar en el punto z = 9, se obtiene la pendiente de la recta
tangente a f () en ese punto,

f' (@)

f1(9)

1
“2/0 23 2 "%y

El punto de tangencia tiene como coordenada z = 9 y se determina
la coordenada y = f (9):

3 3 1

Luego el punto de tangencia tiene coordenadas (9,9).

La recta pedida pasa por el punto de coordenadas (9,9) y tiene pen-
1

diente m = 5-

Sustituyendo en la expresién punto pendiente de la recta se obtiene:

1
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Como pasa por el punto (9,9):
9=l-9+b=>b=—,
2
la recta tangente sera
1 9
y=-x+ 5

Véase Figura 6.2 b).

Figura 6.2: Funciones y su recta tangente en un punto

20 -

a) f(z) =22 +2r+6enz =0 b) f(z) =3y/zenz =9

o0

Problema 6.10. Estudia la derivabilidad de f(z) = |z| en z = 0.

Solucion.

Para ser derivable en un punto la funcién ha de ser continua en el punto.
Para que la funcién f(z) sea continua en el punto z = 0 debe cumplir las
siguientes tres condiciones:

i) Existe f(0) = |0| = 0.

ii) Existen y son iguales los limites laterales
lim f(z) = lim |z|= lim —z=0
z—0~ z—0~ z—0~ = h'mf (1.) =0.

lim f(z)= lim |z|= limz=0 20
z—0t z—0t z-+0t

Luego existe el limite de la funcién en el punto indicado.
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iii) £(0) = lfm f (2) = 0.

Luego la funcién es continua en el punto z = 0.

Para comprobar que una funcién es derivable en un punto se ha de com-
probar que existen las derivadas laterales y son iguales, es decir f'(07) =
f'(o7%).

—z siz <0

T siz>0

@) =1el = {
La derivada por la izquierda se calcula como:

f/(o—) = lim f(0+h)_f(0) _

h—30~ h h—0~ h h-s0— h

La derivada por la derecha se calcula como:

Jom e FOER=FO) L f -0 b
(%) = hl—lftr)lw* hl—lfg— h hso-h
Como f'(07) = —1 # f/(0%) =1, f no es derivable en z = 0.

Véase Figura 6.3.

Figura 6.3: Funcién no derivable

6 4

flz)=|z|en = =0.
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Problema 6.11. Halla las derivadas laterales de las siguientes funciones
en los puntos que se especifican:

a) fx)=z?+2zenz =2 b) f(z) =|2z]enz =0

2 .
z°+4 siz <1 -
c)f(ar)_{ z+4 siz>1 Sh % =1

Solucion.

a) f(x) = 2%+ z en el punto = = 2.

Se halla la derivada lateral por la derecha de la funcién en el punto

solicitado:
) 2+h)—f(2) ., 4+4h+h24+24+h—-4-2
! 2+ = f( - 1 —
)= = s P
= lim h+5=25.
h—0*t

Se halla la derivada lateral por la izquierda de la funcién en el punto
solicitado:

R 1 Rl i) N _
Al s et AR

Como las derivadas parciales existen y son iguales, entonces la funcién
es derivable en el punto z = 2, y su valor es 5.

b) f(z) = |2z| en el punto z = 0.

Se hallan las derivadas laterales de la funcién en el punto solicitado:

Fhfot) = Qi ZOERZ SOV _ g, 1261 g 2R

— =2.

h—0+ h—0+ h h—0+ h
oy e FO+R)—F(0) .. |2k . —=2h
O == =% =w =

Como las derivadas laterales en el punto solicitado z = 0 no son
iguales, entonces se concluye que la funcién no es derivable en ese
punto.

244 siz<1
o) f(:v)—{ r+4 siz>1 e
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Se hallan las derivadas laterales de la funcion en el punto solicitado:

fa+h)—f(Q) :h,m(1+h)2+4—(12+4)

7 -\ _ 12
o (Y= Mot h hs0 i
2
=11'mh +2E=h‘mh+2=2.
h—0 h—0
L fA+h)—f1) ., Q+h)+4-(12+4)
11+ =l f( =l
f( ) A h P h ’
=lim— = 1.

h—0h
Como f'(17) =2 # f/(117) = 1, f no es derivable en = 1.

oo

Problema 6.12. Dada la funcién f(z) = 2%, comprueba si es derivable y/o
continua en el punto x = 1.

Solucion.

Se halla la derivada de la funcién en el punto:

_ 2 3 _
=h,mf(1+h) f(l)zh,m1+3h+3h + h 1
h—0 h h~+0 h

(1)

= lim (3 + 3h + h?) = 3.
h—0

y como el limite existe y es finito entonces f’(1) = 3.

Como la funciéon es derivable en el punto, entonces la funcién es continua
en dicho punto.

Nota: Lo normal es probar que sea continua para comprobar luego si es
derivable.

o0

Problema 6.13. Dada la funcién f(z) = |z -4
ble y continua en el punto z = 2.

, comprueba si es deriva-
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Solucion.

Se escribe la funcién como:

2 -4 siz € (—oo,—2
I lw)= —r?+4 size(-2,2)
2—4 size(2,00)

Se estudia la continuidad en el punto z = 2.

i) Existe f(2) =

ii) Existen los limites laterales y son iguales:

h'm+f(a:) =22_4=0

r-->2

Tm f(z) =22 +4=0 | — S3/(z)=0.
T2~

iii) El valor de la funcién y el limite coinciden,
lim f(z) = 0= £(2).

Por tanto, la funcién es continua en x = 2.

Para estudiar la derivabilidad en z = 2, se aplica la definici6n de derivada:

Kin (2+h)2-4-0

tion e d 2R =F(2) ) Do+ R
f(2)= }LI_YR) h = h’?n —(24+h)2+4—0
h—0— h

' (2) = h—>0+ h—0+
£2) hllrn = 4h—hhm( h—4)=—4
—0~ —0~

Como las derivadas laterales son distintas, se concluye que la funcién no es
derivable en el punto.

Véase Figura 6.4.
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Figura 6.4: Continuidad y derivabilidad

6

-2
-4

-64

f(z) = |:1:2 - 4|

oo

Problema 6.14. Halla las derivadas de las siguientes funciones aplicando
la definicion de derivada en los puntos indicados:
a) f(z) =22 -6x+2,enz =0 b) f(z) =

T

z—3

,enx =1
Solucioén.

a) f(z) =22 -6z +2,enz=0

La definicién de derivada en un punto es

f(zo+ h) = f(=0)

"(zo) = I .
(o) = lim h
Por tanto,
! Y f(0+h)_f(0)
B8 =l h
_ h,m(0+h)2—6(0+h)+2—(02—6~0+2)
h—0 h
2 _ o 2 _.
Ml 00272 I OK k- 6= —8

h—0 h h—0 h h—0
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T
b =

) fla) = ==

Aplicando la definicién de derivada:

fa+h-71)

,enzx =1

11 =1, —
£(1) = lim A
1+h [l
h—0 h

= lim ————— =

R h—2) iMooy~ 1

o0

Problema 6.15. Halla la derivada de la siguiente funcién en el punto z = 0
aplicando la definicién de derivada en un punto.

z3 siz>0
flz) = x, siz <0

T ~

Solucién.
Se deja al lector la comprobacién de la continuidad de la funcién.
Para estudiar la derivabilidad se tendré en cuenta que:

Sih>0=0+h>0= f(0+h) = (0+ h)3, luego

3
Fi0% = i LOFH =IO _ e @307 = 0
3

= h’mh— = limh? = 0.
h—0 h h—0

0+h h

Slh<0:0+h<0=>f(0+h)=0+h_3=h__3,lueg0
foem -0 ez
1iN—\ — 17 = _ 1 h—3
PO == =%
= lim L ——1
T hs0h—3 3

Como las derivadas laterales son distintas, no existe f’ (0).

o0
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Problema 6.16. Halla las derivadas de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

a) f@) =22 b) f(z)= ¥z

1

c) f(x)=% d) f(z) = (2% - 4)°
Solucién.
a) f(z)=12°

Como la funcién es de la forma f (z) = z", su derivada es

fl(x) = ng™ L.

Por tanto,
fllx)=2 227! =2z.
b) f(z) = ¥z

En primer lugar, se reescribe la funcién radical en forma de potencias
y luego se deriva como en el caso anterior:

f(z) = ¥z =213,

() = Cp(1/3)=1 z-@3) - -
f'(@) = (1/3) (1/3) Y

c) f(z) = 7z

En primer lugar, se reescribe la funcién radical en forma de potencias
y luego se deriva como en el caso anterior:

fl@) = o= =275,

§‘

p) = — (/5= _ —6/5) — _—1
fi(z)=—(1/5) = = —(1/3) =

d) f(z) = («* - 4)?

Como la funcion es de la forma f(z) = [g(z)]", se tiene que su derivada
serd de la forma:

fll@)y=n-[g@)]" " ¢ ()
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Sean

g(z) = (2* —4) , n=2y ¢'(z) = 32%,
por tanto,

fl(z)=2-(z°-4) - 322 = 62%(2® - 4).

o0

Problema 6.17. Halla las derivadas de las siguientes funciones:

a) f@=a'  b)fl@)=g = o) fla)= Y=o

Solucién.
a) flz)=«*
fl(z) = 4247 = 423
1 .

b) o) = A=z 4

Flz) = —dz=4-1 = —4g~5 = 2

:1:0

c) f(z) = Vz? = /3

oy 4 -1 _ 4 s _ 4o

oo

Problema 6.18. Halla las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(z) = z% + z? b) f(z) = (2% + = — 1)(z% + 2x)

23

i+ 1

c) f(z) =
Solucion.

a) f(z)= b+ z?
Sean fi(z) = 28 y fa(z) = 2, luego se est4 ante la derivada de una
suma que es igual a la suma de las derivadas:

(fi(z)+ f2(2) = £l (z) + f5(x),
fi(z) = 6%~ = 625,
fi(x) = 20271 = 2z,
fi(@)=(h @)+ f2(2) = fi (@) + f; (z) = 62° + 2z.
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b) f(x) = (2 + 2 — 1)(a? + 22)
Sean fi(z) = (2° 4+ z—1) y fao(z) = (22 + 2z), y se estd ante la
derivada de un producto:

(f (@) g(2)) = f'(z)g(2) + f(2) ¢ (2),
fl(z) = 52571 + 12" —0=5z* + 1,
f(x) =22 4 227 =22 + 2.
Sustituyendo en la expresion anterior:
fl(z) = (5:34 +1) (2 +22)+ (2® + - 1) (22 +2)
= 52% 4+ 102° + 2% + 2z + 22°% + 22° + 222 + 22 — 22 — 2.
fl(z) =728 + 122% + 322 + 22 — 2.

u®
0) @)= o
Sean fi(z) = 23 y fao(z) = (z* + 1), y se est4 ante la derivada de un
cociente: ,
<f1 (I)) _fi(®@) fo(z) - fi () f5 ()
91 () [f2 ()] ’
fi(z) = 32,
fi(z) = 422,

Sustituyendo en la expresién anterior:

_ 3%(z'+1) —2%4a0®  32° 4322 —42®  —2f + 322
(z1+1)? (z4 4+ 1)2 (x4 +1)%

f'(z)

o

Problema 6.19. Halla las derivadas de las siguientes funciones:

1,2
D f0) =l B S@)=loga? o) f2) =i (T )

Solucion.

a) f(z) =logy z
La funcion es de la forma f(z) = log, z, y su derivada es

Lo )= —

fi(z) =

zlna zln2’
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b) f(z) = logy z?
La funcién es de la forma f(z) = log, u(z), y su derivada es

por tanto,
2z 2

&) fila)r=lm (f:f)

La funcion es de la forma f(z) = Inu(z), y su derivada es

por tanto,
1 2z(x + 1) — (22 + 1)

fi=) = (:c2+1} (x+1)2
T+ 1

B 2 +2r~1
T (224 D(z+1)

00
Problema 6.20. Halla las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(z) =3lnz + 4z b) f(z) =5Inz - (2% — 3z%)

c) f(z) =logzz-4Ilnzx
Solucién.

a) f(z)=3Inz + 4z
Sean fi(z) =3Inz y fo(x) = 422, luego

iay gl o8
fa(z) = 8z,

Flay= % + 8z.
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b) f(z)=5Inz- (z? — 3z%)
Sean fi(z) =5Inz y fo(z) = (22 — 3z*), luego
fiw) =2,

Z
fa(z) = 2z — 1223,

5
fl(z) = ;(:E2 —3zY) +5Inz (2x — 122°)
=5z — 152° + 5Inz (22 — 122%).

c) f(z)=loggz-4lnzx
Sean fi(z) =logzz y fa(z) = 41lnz, luego

1
/ —
hi@) #lnd’
4
I p— I
fQ(x)_xa
Fiwy= —1——4lnx +logz z (%) ,
y €como
) _Inz
0g3 T ln3a
Inz /4 8lnzx
"(z) = ——=41 — (=)=
flz) In3 +ln3 (a:) zln3
00

Problema 6.21. Halla las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(z) = 2In (z?) b) f(z) = 4In(z3 — 32?)

Solucion.

a) f(z)=2In(z?)
Sean g(z) =2Inz y h(z) = 22, luego

g (h(2)) =g’ (h(x)) K (z),
, . 2
Ll s =
B (e} = 2a,
/ ' / ’ 2 4
f@)=lgh@)] =g (h(2)) ' (z) = 22 =—.
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b) f(z) = 4In(z® - 3z2?)
Sean g(z) = 4lnz y h(z) = (22 — 2z), luego

z% — _

o0

Problema 6.22. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

22
a) f(z)=zlnzx b) f(a:):ln

In(3z +1)

Solucion.

a) f(z)=zlnz

Fie)= 1ln:z:—+-a:% =lnz+1.

3
1 a2
2zIn(3z+1) — =z <3x+1>

In?(3z + 1)
_ 2z(3z+1)In(3z + 1) — 322
Bz +1)In’Bz+1)

c) f(z) =logy(1 +27%)
La funcion es de la forma f(z) = log, u(z), por tanto:

Fa) = (-)2~*lh2  —27°® ~1

(14+2-%)In2 (1+2-%) (1429

o0

Problema 6.23. Halla las derivadas de las siguientes funciones:
3
z° -3z

a) f(z) = Va3 + 222 b) f(z) = 5~

z° — 3z
Tx+4

¢) f(z) = (2~ 5)OVET  d) f(z)= ¢

¢) f(z) = logy(1 + 2~

?)
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Solucioén.

a) f(z) = VI ¥ 222

(o) = 1 (8 4 22) VP (302 4 ) = S H T
f(a':)—2 (z° + 22?) (3z +4x)_2\/x3+2x2‘
3 _
b) £ = T
f’(l‘) _ (33:2 _3). (:L‘2 + 2z) — (.’133 —3z) - (2r +2)

(2?2 + 2:c)2

2% [2? +42+3] (22442 +3)

22 (z + 2)° (z+2)°

c) f(z) = (23 -5)10vz2 -1

f(z) = 302%(2® — 5)° V22 — 1 + (2 — 5)"°

l's — OB
d) (=) = \/7:r +34

fi(zx) = l : M(IM)—I ] (5zt — 3)(Tz +4) — (2 — 3z)(7)
=35 Tx 4+ 4 (Tz + 4)2

[ 7z +4 2(72° + 52* - 3)

V@3 (Tt 4

T
2 e

V-1

— 7
z (V7z +3)
_3(x+5)? 2(7z+3)—7(z+5) 3(z+5)%(7Tz —29)

T Tz +3 27z + 3(7z + 3) 2(Tx + 3)2V/Tx + 3

o0
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Problema 6.24. Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los
puntos indicados:

a) f(z) =32+ Yz +1,enz=0 b) f(z)=zv/1—z,enz=1

_ 222 + 52 — 3
52

c) f(z)

,enzx = —2

Solucion.

a) f(x)=32+ ¥z +1,enz=0

La derivada de la funcién viene dada por
f(z) =92% + % (z +1)72/3,
Y sustituyendo en la derivada z por O:

i
F(0)=9-07+ 2 (0+ 1) = %

b) f(z)=2V1-z,enz =1

La derivada de la funcién viene dada por

f’(m)=1-\/1—z+m~-—1

2v1l -z
) o e L
2vl—=xz 21—z

Se observa que f'(1) no existe, pues la expresion obtenida no esta
definida en z = 1.

222 4+ 50— 3
c) f(ff)=g-2$—,ena:=—2
ox
La derivada de la funcién viene dada por
fl(z) = (4z + 5)5z2 — (222 + 5z — 3)10z

(522)?

_ 2023 + 252 — 202® — 50z% + 30z 2502+ 30z _ —5z+6
(522)* T 2524 T a3

Y sustituyendo en la derivada = por —2:
—-5-(-2)+6 16 2

(=)= ——2 T =~ =_Z2,

F(=2) 5(—2)3 40 5




244 DERIVACION

1 z° 41
-1
‘\E’/ﬁ y sea f (CI:) = o '
Halla las derivadas de f(z) y de f~1(z) y halla las pendientes de la grafica
de f en el punto (0,—1) y de la grafica de f~! en el punto (—1,0).

Problema 6.25. Sea la funcién f(z) =

Solucion.

Reescribiendo f(z) se tiene f(z) = (z — 1)"1/9) La derivada de la funcién
f es
1 _1/5)— 1 =
@)= =g @ =1 = oz - 1)C

B -1
T Bh(z-1)Yxz-1

Derivando f~1:

i brtz® — (2°+1)52? 5zt -5
(f) (@)= 210 =10 T 6

La pendiente de la grafica de f es el valor de la derivada en =z = 0:

-1 -1
"0) = ——— = —.
FO==Z7==3
La pendiente de la grafica de f~! es el valor de la derivada en z = —1:
=5
(Y D =+=-5

Y como se puede comprobar las pendientes son reciprocas.

o0

Problema 6.26. Halla la derivada de la funcién y = f(x) en los siguientes

€asos:
a)y’—yd—22—z=1 b) z?senzy + z =3
Solucién.

a) P—y3-22-z=1

Se trata de una funcién en forma implicita, F(z,y) = ¢. Para hallar
su derivada se han de dar los siguientes pasos:
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i) Se halla la derivada a ambos lados de la ecuaciéon respecto de z,

utilizando la notacién @:
dzr
d 5 3 2 _d
— -y - —2) = (1),
dy dy
Syt— -3y = —2r-1=0.
Y dz Y dz *

d
ii) Se agrupan todos los términos de Y enla parte izquierda de la
X
ecuacion y el resto se lleva a la parte derecha

dy dy
50 %Y _ 3,29 =2z 4 1.
oY dzx 3y dzx ‘

d
iii) Se saca factor comuin a d_y :
x

0Y v 4 2
— - =2 1.
7,0y —3y) =22+
. dy
iv) Se despeja Iz
dy 2z +1
dr 5yt —3y?’

b) z%senzy+z =3

Se trata de una funciéon dada en forma implicita y por tanto:
i) Se halla la derivada a ambos lados de la igualdad:

% (zsenzy + ) = % (3),

d
2zsenzy + m2£ (zy)coszy +1 =0,

d
2xsenzy + x? (y + md—z> coszy +1=0.

" - dy
ii) Se agrupan los términos en los que aparece T
g4

d
z° cos wy—y = —2zsenzy — z2y — 1.
dx
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. dy

iii) Se d =
iii) Se despeja o
dy (2:rsenxy—+—x2y+1)

dr x3 cos Ty

o0

Problema 6.27. Halla la derivada de las siguientes funciones aplicando la
derivacién logaritmica:

(x+2)3

a) f(:z;) = 71:3__1 b) f(;];) o x3z2+2m
Solucidn.
(z+2)3
a = r
) (@) V3 -1
i) Se iguala la funcién a y:
_(z+2)3
= -1

ii) Se toman logaritmos neperianos a ambos lados de la igualdad:

(x+2)3
lny=1In .
Y 3 -1

iii) Por las propiedades de los logaritmos, se tiene:

3
1ny=1n(x+72)=ln($+2)3—ln\/z3—1

z3 -1
Iny = In(z + 2)% — In(z® — 1)"/2.
Y ahora por la regla de la potencia de los logaritmos:

Iny =In(z +2)° — In(z® — 1)/?2 = 3In(z + 2) — %ln(a:z' —1).

iv) Se derivan ambos lados de la igualdad

y 3 322

Yy z+2 2@ -1)

T_6:1:3—6—3x3—6x2 323 — 622 -6

2(z4+2)(x3-1)  2(z+2)(a3-1)
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v) Se despeja y’' que es la derivada buscada en un principio

" 32 —622—-6 \ _ (z+2)°% 32°—622-6
v y<2(x+2)(m3—1)>',/—x3_12(:c+2)(:c3—1)

(z +2)? (323 — 62% - 6)
@-1°

b) f(:l?) — 2339:2-#2%'

i) Se iguala la funcién a y, y = 3+

ii) Se toman logaritmos neperianos a ambos lados de la igualdad
Iny = lnz%°+2¢,
iii) Por las propiedades de los logaritmos, se tiene:
lny = (3:1:2 + 21:) Inz.
iv) Se derivan ambos lados de la igualdad

! 32 2
l=(6x+2)lnz+m.
)

v) Se despeja y' que es la derivada buscada en un principio
v =y ((6z+2)lnz + 3z + 2)

= 232 (62 + 2)Inz + 3z + 2).

o0

Problema 6.28. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(z) =u(z)*®  b) f(z) =2%  ¢) f(z)=2V"
Soluci6on.

a) f(z) = u(z)"®
Para calcular la derivada de este tipo de funciones, y = u”, se siguen
los siguientes pasos:

i) Se iguala la funcion a y, y(z) = u(z)*@,
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ii) Se toman logaritmos neperianos a ambos lados de la igualdad
Iny =Inu’.

iii) Por las propiedades de los logaritmos
Iny =vinu.

iv) Se derivan ambos lados de la igualdad

/ . ul
— =vlnu+v—.
U

< |<

v) Se despeja ¢’
j u’ u/
Y=y (v lnu-i-v—) = ¥ (v'lnu+v—> .
u u

i) Se iguala la funcién a y

b) f(x) — p3r+2

y(x) = :L,3:l‘+2‘
ii) Se toman logaritmos neperianos
Iny = Inz3+2,

iii) Por las propiedades de los logaritmos
Iny=(3z+2)Inz.

iv) Se derivan ambos lados de la igualdad
/

1

Y —3me+ (3z +2)-

y z

v) Se despeja 3’
3z + 2 2
y/ =y (3lnx+ (L:__)> = l.39:+2 <3lnz+ @%l) i

e) f(z)=av®

i) Seiguala la funcion a y
y(z) = oV,
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ii) Se toman logaritmos neperianos
Iny =1In zVZ.
iii) Se aplican las propiedades de los logaritmos
Iny =+vzlnz.

iv) Se derivan ambos lados de la igualdad

!/

Y 1 1
= =—=Inz+ —.
Yy 2y \/—x

v) Se despeja ¥’ que es la derivada buscada en un principio

= (o 8) = (%)

o0

Problema 6.29. Calcula la derivada de las siguientes funciones:
2_
a) f(@)=(Va)" T b)y()=(na)®  c)yla)=(z?+5z)"°
Solucion.
2]
a) f(z) = (Va)*
i) Seiguala la funcién a y
22-1
y(a) = (Vz)" .
ii) Se toman logaritmos neperianos
Iny =In(vz)" .
ili) Se aplican las propiedades de los logaritmos
Iny = (z2 —1)In Vz.

iv) Se derivan ambos lados de la igualdad

!/

£=2xln\/§+(z2—1)(
Y

/

.
(\&]

e
N
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x? -1

=2zIn\x + ’
2x

v) Se despeja 3’
2¥="}

Y=y (2:cln\/5+ ———)
T

— ! (Qx InVZ + ”“22; 1) .

b) y(z) = (Inz)*

i) La funcion ya viene igualada a y
Yy = (Inz)*.
ii) Se toman logaritmos
Iny =In(Inz)®.
iii) Se aplican las propiedades de los logaritmos
Iny=zIn(lnz).

iv) Se derivan ambos lados de la igualdad

I 1 ¢ 1
i = lln(lnz) +z (——) =ln(lnz) + —
Yy

Inz z Inx

v) Se despeja 3’

nr

A=y <ln (5 2)+ iHIE> ~ (Inz)® (m (inz) + ]_1_> .

Inz

c) y(z) = (22 + 5z)
i) Se iguala la funcion a y

y = (:1:2 + Sx)]nz .

ii) Se toman logaritmos neperianos

Iny =1In (:c2 + 5:5)1'”Ij .
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iii) Se aplican las propiedades de los logaritmos
Iny=Inzln (x2 + 51) ‘
iv) Se derivan ambos lados de la igualdad

Y
Y

=§ln(w2+5m)+lnz<2m+5).

2 + 5z

v) Se despeja y’'

©. )

Problema 6.30. Halla las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(z) = 4€® + 53¢ b) f(z) = € +¢€® c) f(z) = 2% + 5e**

dj fla)=5e0" 20 o) flu)=12cH
Solucidn.
a) f(z) = 4e® 4 5e32
f(z) = 4e + 15¢%.
b) f(z) =e3% + ¢
f(z) = 3% + €*.
c) f(z) =2% + 5e**
f'(z) = 2°In2 + 10e?*.

A} Flall=B2"~50Y

f/(x) - 5(2.’1}4 _ 31'3),8(21:4—313)

=5 (82° — 92%) l*"73") = (4023 — 4502) e ~3%),
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e} f(z) =P

I'(z) = 2% 10 2e® + 2% = (In 2 + 2)2%e*,

o0

Problema 6.31. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(z) =5+ b)f(z) = 6D’ ) f(z) =27
Solucioén.

a) f(z) = 5z +3z-8

f'(z) = (2? + 3z — 8) . 57*+3-8 5
= (2z + 3) . 5=° #3285
b) f(l') = 66(1‘—5)3
F(x) = 6(3(z — 5)%)e® 5 = 18(z — 5)2@=5°,

o) fife) = 2E* o

fl(z) = (142 — 1) - 27**"%In2

00
Problema 6.32. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

;1:2—1

a) f(z) =35 b) f(z) =22 ¢) f(a) = ey

Solucion.
a) f(l‘) =8\ 5z+ln:1:

fla)y=3 (1 + -i—) . 5EHIRZ 1 5,
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b) f(z) = 2elztlo—=
F(z) = 2e=tD27% 4 2¢(@+)(_1)27% In 2
= 2(1=2)ele+1) (] _ 1 2).

/ 2ze(@-1)7(@*+1) _ o2?~19,7(=*+1) | 7
fi(z) =
(7(12+1))2

B 2ze@* =17 +1) (1 —1n7) - 2zel@=1(1 —In7)
B (7*+1))2 a 7(@?+1)

0.0

Problema 6.33. Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los
puntos indicados:

a) f(z)=e*+ V23 —1lenz =0

b) f(z)=In(z®)+ V22 +lenz =1
Solucién.

a) f(x)=€e*+Vad—1,enz=0

La derivada de la funcién viene dada por:

132

3 (1‘3_1)2.

Y sustituyendo en la derivada z por 0:

fl(z) =€+

flO)=e+——===1
3 (0_1)2

b) f(z)=In(z?)+Vz2+1,enz =1
La derivada de la funcién viene dada por:
2z 2z 2 z
@)= st = = ———.
f(z) 22 2Vr2+1 . Jz2+1
Y sustituyendo en la derivada x por 1:

f’(1)=2+—\§2—.

0.0
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Problema 6.34. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

a) f(z) = sen(2z) b) f(z) = sen(z? + 22) c) f(z) =sen’z

Solucion.

a) f(z) =sen(2z)
Como la funcién es de la forma f(z) = senu(x), se tiene que su
derivada es de la forma:

f'(z) = v/(z) cos u(z),

por tanto,
f'(z) = cos(2zx) - 2 = 2cos (2x) .

b) f(z) = sen(z? + 2x)

f(z) = cos(z? + 2z) - (2z + 2).

c) f(z) =sen’z

f'(z) =2senz - cosz = sen(2x).

o0

Problema 6.35. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

a) f(z) = sen?(z3) b) f(z) = cos(z® + 2x?) e) Mo

1+senx
CcosS T

Solucién.
a) f(z) = sen’(z?)

f'(z) = 2sen(z?) - cos(z3)3x? = 3x% sen(223).
b) f(z) = cos(z3 + 2z?)

f'(z) = —sen(z® + 22?) - (322 + 4x).
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_ 1+senz

c) f(z) =

CosT

(cosz) - (cosz) — (1 +senz) - (—senz)

(cosz)?

f'(z) =

cos?z +senz +sen?zr 1+ senx

cos? cos?z

(0,9]

Problema 6.36. Halla la derivadas de las siguientes funciones:

a) f(z) = cos4z —sen 2z b) f(z) = tan(cosz) ¢) f(z) =sen(lnz)

Solucion.

a) f(z) = cosdz —sen2z

f'(x) = —4sen 4z — 2 cos 2.

b) f(z) = tan(cosz)

fle) = co;(cos z)
¢) f(z) =sen(lnz) :
f(z) = cos(xn:c).
00

Problema 6.37. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

a) y(z) = sec (E%1> b) y(z) = [1— (1 —sec x)2]3
tan(z — 5)

) Y(¥) = —p—0
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Solucion.

) v(o) = sec (221

Como la funcion es de la forma f(z) = secu(z), se tiene que su deri-
vada es de la forma:

f'(z) = secu(x) tan u(z)u'(z),

por tanto,

‘ a

S

y,=sec<$+1>tan<z+1> (1‘f‘($+1)2 z\

Ve vz (va)? )

o () () (558).

b) y(z)=[1-(1- secx)2]3

"=3[1-(1—sec x)2]2 - (—=2(1 — secz)secz tan z)

=-6[1-(1- sec:z:)g]2 - ((1 —secz)secztanz).

o) u(e) = o
v« sec’(z —5) - (25 — z?) — (tan(z — 5)) - (—2x)
y'(z) = 2 227
(25 — 2%)sec?(z — 5) + 2z(tan(z — 5))
B (25 — 22)? '
00

Problema 6.38. Halla la derivadas de las siguientes funciones:

a) f(z) = arccos(3z + 2) b) f(z) = arctan(cosz)

¢) f(x) = arcsen(3z? + 1)
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Soluci6n.
a) f(z) =arccos(3z +2)

. (Bz+2) -3
CVI-(Bz+22 V1-(Bz+2)?

f'(z)
b) f(z) = arctan(cos z)

() = (cos )’ _ _—senzx
l+4+cos?2z 1+4cos?z’

c) f(z) = arcsen(3z2 + z)

(322 + :z:)' 6z + 1

flz) = Vi-(Bz2+2)? /1- (322 +2)?

00
Problema 6.39. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

a) f(z) = arcsen(3 — z?) b) f(z) = 5arccos(l — z?)
¢) f(z) = zarcsen(inz)

Solucion.

a) f(z) = arcsen(3 — 23)
Como la funcion es de la forma f (z) = arcsenu (z), se tiene que su

derivada es de la forma:

£(@) =iy

J1- @)y

por tanto,

1—(3-a23)?
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b) f(z) = 5arccos(1 — z?)

Como la funcion es de la forma f (z) = arccosu(z), se tiene que su
derivada es de la forma:

¢ -
por tanto,

e  —Sil—2m) 10z 10
\/1—(1—:1:2)2 V22(2 — z2) \/2—:52.

c) f(z) = zarcsen(lnz)

1/z 1

———— =arcsen(lnz) + —————.
Vv1-In?s V1—In?z

o0

y' =1-arcsen(lnz) +z

Problema 6.40. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

2) /() =In (arc - (i)) b) f(z) = [arcsen(s? - 1))

c) f(x) = arccos (f%)

Solucion.

o) ey =1n {aresn (1))

La funcion es de la forma f(z) = Inu(z), y por tanto:

y/ _ 1 . (—1/2:2)
1\ Vi-Wap
arc semn <E> \/

o (-1) 1
2 — 2 1\’
arcsen( ) r \/ 1) /2 zvVz? — 1arcsen (;)
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b) f(z) = [arcsen(z? — 1)]3

r_ 2 2 2x
y' = 3 [arcsen(z? — 1)] =)
_ 6z [arcsen(z? — 1)]2 _ 6 [arcsen(z? — 1)]2
- V2zx? — 14 h V2 — 22
e) Pzl = arcgus ({Z;)

La funcién es de la forma f(z) = arccosu(z), luego

, 1 "(ﬁ“(’”“’)ﬁi)
o

- (32)
B 1 = (25 = fot S b —
- (z +5)? 2z 22z (z+5)?2

Problema 6.41. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresién simplificada:

a) y(z) = arccos® (e%) b) y(z) = arccos (Inz — z?2)
z+1
¢) y(z) = arctan ( - >
Solucion.

a) y(z) = arccos® (e%)

2 —3e® arc cos?(e?)

) /1_(61)2 - V1 — e2¢

_<l_2m)

. T
\/1— (Inz — 22)?

y = 3arccos?(e®

b) y(z) = arccos (Inz — z?)

Y
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B 222 — 1
x\/l — (Inz — 22)?

)
(e*)?  —ze®  —zet

- e 4+ (z+1)% (e2)? €2 4+ (z+1)%

o0

Problema 6.42. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

a) y(z) = arctan (sen z) b) y(z) = (22 + 5z) arctan (—z)

arcsen (a:2 — 4)

©) y(z) = arccos (z2 — 4)

Solucién.
a) y(x) = arctan (senx)

i CosZT

e 1+sen?z’

b) y(z) = (22 + 5z) arctan (—z)

-1
= tan (— 2 e Bpy—————
y' = (2z + 5) arctan (—z) + (z° + x)1+(_m)2

z? + 5z
= (2z + 5) arctan (—z) — T

arcsen (:1:2 - 4)

©) y(@) = arc cos (2 — 4)

2z arccos (22 —4)  arcsen (2% — 4) (—22)

L 1@ -7 V1- (e -4y
B —4))?

(arc cos (x2

Y
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arc cos (:v2 —4) + arcsen (z? — 4)

_ 2z
\/1 — (22 — 4)? (arc cos (z2 — 4))?

o0

Problema 6.43. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

i —
a) y(z) =Iny/ H% b) y(z) = arctan ﬁ

T

c) y(z)=§\/$2—9+%ln<x+\/a¢2—9)

Solucién.

1 —cosx
a z)=In,/—F—
) y(z) 1+ cosz

Como la funcioén es de la forma f(z) = In(u(z)), con
[1—cosx
u(z) "V 1+cosz
b 1 1
Y = ——-
\/l—cosw 5 [1—cosz
1+ cosx 1+ cosz

senz(l + cosz) — (1 — cosz)(—senx)

se tiene que

(1 + cosz)?
1 senx + sSenx cosx + Sen T — Sen I Cosx
- o l—cosz (1+ cosz)? N
1+ cosz
(1+cosz) 2senz senz senx 1

"~ 2(1—cosz) (1 +cosz)2 1—cos?z sen?z senz’

b) y(z) = arctan .
1—2z2
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2(1—2?) + 222

|

_ i 2V1 —2a?
z (1— 22
1—'_1—:102 )
B 1 1
C1-a22 422 (1-a2)VI-22
1—x2
_1-—a? 1 1

1 1-22)v1i—-22 1-—22

c) y(z) = \/2 9+71n(:v+\/a:2 )

Derlvando cada uno de los sumandos se tiene

:%\/.’E2—9+

9% 2z 11 1

2z
— e o 14+ ——
22Vz2 -9 2:c+\/x2—9< 2\/x2—9>

_:c2—9+:r2 11

L u 1 \/12—9+x\
2vx2 -9 2 x24+Vz22-9 V2 -9 /
222 -9 11

= +
2Vx2 -9  2v/x2 —

B 2z2 4+ 2 B 2 +1
2Vr2—9 22-9

o0

Problema 6.44. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

a)y(z) =2° + 322 + 2 b) y(x) = 32° — 23 + 2z

c) ylz) =zat + 323 +22+1 d) y(z) =

8|~

Sl

-

|
) y(z)=va+
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Solucion.

a) y(z) =23 + 322+ 2

y'(z) = 32% + 3 2z = 322 + 6z.
b) y(z) =325 — 23 + 22

y'(z) = 152 — 322 + 2.
o) o= %x“ + 323+ 2z +1

1 1
v (z) = 14:1:3 + 533:2 +2=234+2%+2

Problema 6.45. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:
a)y(:z:):2\/5+4z—i b)y(x)zi—i+x3—i
vz 2 vz

c) y(r) =3z +2) (5 — 1) d)y(z)=z(2z+5)(z—7)

e)y(z)=4(x—3)(z+5)

Solucion.
2
1 -1 1 1
F e D e B s Al .

2V 2/ VE o a/E
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1 2 1
b) y(lf):?_%'f‘l"g—“‘%
y' (z) = (a:‘z — 027712 4 43 —-x_l/3)/

=2z 1 — 2%1-:5_3/2 +322% - _—31-;v_4/3

-2 1 1
=—+—+3"+—=

g ey 3z Yz’
c) y(z) =Bz +2)(5z—1)

Y (z)=3(5x—1)+(32+2)5=30z + 7.

d) y(z)=z2z+5)(z—-7)

Y (@)=1-2z+4+5)(z-7)+22(z—7)+z (2 +5)
= 6z® — 18z — 35.

e) y(z) =4(z—3)(z +5)

y’(:r)=4(x+5)+4(x—3)=8x+8=8(m+1).

o0

Problema 6.46. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

anum=i;§ Mymﬂ=m%3 dy@ﬁ=ﬁi4
Dy =TT oy = T2
Solucion.
) ylz) = 22
y'(w)=(x+3)—($—2)= 5

(z+ 3)° (z+3)%
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b) (@)=
/ _Az=3) —28 =6
Yy (117) o (1_3)2 = (x_3)2.
) ¥(@) =
0 —2z
Y (m)———( T
d) y(z) = 223
y/(z):Qm—(szE-i-?))_;_g)
B &
) y(e) = T
y,($)=l(x2+2x+1)’=1(2:1:+2)=m+1
2 2 :

oo

Problema 6.47. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

p 5

D 4= @+DP b ae) = @2y o) i) = (257)
_ 2r—1 o) = 1 x_(:r:+1)5

Vi) =\ OVt D=t

Solucion.

a) y(z) = (z +7)®

y'(z) =25(z+ 7).
b) y(z) = (22 + 2z + 3)!!

y'(2)=11(z* +22+3)!° (22 +2).
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) vy = (223

y'(z) =5 (

z+5\*z-3-(z+5 ,[(z+5\* -8
z-3) (z-3) "5(3:—3) (z - 3)?

T <2J—rg>4 (x io3)2"

v =5

o) 1 (2:c——1>’:
[20 —1 \3z+5
2 3z+5
1 (2Bz+5)~ (2 —1)3)

2c—1 \ (3z + 5)? )
3z + 5

B 1 < 13 >
5 2z — 1 (3x+5)2
3¢+ 5

o 3m+5( 13 )
2V2z-1\(3z+5)?°/"
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5
Ak ((22113))5
/() = 5(+1)* 2z +3)°% - (z+1)°3(2x+3)%2
Y a (2z + 3)°
(@41 (5(2z+3) - (z+1)6)
B (2z + 3)*
4
= <2’Z:13> (4z +9).

Problema 6.48. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

a) y(z) = sen (2% + 2z + 3) b) y(z) = cos?z +sen’z
¢) y(z) = tan /x d) y(z) = In (cos® z)

e) y(z) = In (va)
Solucion.
a) y(z) =sen (22 4 2z + 3)

y'(z) = (22 + 2) cos (:tc2 + 2z + 3) .

b) y(z) = cos®z + sen 22

Yy () = —2coszsen  + 2z cos 2.

c) y(z) =tan/x

! _ 1 2 N
y(z) = 2\/Esec VT

d) y(z) = In (cos? z)

4 —2coszsent —2senz
y(z)= = = —2tanz.
cos?z cosT
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e) y(z) = In(Vz)

1 1

|

o
v =—=3 %

S

o0

Problema 6.49. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

a) y(x) = Veosz b) y(z) = 27

1) =1 (ED) @yl = e

e) y(z) = sen? (&%)
Solucién.

a) y(z) = eos T

o= ! (—senz) = -
y 2,/cosx 2 /cosx

c) y(x)=1n<1+em>

1 —e®

oy 1 1+e”\'  1-€®e®(1—€") — (—€*) (1 +€°)
y(l)—1+eﬂf (1—6”‘) T 14e® (1—69”)2
=ie®
xS0 -e*+1 ££") e” (2)
y(zr) = (1+e) (1 = e?) _(1+em)(1—6“’)
2e”

y'(x) = (

1—e2)’
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2

d) yla) = e

sen? g sen? ¢

y'(z) = 2 cos z sen ze =sen (2z)e

e) y(z) = sen? (e%7)

Y (z) = 3¢>*2sen (63“’) cos (633”)

y'(z) = 6% sen (2¢°%).

o0

Problema 6.50. Calcula la derivada de las siguientes funciones dando la
expresion simplificada:

_ VeVt

a) y(z) b) y(z) = sen
2 Vo ) VT
&) i) = Pl d) y(z) = log, Vzi + 722 + 5
1+ tanx E
e) y(z) = ie?’x + cos? 23
NG
Solucién.
5/ 4

2v/2z2
Se reescribe la expresion en forma de potencias:
(,’L‘) _ \/5\5/.7:_4 _ 1131/2:1:4/5 _ 1 1.19/30
N =52 ~ 20l 2k ’

y se deriva:

b) y(c) = sen V&
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1 —tanzx
c) y(a:) =1 _1_+—tan—a;
(z) 1 —tanz ol
) =
y 1+tanx
1/1—tanx —&f 1—tanz)’
Ji = L (Lot (1 tanz

~3\1+tanz)/ \1+tanz/

. (1 —tanx>_2/3 [ —sec’z (1 +tanz) —sec’z (1 —tanz)
3 \1+tanzx i (1+ tanz)? D

_ 1 /1 —tanx\_2/3( —2sec?zx )

~ 3 \1l+tanz)/ (1+ tanx)?

d) y(z) =log, Vzt + 722 + 5

/ 1 VAT 15
= x4+ 722+ 5
v (ln2)\/x4+7x2+5( )

1 4z + 14z
(In2) vVt + 722+ 52Vzt + 722 + 5

2 (23:3 + 7:1:)
2{lu2) (\/174 + 7x? + 5)2

223 + Tz
(In2) (x4 + 722 +5)

e) y(z) = —=€* + cos’z®
!)
y'(z) = L363“ + 3222 cos 23 sen z3
V5
3 3z 2 3
= —e%+ 3z sen(2x )
V5
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Problema 6.51. Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes
funciones.

a) f(z) = [z[(z - 1)

-2 46 si —2<zx<2
b) f(z) = x4+ 2 si2<z <6
(x—4)3 si6<z<20

= siz>0
C)f(x)={ —e o
i

2 sizelo1]
siz € (1,400)

Solucion.
a) f(z) = |z[(z - 1)

Se expresa la funcién como:

f(x):{ T—T siz <0

z(x—1) siz>0 2 -z siz>0
—z(z—1) siz<0 2

La expresion de la funcién es siempre un polinomio y, por tanto, es continua
en todos los puntos, salvo tal vez en £ = 0. Ademaés, la funcién en esos puntos
es derivable.

Para estudiar la continuidad en = = 0 se tiene:

i) Existe f(0) =0%2-0=0.
ii) Los limites laterales son
lim £ — 22 =0,
z—0~

lim 22—z = 0,
z—0t
luego existe el limite en cero

Ife fia) =0k

z—0
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iii) El valor del limite y la funcién coinciden,

f(0)=0=limf ().

z—0

Por tanto, la funcién es continua en x = 0.

Para ver si la funcién es derivable en z = 0 se aplica la definicién de deri-
vada en un punto, ya que en el resto del dominio viene expresada como un
polinomio.

o b 20— 1 wix >0
f(x)_{l—Qa: siz<0

Se halla la derivada lateral por la derecha de la funciéon en z = 0:

- h?2 —h
(%) = lfmf(0+h) L0 =t mpon=m,
h—0+ h h—0+ h h—0+

Se halla la derivada lateral por la izquierda de la funcién en z = O:

_ 32
= h’mf(0+h) f(0)= limh h = liml—-h=1.
h—0~ h—0~ h h—0~

f(07)

Como las derivadas laterales son distintas, la funcién no es derivable en
z = 0.

—224+46 si —2<z<2
b) § (&)= @it 2 si2<ad<b
(x—4)3 si6<z<20

La funcién esta definida a trozos en el intervalo (—2,20] mediante polino-
mios. Por tanto, la funcién es continua en cada uno de los intervalos: (-2, 2],

(2,6] y (6,20].

Se estudia, a continuacion, lo que ocurre en los extremos de los intervalos:

s Enz=2

i) f(2) =-4+6=2.

ii) Existencia de limite

Iim —z2+6=2,

r—2-

lim z+2=4.

r—27t
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Como los limites laterales son distintos, no existe limite en el punto,
existe una discontinuidad de salto en = = 2.

s Enz=6

i) f(6)=6+2=28.
ii) Existencia de limite

lim z+ 2 =8,
T—6~
lim (z—4)%=8.
z—61

Como los limites laterales son iguales, existe limite en el punto:
1i x) = 8.
lim f(z)

iii) Como f(6) = 8 = ll’r% f(z), la funcién es continua en el punto
T
oz = 6:

= Enx =20
i) £(20) = (20 — 4)3 = 16°.
ii) Existencia de limite

lim (z—4)® =16
r—»20~

iii) Como f(20) = 163 = 11'121(1) f(z), la funcién es continua en el
20~
punto x = 20 por la izquierda.

A continuacién, se estudia la derivabilidad. Sabemos que la funcion es de-
rivable en los intervalos: (—2,2), (2,6) y (6,20) ya que viene definida por
polinomios. En z = 2 la funcién no es continua y, por tanto, no puede ser
derivable. Solo queda analizar la continuidad en z = 6.

Se hallan las derivadas laterales en el punto:

3
fiaty _ e SOBFR)—F(6) . (6+h—4)"—8
f1(67) = hl—l>r(IJl+ h N hl—lfg+ h

3_
m CEPT =8 e t12= 12
h—0t h h—0+
£ (67) = lim fE+R-F6) _ | (6+h+2)-8

h—0— h h—0- h
Como f'(67) =04 f'(6%) = 12, la funcién no es derivable en = = 6.
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= Six # 0, la funcién es un cociente de funciones continuas y, por tanto,
es continua ya que el denominador solo se anula en z = 0.

= Si z =0, se estudia la continuidad:

i) Existe f(0) = 0.

ii) El limite en z = 0 se obtiene aplicando la regla de L‘Hopital:

1
lim = lim = —1.

z—0] — e* z—0—et

iii) El valor del limite y la funcién no coinciden,
£(0) =0 # lim £ (z) = —1,
z—0

luego la funcién no es continua en x = 0 y por tanto, tampoco es
derivable en ese punto.

En el resto del dominio, la funcién es derivable por ser composiciéon de
funciones derivables.

2 sizel0,]]

1 :

siz € (1,400)

d) f(z)= { L
z
Se trata de una funcion a trozos, que es continua en el intervalo [0, 1] por

ser un polinomio, asi como en el intervalo (1, 400) por ser cociente de poli-
nomios cuyo denominador no se anula en el mencionado intervalo.

Por tanto, queda comprobar la continuidad en el punto x = 1.
i) Existe f(1) =12=1.

ii) Existen y son iguales los limites laterales,

lim f(z) = lim 22 =1

z—1- TN= ’ .
lim f (:L‘) = l{m 1/.’13 =1 = il__)rnlf (‘T) = 1:
o1t r—1t

luego existe el limite de la funcién en el punto indicado.
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iii) Y por i) y ii) se tiene que:
f(1)=1=limf ().
z—1

Luego, la funcién es continua en x = 1, y por tanto en todo el dominio
de definicion.

A continuacion, se estudia la derivabilidad. Se sabe que la funcion es deri-
vable en los intervalos (0,1) y (1, 00) por ser las funciones en esos intervalos
derivables.

En x =1 se hallan las derivadas laterales en el punto:

1
N '
Bl o f(1+h)""f(1)_ . 1+h
Fr)= hl—lfng h B hlif]([ﬁ h
-1
— l‘ _— = —1].
h—1>%1+l+h !
oy g FAER)-F) o (1+h)P-1
f7) = = = =2

Como f'(17)=2# f'(1*) = —1, la funcién no es derivable en z = 1.
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Problema 7.1. Halla la derivada cuarta de las siguientes funciones:
a) f(z) = 32° 4 2z — 423 + 5x2 b) f(x) = sen(3z)

¢) f(x) = 4>
Solucio6n.

a) f(x) = 3x% + 2z* — 423 + 522
f(z) = 152* 4 823 — 1222 + 10z

f"(z) = 6023 + 242% — 24z + 10
" (z) = 18022 + 48z — 24
F)(z) = 360z + 48.
b) f(z)=sen(3z)
f'(z) = 3cos(3z)
f"(z) = —9sen(3x)
f"(z) = =27 cos(3x)
f)(z) = 81sen(3z).

=

c) f(z)=4e*

fl(z) = 12
f"(z) = 36€%
"(z) = 108¢*
fi“)(:z) = 324¢3F

00

Problema 7.2. Halla las derivadas sucesivas de las siguientes funciones
hasta que se anulen:

a) f(z) =7z®> -5z +7 b) f(x) =23 —22%2+3z -9

¢) fle)=2z* - 332 -7
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Solucioén.

a) f(z) =722 -5z +7

Las derivadas sucesivas de un polinomio a partir de la derivada de
orden igual al grado del polinomio son todas nulas. Por tanto, en este
caso, solo hay que hallar las derivadas primera y segunda:

£ @)= 4y =5
f(x) =14
f”/(l‘) . fi”)(:c) == fn)(l‘) =10.

b) f(z) =% —222+3z -9

El grado del polinomio es 3, luego las derivadas cuarta y siguientes se
anulan, es decir, valen 0.

fl(x) =322 -4z +3

(@) = 6 — 4
f"(z) = 6
fw)(:l,‘) = fv)(g;) == f’l)(:r) =0.

c) f(z) =2z 322 -7

El grado del polinomio es 4, por tanto, las derivadas quinta y siguientes
son 0.

f'(z) = 8z — 62

f(z) =242 — 6

f"(z) = 48z
fi)(z) = 48
@) =...= fz) =0
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Problema 7.3. Halla la derivada n-ésima de la funcién f(z) = e™*.

Solucioén.

Problema 7.4. Estudia el crecimiento de las siguientes funciones:
a) f(x)=x3-3z-1 b) f(z) = *(z? — Tz + 14)

—(z2 +4) =3z
T V=

c) f(z) =

Solucién.

a) fx)=a3-3z—1

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento vienen delimitados por
puntos en los que no existe la funciéon o por puntos en los que la
derivada es igual a 0.

En primer lugar, se estudia cudl es el dominio de la funcién, y como
la funcién es un polinomio, su dominio es el conjunto de los nimeros

reales.
Dom (f) = R.

En segundo lugar, se calcula la derivada de la funcién
f'(x) =322 -3

y se iguala la derivada 0,
flz)=322-3=3-1)=3(x—-1)(z+1)=0=z = +1.

Obteniéndose de esta forma los intervalos de crecimiento y decreci-
miento:

(=00, -1),(—=1,1) y (1, 00).

A continuacién, se determina el signo de la derivada en cada uno de
los intervalos:
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(_OO’_]') (_lvl) (1,00)
z—1 = - T
&+ 1 = + ir
f'(z) + - +
f(z) Va N\ /

Por tanto, la funcion es:
Creciente en los intervalos: (—o0,—1) U (1, 00).

Decreciente en el intervalo: (—1,1).

b) f(z) = €*(z% — Tz + 14)

En primer lugar, se estudia cual es el dominio de la funcién, que vendra
dado por todos los puntos en que existe la funcién

Dom f = R.
En segundo lugar, se calcula la derivada de la funcién
i) = ex(:z2 —Tzx+14)+e"(22-7) =

= e*(z% — 5z + 7).

Se puede comprobar que ninguno de los factores se anula para cual-
quier valor de x :

f'(z) > 0 Vz € Dom (f),

entonces se puede asegurar que la funciéon f(zx) es creciente en todo

su dominio.
2
o) fy= Y

El dominio de f(z), al ser un cociente de polinomios, es todo R a
excepcion de aquellos valores que anulan el denominador, por tanto:

Dom (f) = {z € R/2z # 0} = R\{0}.

Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion, se halla la derivada:

_—21‘-2m——(—(a¢2+4))-2_4—12 (2-z)(2+2x)

fl(m)— (2:E)2 T 92 272
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y, a continuacion, se iguala la derivada a 0,

2-z)2+zx)

212

fl(z) =
Por tanto, los intervalos a estudiar son
(=00, —2) (-2, 0), (0, 2) y (2,00).

Se evalua el signo de la primera derivada en los citados intervalos y

se tiene:
(=00,=2) | (=2,0) | (0,2) | (2,00)
2% T i H -
24z - + + +
N I
f(z) v v e N\

Por tanto, la funcién es:
Creciente en los intervalos: (—2,0) U (0, 2).

Decreciente en los intervalos: (—oo, —2) U (2, ).

Q) f@)=

El dominio de f(z) es

Dom (f) = {z € R/z # 4} = R\ {4}.

Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcién, se halla la derivada:

-3(z—-4)—(-3z) 12

f’(g;): (.’L‘—4)2 _(1_4)2

y, a continuacion, se iguala a 0,

ey 1B
f@) = =g #0

Como la derivada es siempre positiva, la funciéon es creciente en todo
el dominio, es decir, es creciente en los intervalos: (—oo,4) U (4, 00).
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Problema 7.5. Estudia el crecimiento de las funciones:

a) f(z)=4- =  b) f(z) = z* — 62

22
z3 1
&) flw)==—= d) f(z) = 57—
Solucién.
a) f(z)=4-

El dominio de la funcién es
Dom (f) = {z € R/z? # 0} = R\{0}.

Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcioén, se calcula su derivada:

De donde se tiene que

f'(z) > 0 Yz € Dom (f).
Luego la funcién f(x) es creciente en todo su dominio.

b) f(z)= z* — 622

El dominio de la funcién es

Dom (f) = R.

Para determinar los intervalos de crecimiento, se deriva la funcién:

fl(z) = 42° — 12z = 4x(x2 -3).

Para determinar los intervalos de crecimiento, se iguala la derivada a
cero para obtener los puntos criticos:

r =

f’(x)=0=>4x(x2—3)=0=>{ e iy

A continuacién, se determina el signo de la derivada en cada uno de
los intervalos:
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(—oo, —\/5) (—\/5, O) (O, \/5) (\/g, -+—oo)
z - - - +
z+ V3 - + + +
z—V3 — — — +
f'(z) - = - +
f(z) N / N /

Por tanto, la funcion es:
Creciente en los intervalos: (—v/3,0) U (v/3, ).
Decreciente en los intervalos: (—oo, —\/5) U (0, \/5) ;

3

¢) f@) = ——

En primer lugar, se estudia cuél es el dominio de la funcién:

Dom (f) = {z € R/z — 1 # 0} = R\{1}.
Luego se calcula la primera derivada:

322z —1)—2®  22°—32% 2%(2z-3)

(-12 = (@-1? (z-172"°

f(=)

Se iguala la primera derivada a 0 para estudiar los puntos criticos que
determinen los intervalos de crecimiento.

flx)=0= 2?2z -3) =0= { xw==3(/)2

A continuacién, se determina el signo de la derivada en cada uno de
los intervalos:

(—00,0) | (0,1) | (1,3/2) | (3/2,400)
z — + + +
2r -3 - — — i
f@ T+ [ -1 - +
f(z) / N N /

Por tanto, la funcién es:
Creciente en: (—00,0)) U (3/2,00).
Decreciente en: (0,1) U (1,3/2).
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d) f(@)=

El dominio de la funcion es:
Dom (f) = {x € R/z® —1 # 0} = R\{-1,1}.
La derivada de la funcién es:
-2
f'(x) = @1
Se iguala la derivada 0, f'(z) = 0=z = 0.
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son:

(=00,-1),(-1,0),(0,1) y (1,00)

A continuacién, se evalua la derivada en cada uno de los intervalos,
teniendo en cuenta que el denominador siempre es positivo:

(_OO’_I) (_1’0) (071) (1,00)
F@ |+ r | - I —
f(z) /" / Y v

Por tanto, la funcién es:

Creciente en: (—oo,—1) U (—1,0).
Decreciente en: (0,1) U (1, 00).

o0

Figura 7.1: Intervalos de crecimiento en una funcién a trozos
hd

i

o -2 2 4
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Problema 7.6. Dada la funciéon f(z) definida a trozos, cuya grafica se
representa en la Figura 7.1, estudia el crecimiento y decrecimiento en el
intervalo [—5,3] y obtén el signo de la derivada en cada subintervalo.

Solucion.

De acuerdo a la grafica, podemos observar los siguientes intervalos: (—5, —4),

(_4~ _2)a (_2’ _1)’ (_1a O)a

= En el intervalo )

5
= En el intervalo (—4,
-2,—

s En el intervalo

)

(0,1), (1,2)

y (2,3). Se estudia cada intervalo:

—4), la funcién es constante, luego f'(z) = 0.

—2), la funcién es constante, f'(z) = 0.

1), la funcién es decreciente, f'(z) < 0.

s En el intervalo (0, 1), la funcion es decreciente, f'(z) < 0.

» En el intervalo (1,2), la funcién es creciente, f'(z) > 0.

(=
(-
(=
» En el intervalo (—1,0), la funcion es decreciente, f'(z) < 0.
(
(
(

s En el intervalo (2, 3), la funcién es constante, f'(x)

o

=0.

Problema 7.7. Halla los extremos locales de las siguientes funciones:

a) f(z) =23 -3z—-1

Solucioén.

a) f(z)=23-3z-1

) $ls) = 25— 4o

— 2224122 -7

Como es una funcién polinémica es continua en todo R, luego se puede
aplicar el criterio de la primera derivada.

Por el problema 7.4 se conocen la primera derivada, los puntos criticos
y los intervalos de crecimiento y decrecimiento:

fl(z)=32>-3=3(z>-1)=3(z-1)(z+1)=0=z = +1

(—OO""]-) (_lal) (I,OO)
71 - - T
| = + +
f(z) + = &
f'(z) / \y /
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Como en x = —1 la funcién pasa de creciente a decreciente, hay un
maximo en el punto (—1,1), y como en x = 1 pasa de decreciente a
creciente, hay un minimo en el punto (1, —3). Véase Figura 7.2 a).

Por el criterio de la segunda derivada, se halla la segunda derivada y
se evalian los puntos criticos:
f(z) =6z
f"(=1) = =6 < 0 = Maximo.

f"(1) =6 > 0 = Minimo.

b) f(z)=a2%—423 - 222 + 122 — 7

Como es una funcién polinémica, se sabe que es continua en todo su
domino. Se puede aplicar el criterio de la primera derivada para hallar
extremos locales.

i) Hallar la derivada de la funcion f'(z).

f'(z) = 42° — 1222 — 42 + 12.

ii) Igualar la derivada a 0, f’(x) = 0, y obtener los valores que seran
los puntos criticos.

fllz)=42® - 1222 -4z +12=0z=1,2=-1,yz=3

fl@)=(z-1)(z+1)(z-3).

iii) Establecer los intervalos que quedan definidos por los puntos cri-
ticos.

(—o00,-1),(-1,1),(1,3) y (3,00).

iv) Estudiar el crecimiento y el decrecimiento en cada intervalo.

(—OO,—I) (_171) (173) (37 OO)
2+ 1 - & + +
z—1 - - + +
-3 - = = T
f'(z) - * - 2
f(z) N / N 2
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v) Sihay cambio de sentido del crecimiento entre intervalos contiguos,
entonces hay extremo relativo en ese punto. Por tanto, como la
funcién pasa de decreciente a creciente en el punto x = —1,
existe un minimo en el punto (—1, —16). Como pasa de creciente
a decreciente en el punto x = 1, hay un maximo en el punto
(1,0). Y como pasa de decreciente a creciente en el punto z = 3,
hay otro minimo en el punto (3, —16). Véase Figura 7.2 b).

También se podria haber utilizado el criterio de la segunda deriva-

da. Asi, una vez hallada la primera derivada y obtenidos los puntos
criticos, hay que hallar la segunda derivada:

f'(z) = 1222 — 24z — 4.

Y evaluar la segunda derivada para los puntos criticos:

f"(=1) = 32 > 0 = Minimo.
f"(1) = —16 < 0 = Maximo.
£"(3) = 32 > 0 = Minimo.

Figura 7.2: Maximos y minimos locales

(1.0)

(1.-3)

(3-16)

-6

a) f(z)=2° -8z -1 b) f(z) = 2* — 4a® — 22? + 120 — 7
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Problema 7.8. Halla los extremos locales de las funciones:
a) f(z) =2*(1 — )3 b) f(z) = e*(2® - Tz + 14)

— (2?2 +4)

¢) (&) = =

Solucion.

a) f(z) =2%(1-2)°
Por el criterio de la primera derivada hay que:
i) Hallar la derivada de la funcion.
fl(z) =423(1 — 2)3 - 32%(1 — 2)? = 2%(1 — 2)?(4 — T2).

ii) Igualar la derivada a 0, f'(z) = 0, y obtener los puntos criticos.

fllx)=231-2)24-T2)=02=0,2=1, yx=$.

iii) Establecer los intervalos a estudiar.

(—00,0), (o, ;) : (;1) y (1,00).

iv) Estudiar el crecimiento y el decrecimiento en cada intervalo.

EOIOIEE

w0 — + = +
(1-x)° -+ + + +
4—Tzx + + - -

f'(z) - + - -

f(z) hY / N hY

v) Como la funcién pasa de decreciente a creciente en el punto z = 0,
existe un minimo en el punto (0,0). Como pasa de creciente a
decreciente en el punto * = 4/7, hay un maximo en el punto
(4/7,6912/823433). Y como a la izquierda y a la derecha del
punto z = 1 es decreciente, entonces no hay minimo ni méaximo.

b) f(z) = e®(2? — Tz + 14)

Por el Problema 7.4 esta funcién es creciente en todo su dominio,
luego no tiene extremos locales, ni méximos, ni minimos.
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2
—(z*+4
o) fla) =i 4
2%
Por el Problema 7.4 se conocen la primera derivada, los puntos criticos
y los intervalos de crecimiento y decrecimiento:

2-z)2+)
222

Flah= - =0= 1 =42,

(—00,-2) [ (=2,0) [ (0,2) | (2,0)
f(z) N K b N

Como para x = —2, la funcién pasa de decreciente a creciente, hay
un minimo en el punto (—2,2), y como para z = 2, pasa de creciente
a decreciente, hay un maximo en el punto (2,—2). En z = 0 no esta
definida la funcién ni su derivada.

Por el criterio de la segunda derivada:

22222 - (4—2?)4x  -42® - 16z +42° 4

f'(a) dt B 4 s
(-2) = (:24)3 = % = % > 0 = Minimo.
(2 = % . %4 = % < 0 = Maximo.
0o

Problema 7.9. Halla los extremos locales de las funciones:

a)f(x)=4—§ b) f(z) = z* — 622

3
i@ =27 ) fE) =
Solucion.
a) fx)=d-

Para esta funcién, se tiene por el Problema 7.5 que es creciente en todo
su dominio, luego no tiene extremos locales, ni méximos, ni minimos.
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b) f(x) =z — 622

Por el Problema 7.5 se tienen los puntos criticos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento:

(@) = 42® — 120 = 42%(2z — 3) = I
fl(z) = 4z° — 122 = 42°(2z — 3) 0=>{x=:t\/§

(—o0, _\/3) (’-\/g’ 0) | (o, \/3) (\/'?:’ +00)
f(z) — + - +
f(z) hY / hY Ve
Luego se puede asegurar que:
» para £ = —/3 la funcién pasa de decreciente a creciente, por

tanto, hay un minimo en el punto (—v/3,-9),

» para z = 0 pasa de creciente a decreciente, por tanto, hay un
maximo en el punto (0,0) y

» para = = v/3 pasa de decreciente a creciente, por tanto, hay un
minimo en el punto (v/3, —9).

Alternativamente, por el criterio de la segunda derivada, se halla la
segunda derivada y se evaliian los puntos criticos:

f(z) =122% — 12
f"(=v3) = 24 > 0 = Minimo.
f"(0) = —12 < 0 = Maximo.
f"(V3) = 24 > 0 = Minimo.

3

c) f(z) =

Por el problema 7.5 se tienen los puntos criticos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento:

r—1

g T2z —3) z=10
Fe) === _0=>{ z=3/2

(—00,0) | (0,1) | (1,3/2) | (3/2, +00)
F@ - |- | - ¥
S TS 1S 7
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Luego:

= para el punto z = 0, no hay cambio, no existe extremo local.
» para z = 3/2, la funcién pasa de decreciente a creciente, hay un
minimo en el punto (3/2,27/4).

Alternativamente, por el criterio de la segunda derivada, se halla la
segunda derivada y se evaltian los puntos criticos:

w, _ 2x(z? — 3z + 3)
f ('T) - (1‘ = 1)3

f”(0) =0 = No se sabe.
f"(3/2) = 18 > 0 = Minimo.

d) ()= o

Por el problema 7.5 se tienen los puntos criticos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento:

(o0, D [ L [©0,1) [ (1,)
7@+ -1 -
@l 7 T 7 TS S

Como en z = 0 la funcién pasa de creciente a decreciente, hay un
maximo en el punto (0, —1).

Por el criterio de la segunda derivada, se halla la segunda derivada y
se evaliian los puntos criticos:

noN 62 + 2
f (w)—m

f"(0) = =2 < 0 = Méaximo.

oo

Problema 7.10. Estudia los extremos absolutos de las funciones siguientes
en el intervalo [0,2]:

a) f(r)=2%-3z-1 b) f(z) = ®(z? - Tz + 14)
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Solucion.

Figura 7.3: Extremos locales y absolutos

4

60

-3 o 2 4 (2,29.56)

(0.-1) [
/ (0.14)

(1-3)

a) f(x)=23-3x -1 b) f(x) = e*(2? — Tz + 14)

3

a) fz)=23-3z -1

Se aplica el método de los extremos absolutos:

i) Obtener los puntos criticos de la funcién. Por el problema 7.8 se
tiene z = 1.

ii) Hallar los extremos locales, lo que se ha hallado anteriormente,
encontrandose un minimo en el punto (1, —3).

iii) Evaluar la funcién en los extremos del intervalo, y se tiene:

f(0)=-1
£(2) = 1.

iv) El mayor de los valores de la funcion obtenido para los extremos
locales y los extremos de los intervalos sera el maximo absoluto
en el intervalo, y de forma analoga el menor de los valores de la
funcién, el minimo absoluto.

Como
f(H)==-3<f(0)=-1<f(2) =1,

existe un minimo absoluto en el intervalo [0,2] en el punto z = 1, y
un méximo absoluto en el punto x = 2. Véase Figura 7.3 a).



Capitulo 7 295

b) f(z) = e*(a® — Tz + 14)

Por el ejercicio 7.3 se sabe que esta funcién es creciente en todo su
dominio, luego no tiene extremos locales: ni méximos, ni minimos.

Se evalia la funcién en los extremos del intervalo:

f(®) =14,
£(2) = 4e? ~ 29, 56.

Por tanto, el minimo absoluto en el intervalo se encuentra en el punto

x = 0, y el méximo absoluto se encuentra en el punto z = 2. Véase
Figura 7.3 b).

0

Problema 7.11. Estudia si la siguiente funcién verifica el teorema de Rolle
en el intervalo [0, 1], en caso afirmativo halla el valor en el que la derivada
se anula:

f(z) =32% -3z +1.

Solucion.

Figura 7.4: Teorema de Rolle

(112,1/4)

~14

f(@) =322 -3z +1
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En primer lugar, se tiene que la funcién es continua en [0,1] y es derivable
en (0,1).

En segundo lugar, se verifica que se cumplen las hip6tesis del teorema de
Rolle:

1.
Y como f(a) = f(0) =1 = f(1) = f(b), se tiene que existe al menos un
punto ¢ donde la derivada se anula, f'(c) = 0. Véase Figura 7.4.

Ahora se halla la primera derivada y se iguala a cero para obtener el punto
buscado:

f’(:i:)—62:—3—0::v—§—l

B B 6 2

o0

Problema 7.12. Estudia si la siguiente funcion verifica el teorema de Rolle
en el intervalo [0, 7] y en caso afirmativo halla el valor en el cual la derivada
se anula:

f(z) = 3sen(z).
Solucion.

La funcién es continua en [0, 7] y es derivable en (0, ), y se verifica que la
funcién es igual en los extremos del intervalo:

f(0)=3-sen(0) =0
f(w) =3 -sen(w) = 0.

Y como f(a) = f(0) = 0 = f(w) = f(b), se tiene que existe al menos un
punto ¢ donde la derivada se anula, f'(c) = 0.

Se halla la primera derivada y se iguala a cero para obtener el punto buscado:

f'(x) = 3cos(z) =0 = cos(z) =0=>z = g

(0.9

Problema 7.13. Halla el punto que cumple el teorema del valor medio en
el intervalo [0, 1] para la funcion:

f(z) = 3z% — 2z + 2.
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Solucion.

La funcién es continua en [0, 1] y es derivable en (0, 1), entonces existe un
valor c del intervalo tal que:
fb) = fla) _ f(1)—f(8) 3-2

/ — — — —
flo==———="7—¢ =1-0-"

Se halla la primera derivada y se iguala al valor obtenido, para obtener el
punto buscado:

1
f'(a:)=6m—2=1=>:1:=§.

o0

Problema 7.14. Halla el punto que cumple el teorema del valor medio en
el intervalo [0, 1] para la funcion:

322 — 2z + 2
fla) = =2

Solucion.

La funcién es continua en [0, 1] y es derivable en (0, 1), entonces existe un
valor ¢ del intervalo tal que:

e = F=1O
_3-(=D _
=1 77

Se halla la primera derivada y se iguala al valor obtenido, para obtener el
punto buscado:

322 — 12z + 2

!

= _ " " =9

322 —12c +2= -2z -2°=
2 -4z +2=0.

Las raices =2 — /2 y £ = 2 + /2 son los candidatos a cumplir el TVM
pero solo es valida £ = 2— v/2, ya que la otra no pertenece al intervalo [0,1].

o0
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Problema 7.15. Prueba que la siguiente ecuacién tiene a lo sumo una raiz
real:

6x° + 122 — 6 = 0.

Solucion.

Dada f(z) = 62° + 12z — 6, supéngase que existen dos valores a,b € R,
siendo a # b, tales que f(a) = f(b) = 0, es decir, que la ecuacién posee dos
raices reales.

Entonces como f es continua y derivable en todo R por tratarse de una
funcién polindmica, al aplicar el teorema de Rolle se podria afirmar que
existe c€ R, con a < ¢ < b tal que f'(c) = 0.

Sin embargo:

f'(z) =302 + 12 #0, Vz € R.
Es decir, no existe ningn valor que anule la primera derivada y, por tanto,
no pueden existir dos numeros reales distintos a y b que anulen la funcién.

En consecuencia la funcién tiene como maximo una raiz real.

o0

Problema 7.16. Dada la siguiente ecuacién, demuestra que tiene al menos
una solucion en el intervalo (0,2). (Nota: Aplica el teorema de Cauchy).

e® (~cos2+1)+ (1 —e*)senz =0

Solucion.

Se expresa la ecuacion propuesta como:

et et -1

senz —cos2+1

para que tenga una expresion aniloga al teorema de Cauchy.

Sean:

f(z) = €*,

g(x) = —cosz.

Por tanto, f(2) = €%, f(0) =1y g(2) = —cos2y g(0) = —1.
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Ambas funciones son continuas en [0,2] y derivables en (0,2), y sus derivadas
son f'(z) = 2e?* y g'(z) = senz. Por tanto, por el teorema de Cauchy
existira un valor ¢ € [0, 2], tal que:

lo cual equivale a

2e2C 64 . 1 64 . 1

senc  —cos2— (—cos0) —cos2+1’

y se puede afirmar que existe ¢ € [0,2], que es la solucién de la ecuacion
buscada.

o0

Problema 7.17. Determina los intervalos de concavidad y convexidad de
las siguientes funciones:

a) f(z) =23 ~ 622+ 11z -6 b) f(z) =2% — 423 — 222 + 122 — 7

Solucion.

a) f(z) =23 -62%2+ 11z -6

Por el método para estudiar la concavidad o convexidad de una fun-
cion se han de seguir los siguientes pasos:

i) Se halla la segunda derivada de la funcioén:
f'(x) = 32% — 12z + 11
f"(z) =6z —12 =6(z — 2).
ii) Se iguala la segunda derivada a 0,
f'(z) =6(z—-2)=0=>z=2.

iii) Se establecen los distintos intervalos de estudio, en este caso:
(=00,2) y (2,00).

iv) Se evalua el signo de la derivada segunda en cada uno de los
intervalos obtenidos y se aplica el criterio de concavidad.
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(—00,2) | (2,00)
f'(z) - +
f(x) N U

Por tanto la funcion es concava o concava hacia abajo (M) en (—oo,2)
y convexa o concava hacia arriba (U) en (2, 00). Véase Figura 7.5 a).

b) f(z) =% — 423 — 222 4 122 — 7
i) Se halla la segunda derivada de la funcion:
fl(z) = 42 — 122% — 4z + 12
f(z) = 1222 — 24z — 4.

ii) Se iguala la segunda derivada a 0:

&
I
A
|

f'x)=12e2 -4z -4=0=

&

i

—

+
Sl

iii) Se establecen los distintos intervalos de estudio:

2 2 2
8 =1—— ! :1::1——’(1; =1+—
(Oo’xl \/§> (1 V3 \/§>y

s+ o)

iv) Se evalua el signo de la derivada segunda en cada uno de los
intervalos obtenidos y se aplica el criterio de concavidad.

(—o0,z1) | (z1,72) | (22, 00)
T —x — + i
I — X9 = = i
[ (z) + - +
I (=) U N U

Por tanto, la funcién es concava o céncava hacia abajo (M) en

(-3
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y convexa o concava hacia arriba (U) en

(3o )

Véase Figura 7.5 b).

Figura 7.5: Concavidad y convexidad

"

F e

2 ] NS H 11 5 4 4 o 2 4 1 8
-10,
2

-4

a) f(z) =23 —622+1lx—6 b) f(z) =a* —42® — 222 4+ 120 — 7

o0

Problema 7.18. Determina los intervalos de concavidad y convexidad de
las siguientes funciones:

a) f(r)=23-3z-1 b) f(z) = e*(z? — Tz + 14)

TR
Q) Az) = % d) f(z) = z*(1 - z)®

Solucioén.

a) flz) =23— 8 -1
Se calcula la segunda derivada y se iguala a cero:
fle) =822 — 3,
(=) = 65 =0= 3.

Se estudia el signo de f” (x) en los intervalos:
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(—OO, O) (07 OO)
f"(z) - +
f(z) N U

Por tanto, la funcién es concava o concava hacia abajo (N) en (—oo, 0)
y convexa o concava hacia arriba (U) en (0, 00).

b) f(z) = e*(2? — Tx + 14)

Se calcula la segunda derivada y se iguala a cero:

fllz)=e®(2® —Tz+14)+ (22— 7) = (2> — bz + 7)

=l

f"(z) = e*(x2=5z+7)+e*(22—5) = * (2> —32+2) = 0 = { v =2

Se estudia el signo de f” (x) en los intervalos:

(—00,1) (172) (2300)
i + il i
(x-1) = + +
G- - [ - | +
f" (x) + - il
f(x) U N &

Por tanto, la funcién es céncava o concava hacia abajo (N) en (1,2) y
convexa o concava hacia arriba (U) en (—o0,1) y en (2, 00).

2
0 fla)= 2

Se calcula la segunda derivada y se comprueba que no se anula en
ningin punto:

4 — g2

fl(z) = 53
fi(z) = —21212 — (4 — :1:2) 4x _ —_4
44 3

Se estudia el signo de f”(x) en los intervalos formados teniendo en
cuenta el dominio.

(—OOaO) (0700)
f"(2) + =
f(z) U n
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Por tanto, la funcion es concava o concava hacia abajo (N) en (0, 00)
y convexa o concava hacia arriba (U) en (—o00,0).

d) f(z)=2*(1~z)°
i) Determinar f” (z)
f(z) = 42*(1 — )3 - 32*(1 — z)?
f(z) =321 — 2)2(4 - 72) - 223(1 — ) (4 — T2) — T23(1 — 2)? =
f"(z) = 62%(1 — z)(2 - 8z + 7z?)

ii) Igualar f”(z) a cero

w1=0\/_
4 2
" 2 2 3:2:7—7
fi(z) =62°(1—2)(2 -8z + 7z*) =0 i 2
il e

T4 =1

iii) Determinar intervalos
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(—O0,0) (0,1‘2) (:z?’x3) (‘7"3’ 1) (1’00)
2 -~ + + + +
A ()| R R
l—z + + + + —
f(x + + - + =
f(z) U U N U N

Por tanto, la funcién es céncava o concava hacia abajo (M) en los

, 4 V2 4 V2 ) _

intervalos =T — = | ¥ (1,00) y es convexa o concava hacia
4 2 4 2

arriba (U) en los intervalos (-0, 0), (0, == 4) y <7 + 4, 1>.

o0

Problema 7.19. Determina los intervalos de concavidad y convexidad de
las siguientes funciones:

a)f(x)=4~-§2; b) f(z) = z* — 6x2

z3 1

) f@) =" &) @)=

Solucién.

a) f(z)=4-

Se calcula la segunda derivada y se comprueba que no se anula en
ningin punto:

7 1
fi(z) = s
2
f'@)=-—

Se estudia el signo de f”(x) en los intervalos formados teniendo en
cuenta el dominio.

(—00,0) | (0,00)
@) |+ -
f(z) U N
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Por tanto, la funcién es concava o concava hacia abajo (N) en (0, oo)
y convexa o concava hacia arriba (U) en (—o0,0).

b) f(x) =z — 622

c) fz)=

Se calcula la segunda derivada y se iguala a cero:
f’(x) = 41‘3 — 12z

z=-1

" _ 2 _19_ 2 _ 1) =
F(z) = 1222 =12 = 12(2% - 1) 0=>{m=+1

Se estudia el signo de f” (z) en los intervalos:

(=00, —1) | (=1,1) | (1,+00)
@+ = o
f(z) U N U

Por tanto, la funcién es concava o céncava hacia abajo (N) en (—1,1)
y convexa o concava hacia arriba (U) en (—oo,—1) y en (1, +00).

3

s — 1
Por el problema 7.9 se conocen la primera derivada, los puntos criticos
y los intervalos de crecimiento y decrecimiento:

A z2(2z — 3)
fi(z) = a=1F

Igualando la segunda derivada a cero:

y estudiando los signos en los intervalos obtenidos, nétese que (z2 —
3z + 3) es distinto de @ para cualquier valor de z y para z = 0 su valor
es 3, por lo que se puede afrmar que la expresion es siempre positiva.

(—00,0) | (0,1) | (1,+00)

x = + +
(x—1)° — = +
f"(z) + - +
f ) U N u
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Por tanto, la funcién es concava o concava hacia abajo (N) en (0,1) y
convexa o céncava hacia arriba (U) en (—o0,0) y en (1, +00).

1
d =
Se calcula la segunda derivada:
—2z
f/(;z;):(2:2—_1)—2:()=>1:=()T
6% + 2
f'(x) = -1 # 0.

Como f” (z) no se anula en ningin punto, construimos los intervalos
teniendo en cuenta que el dominio es Dom(f) = R\ {-1,1}.

" oz +2
(o) = (x —1)3(z +1)3 70
(—o0,—-1) | (—1,1) | (1,00)
z+1 - £
¢ — 1 = = s
f'(x) + - +
f(x) U N U

Por tanto, la funcion es concava o céncava hacia abajo (N) en (—1,1)
y convexa o céncava hacia arriba (U) en (—oo,—1) y en (1, +00).

oo

Problema 7.20. Estudia la existencia de puntos de inflexién en la siguiente
funcion:
f(z) =2® - 62>+ 11z -6

Solucion.

Se va a estudiar la existencia de puntos de inflexién por el método del
criterio de la segunda derivada para puntos de inflexion:

i) Se halla la primera y segunda derivada de la funcion,
fl(z) = 322 — 12z + 11

f"(x) = 6z — 12 = 6(x — 2).
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ii) Se iguala la segunda derivada a 0,
Fz) = 6(z —2) =0=w=2,
iii) Se establecen los distintos intervalos de estudio, en este caso: (—o0,2)
y (2,00).

iv) Se evalua el signo de la derivada segunda en cada uno de los intervalos
obtenidos y se aplica el criterio de concavidad.

(=00,2) | (2,00)
@ - | +
He) N U

Por tanto, la funcién es céncava o céncava hacia abajo (N) en (—o0,2) y
convexa o concava hacia arriba (U) en (2, 00).

v) Si hay cambio de sentido de concavidad entre intervalos contiguos, en-
tonces hay cambio de inflexién en ese punto. Por tanto como la funcién
cambia de concava a convexa en el punto x = 2, se puede asegurar
que hay un punto de inflexién en (2,0). Véase Figura 7.6.

Figura 7.6: Funcién con punto de inflexién I

(2,0)
0 1[\/ 4
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Problema 7.21. Estudia la existencia de puntos de inflexién en las siguien-
tes funciones:

a) f(z) =2t — 423 - 22+ 1220 — 7 b) f(z) = 2*(1 - =z)?

Solucion.

a) fg) =at— 4P - 22+ 125 — 7
Se sabe por el problema 7.17 b) que:

ERNETRICD
U

FYiz) +
f (=) U N

Por tanto, la funcion es coéncava o céncava hacia abajo (N) en el in-

2 2
tervalo (1 — —=,1+ —=) y convexa o céncava hacia arriba (U) en los
( 7 \ég) y 2 (V)
intervalos (—oo,1 4+ — 11— —,00).
( \/3) y ( 7 )
2
Como hay cambio de sentido de concavidad en el punto z =1 — 75,

hay punto de inflexién en ese punto. Y como también hay cambio de
2 . .
concavidad en el punto z = 1 + —= , hay otro punto de inflexién en

V3

ese punto.

b) f(z) = 2%(1 - a)?
Se sabe por el apartado c) del problema 7.17 que:

(_0070) (071'2) (.’1,'2,.’173) (.TI3,].) (1700)
@)+ + - + -
fi=) u u N u N

Por tanto, la funcién es coéncava o concava hacia abajo (N) en los
V2 V2
7 7

y (1,00) y es convexa o concava hacia

arriba (U) en los intervalos (—oc,0), <0, % - ?) ] (; * \/75, 1)-

intervalos | = — é
7 T

V2

: A . 4
Como hay cambio de sentido de concavidad en el punto z = = — —,
hay punto de inflexiéon en ese punto. Como también hay cambio de
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V2

. 4 . .
concavidad en el punto £ = = + — , hay otro punto de inflexién en
ese punto. Y como hay otro cambio de concavidad en el punto x = 1,
hay otro punto de inflexién en ese punto.

También se podria haber utilizado el criterio de las 7 — 1 derivadas.

Asi, una vez halladas la primera y segunda derivada, e igualando esta
ultima a 0, se obtienen los posibles candidatos a puntos de inflexion:

z=0
;z:—4 V2
A
:c—‘é-i-\/§
T
2 = |l

Se halla la siguiente derivada, la tercera, y se evalian los puntos:

f"(z) = —62(352% — 6022 + 30z — 4)
f"(0) = 0 = No se sabe
f"(1) = =6 # 0 = Pto. inflexion

4 2
i <:7. — 4) = —1,49 # 0 = Pto. inflexion

£ <% i ?) = 2,29 # 0 = Pto. inflexi6n.

Para x = 0, se vuelve a derivar y a sustituir:
f(z) = —24(352° — 452 + 152 — 1)

y**)(0) = 24 > 0 = Minimo.

o0

Problema 7.22. Dadas las siguientes funciones halla los puntos de infle-
xion.
a) f(z) =223 — 1222 + 4 b) f(z) =23 -3z -1

—(z?
) f@) =@ - +14)  d) flo) = =12
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Solucién.

a) f(z) =223 - 1222 +4

Se va a aplicar el método del criterio de las » —1 derivadas para puntos
de inflexion:

i) Se hallan la primera y segunda derivadas de la funcion:
f'(z) = 622 — 24z,
f(z) =12z — 24.
ii) Se iguala la segunda derivada a 0:
fiz)=12c-24=0=3=2.
iii) Se halla la tercera derivada:
Fz) =12 £ 0.

iv) Se evalua la tercera derivada para los puntos obtenidos en el paso
ii). Si el valor obtenido es distinto de 0, entonces es un punto de
inflexion. Luego existe un punto de inflexion en z = 2.

b) f(z)=a% -3z -1

Se va a aplicar el método del criterio de las r—1 derivadas para puntos
de inflexioén:

i) Se hallan la primera y segunda derivadas de la funcion:
f'(z) = 32% - 3,
f'(z) = 6z.
ii) Se iguala la segunda derivada a 0:
i) =6a="10=-z =0.

iii) Se halla la tercera derivada:

f"(z) =6 #0.

iv) La tercera derivada es distinta de 0 para cualequier punto, luego
existe un punto de inflexion en x = 0.
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c) f(z) =e%(z? ~ Tz + 14)
i) Se hallan la primera y segunda derivadas de la funcion:
f(x) = e*(z® - 5z + 7),
f(z) = e®(z? — 3z + 2).

ii) Se iguala a 0:

f”(x)=em(x2—3m+2)=0:{ iz;

Los posibles puntos de inflexién son z =1y z = 2.

iii) Se halla la tercera derivada:
f"(z) = e®(x® — 3z +2) + *(2x — 3) = *(z® —z - 1).
iv) Se evaltan los posibles puntos de inflexion:
(1) =€el(12-1-1-1) = —e # 0 = Pto. inflexién

f7(2) =€?(22 1.2 1) = €2 # 0 = Pto. inflexién

—(z2 + 4
d) f(z)= %
x
i) Se hallan la primera y segunda derivadas de la funcion:

4 — x2

I —_— ——,—,—,—,—

f (.’L‘) - 22:2 )

-4
f'(@)=— #0

ii) Como no hay puntos que anulen la segunda derivada:
—4
f'(z) = 3 70

iii) Entonces se puede asegurar que no hay puntos de inflexion.
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Problema 7.23. Halla los puntos de inflexién de las siguientes funciones:
3

a) f(@)=4-=  b)fe)=at-6a® ¢ fle) =5
]
d) f(:l'): 2 —1
Solucién.
a) f(&)=4-=
i) yii) Se calcula la primera y segunda derivada:
i 1
f@)=—.
" 2
fi(z)= 3 # 0.

iii) Como no hay puntos que anulen la segunda derivada, entonces se
puede asegurar que no hay puntos de inflexion.

b) f(z) = x* — 622
i) Se calcula la primera y segunda derivada:
f'(z) = 423 — 12z,
f(z) = 122° — 12 = 12(2® - 1).

ii) Seiguala f” a cero:

I . T z=-1
Finl= 1N 1)_0:>{m=+1
Luego x = 1 y x = —1 son los posibles puntos de inflexion.

iii) Se calcula f""
f"(z) = 24z.

iv) Se evaliian los puntos obtenidos en ii):
f"(=1)=24-(-1) = —24 # 0 = Pto. inflexién.

F"(1) =241 =24 # 0 = Pto. inflexién.
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d) f(z) =

i) Se calcula la primera y segunda derivada:

, z?(2z - 3
f(Z'):ﬁg—)’

_ 2z(z? — 3z + 3)

iz = =

ii) Se igual a cero la segunda derivada:

2z(z? — 3z + 3)

/" [ = =
Filz)y= @-1)? 0=z
iii) Se calcula la tercera derivada:
~6
" _
f (l‘) - (.’D— 1)4
iv) Se sustituyen los puntos obtenidos en ii):
f(0) = (0:761)4 = —6 # 0 = Pto. inflexién.
il
z2 -1
i) Se calcula la primera y segunda derivada:
? —2z
T) = ———s,
f@) =
622 + 2

f'(z) = m

ii) Como no hay puntos que anulen la segunda derivada, entonces se

puede asegurar que no hay puntos de inflexién.

ne x 622 + 2
L] (13)—(1,2—_1-)3#0-

oo

flx)=223-1222+4

Problema 7.24. Halla la ecuacion de la recta tangente que pasa por el
punto de inflexion de la funcién:
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Solucién.

i) Se calculan las derivadas primera y segunda:
f'(z) = 62% — 24z,
§{z) = 122 — 24,
ii) Se iguala a cero la derivada segunda:

(2 = 125 — =0 =3 29.

iii) Se calcula la derivada tercera:

£ (z) = 12.

iv) Al ser la tercera derivada distinta de cero, implica que z = 2 es punto
de inflexion.

La ecuacion de la recta tangente que pasa por un punto es:
Y — Yo = m(z — xo).
Como zg = 2, se calcula yo:
yo=f(2)=2-22-12.22 4+ 4= —28.
Y el valor de la pendiente es m = f’(x¢), es decir:

m=f(2)=6-22-24.2=-24.
Asi, la recta tangente que pasa por el punto de inflexion es:
Y+ 28 = —24(z — 2) = —24z + 48

y = —24x + 20.

Véase Figura 7.7.
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Figura 7.7: Funcién con punto de inflexién II

10

o0

Problema 7.25. Halla la ecuacién de la recta tangente que pasa por el
punto de inflexién de la funcién:

f(z) = 2® — 80x% + 3z

Solucion.

En primer lugar, se halla el punto de inflexién de la funcién:
f'(z) = 5z — 160z + 3

f"(z) = 2023 — 160.

Igualando la segunda derivada a 0, se obtienen los posibles puntos de infle-
xioén:
f(x) =202 -160=0= = = 2.

Se halla a continuacién la tercera derivada:

F4 () =60
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y se evalta en el punto:
fm (2) = 240 # 0
que como es distinta de cero, implica que el punto hallado es punto de
inflexion.
La ecuacion de la recta tangente que pasa por un punto dado (zq,yg) es:
¥ — yo = m(z — o).
Se ha hallado que zg = 2, se calcula yo:
yo=f(2) =2°-80-22+3.2 = —282.
Y el valor de la pendiente m es el valor de la primera derivada evaluada en
xIo:
m=f(2)=5-2-160-2 + 3 = —-237.
Luego se tiene que la recta tangente que pasa por el punto de inflexion es:
y+ 282 =—-237(x — 2) = —237x + 474,
y = —237Tz + 192.

o0

Problema 7.26. Halla el rectangulo de area méxima, cuyo perimetro es
igual a 20.

Solucion.

i) En primer lugar, se escribe la ecuacion principal a optimizar, en este caso
seria la formula del area de un rectangulo.

A=uzxy.

i) La ecuacion secundaria viene determinada por los datos conocidos del
perimetro:
P =2z + 2y = 20.

iii) Hay que transformar la ecuacion primaria en una ecuacién de una tunica
variable independiente a partir de las ecuaciones secundarias, para ello
en la ecuacién secundaria se despeja la y:
20 — 2z
V=7

Y se sustituye en la ecuacién primaria:

=10 — z.

A(z) = zy = (10 — z) = 10z — 22,
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iv) A continuacioén, se establece el dominio en que tiene sentido el problema,
por ser el drea una magnitud positiva o mayor que 0 se establece que
z > 0.

v) Seguidamente se hallan los puntos criticos de la funcién para con ellos
obtener los posibles extremos.

A(z)=10—-2z=0=z =5.

vi) Se evalia la funcién en los puntos criticos del dominio:
A'(z) = -2
A"(5) = -2 > 0 = Mazimo.
vii) Luego el valor hallado para x es 5 y a partir de ahi se obtiene el valor

de y:
y=10—-z =5.

Por tanto, se estd ante un cuadrado de lado 5, y el 4rea maxima es:

A=zy=>5-5=25.

oo

Problema 7.27. Ana y Beatriz quieren fabricarse su propio cuaderno de
apuntes de mateméticas con forma rectangular, y quieren minimizar el gasto
en papel. Sabiendo que los margenes laterales son de 1 cm cada uno y el
superior e inferior de 1,5 cm cada uno y que el espacio para tomar apuntes
ha de ocupar 96 em?, halla las dimensiones del cuaderno.

Solucion.

i) En primer lugar, se escribe la ecuacién principal a optimizar, en este
caso seria la férmula del &rea de un rectdngulo. La base es el ancho
del espacio para tomar apuntes més los margenes laterales, luego b =
z+ 141 =x+2. La altura es el largo del espacio para tomar apuntes
mas los méargenes superior e inferior, h=y+ 1,56+ 1,5 =y + 3:

A=(x+2)(y+3)=2y+3z+2y+6.

ii) La ecuacién secundaria viene determinada por el espacio para escribir
los apuntes, que es:
xy = 96.
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iii) Hay que transformar la ecuaciéon primaria en una ecuacion de una tnica
variable independiente a partir de las ecuaciones secundarias, para ello
en la ecuacion secundaria se despeja la y:

_ %
_.'b

Y

y se sustituye en la ecuacién primaria

96 96 192
A(:z:)=:ry+3$+2y+6=x;+3x+2;+6=3x+7+102-

iv) A continuacion, se establece el dominio en que tiene sentido el problema,
por ser el drea una magnitud positiva o mayor que O se establece que
xz > 0.

v) Seguidamente se hallan los puntos criticos de la funcién para con ellos
obtener los posibles extremos.

192 192
Aoy = —i=0=>z2=7=64=>x=:t8.

Se desecha el valor -8 por no estar dentro del dominio buscado.

vi) Se evaluia la funcién en los puntos criticos del dominio y en los extremos,
y el mayor es el que indicara el valor buscado:

384
A”(CE) = ?,
84
A"(8) = %— = % > 0= Minimo

vii) Luego el valor hallado para x es 8 y a partir de ahi se obtiene el valor
de y:
96 96
ahrbd o
Por tanto, las dimensiones del cuaderno son b = 24+ 2 =10y h =
y+ 3 =15y el area del cuaderno es:

12:

A= (z+2)(y+3)=(8+2)(12+3) = 150.




Capitulo 7

319
Problema 7.28. Calcula mediante la regla de L’Hépital los siguientes li-
mites:
2 3 11 4 _ 5
a) h,mx—+-:1: Qr-i-’m 4z b) lim 1 1
21 (1-2z)3 =0 \z e*—1
1 tanzx
c)limzinz d) lim (—)
z—0 -0 \ T
R . et
D i,
Solucion.
. 422 —923 + 1124 — 445
a) lim

z—1 (1 —:L')a

Aplicando la definicién de limite:

, r+z?2-9x3 + 1124 — 42> 0
lim =

r—1 (1 -—.’L‘)3 N 6

Se aplica por tanto la regla de L’Hopital, varias veces y se tiene:

" T+ 22— 923 + 112% — 42°

ol 1-2)?
. 142z —272% + 4423 — 202*
= lim
L'H z—1 —-3(1 = ;L')Q
2 — 54z + 13222 — 8023
= 1m
L'H z-+1 6(1 — 1')

~54z + 264z — 2402
= lim = 9.
L'H 21 6

Nota: Este limite se puede resolver simplificando.

El limite se puede reescribir como

r+22—92% 4+ 112 — 425 | —z(1-z)}(4z+1)
1fm = lim
T—1 (1 = 1’)3 T—1 (1 = CL‘)3

= limz(4s+ 1) = 6.

z—>1

1 1
If - —
) ml—% <x em—l)
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Aplicando la definicién de limites:

i 1 1 , ef—1—-=x
lim { — — =lim ———
z—0 \ x et —1 z—0 ac(e”“ — 1)

et —1
= lim —mMm8 ——
L'H z—0 (e* — 1) + ze®

; e’ 1 1
= hm _— = = -,
L'Hz—=0e® +eT+ger 14140 2
¢) imzlnz
z—0
Aplicando la definiciéon de limites:

limzlnz =0-o0.
z—0

Reescribiendo y aplicando la regla de L'Hopital se tiene:

Inz ., 1/z

Imzlnz =1lim — = lim ———~ =
z—0 z—0 1/:L‘ L'H 2—0 —1/:L‘2
2
_x ’
=lim — =1lm —z =0.
z—0 T z—0

1 tanx
d) lim (—)
z—0 \ T

Aplicando la definiciéon de limites:

1 tanx
lim ( — = odl.
z—0 \

Como es una funciéon potencial exponencial se toman logaritmos:

1)\ tane
L = lim <—> N
z—0 \ T

1 tanx 1 tanx
InL=1In|lim (—) = lim In <—> ]
z—0 \ T z—0 T
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= lim tanzlIn (l) = lim tanz (In1 —Inz) = lim —tanzlnz = 0-00.
x—0 3 —0 —0

Reescribiendo:

InL = lim (- T )
z—0 1/tanz
Aplicando L’Hoépital se tiene:

Inz , (1/x) . sen’z
m — = lim - ——————— = I =
z—0 1/tanz 2-0 (—1/sen?z) 250 =

= lim xsenx=1~0=0.
r—0 T
Por tanto:
InL=0=L=€e"=1
1 tanx
lim <—~> =1.
z—=0 \T
e)lim z*
r—0

Aplicando la definicién de limites:

lim 2* = 0°.
x—0

Como es una funcién potencial exponencial se toman logaritmos:

L = lim 2%,
z—0

InL=In [h'm xf] = lim In (z%).
z—0 z—0

Reescribiendo y aplicando la regla de L'Hopital se tiene:

, , Inzx
lIimzlnz = lim —
z—0 z—0 1/:1:
i 1/x
i 2
z—0 —1/:13
)
=lim —=1m —z=0.
r—0 T r—0

Por tanto:
ImL=0=L=¢"=1.

lim z* = 1.
r—0
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I
f) lim <

T—00 .’E2

Aplicando la definicién de limites:

Problema 7.29. Analiza y representa la funcién:

3z

fla)=--"

Solucion.

i) Determinar el dominio y rango de la funciéon. Como se trata de una
funcién racional, el dominio es todo R excepto los puntos en que se
anule el denominador. El denominador se anula en el punto z = 4.

El dominio de la funcion es:

Dom (f) = {z € R/z — 4 # 0} = R\{4}.

ii) Estudio de la continuidad de la funcién y de los posibles puntos de
discontinuidad. La funcién es continua en todo su dominio por ser
cociente de funciones continuas. En & = 4 presenta una discontinuidad
inevitable de salto infinito, pues los limites laterales existen y son

distintos:
3z
lim f(z) = lim — - = foo.
z—4— z—4- T —4
3T
h'm = l' —_ = — 1
z—>4+f(x) z—lrrfll*' r—4 o

iii) Determinar los puntos de corte de la funcién con los ejes.

1. Corte con el eje OX: y = 0 = f(x) = —
0 =Punto (0,0).

T —4
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3-0

2. Corte con el eje OY: z = 0 = f(0)=—m=0=~y=
0 =Punto (0,0).
iv) Estudio de simetrias y periodicidad de la funcién.
a) ;Es par?
o 3(-x) 3z

Luego no hay simetria respecto del eje OX.
b) ;Es impar?

—1(e) = ~(-gm) = 5 # oy = %)

Luego no hay simetria respecto del eje OY.

Como la funcién no es trigonomeétrica no se estudia la periodicidad.
v) Estudio de las asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

a) Asintotas verticales:
Como el denominador de la funcién se anula en el punto z = 4,
se puede afirmar que existe asintota vertical en £ = 4. Y se puede
comprobar mediante el limite cuando z — 4:

3T
If = lim — = +00.
z_l}Iér‘l_f(.”L‘) :1:—1>I¢rll'" z—4 -
Sz
If = lim — = —oc0.
:L'—l)Iéer“‘f(x) :L'—I>I£rtl+ z—4 >

b) Asintotas horizontales:

y = L es asintota horizontal de f si el limite de la funcién es L
cuando z — o0

3z

lim f(z) = lim — = -3.
a:—»oof( ) z—00 x—4
Luego en este caso existe una asintota horizontal en y = —3.

c) Asintotas oblicuas:

Dado que existen asintotas horizontales en todo el dominio no
existen asintotas oblicuas.
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vi) Estudio de la derivabilidad de la funcion y obtencién de puntos criticos.

Se calcula la primera derivada de la funcién:

fl(=z) =

12
(z—4)

5 > 0.

Y, como se puede observar, la derivada es siempre positiva.

vii) Anaélisis del crecimiento y decrecimiento de la funcién.

Como la derivada es siempre positiva la funcién es creciente en todo
su dominio, luego es creciente en los intervalos

(—00,4) U (4, 00).

viii) Hallar los extremos locales.

Como la derivada no se iguala a 0 en ningn punto se puede asegurar
que no hay extremos locales.

ix) Analisis de la concavidad, convexidad y puntos de inflexion.

Se halla la segunda derivada:

=) =

—24
(@— a7

Se establecen los posibles intervalos de concavidad y convexidad a
partir de los puntos criticos y los puntos de discontinuidad, evaluando
en los mismos la segunda derivada.

(—00,4) (4a +OO)
f."! + _
¥ U n

Por tanto, se tiene que la funcioén es convexa, U, en el intervalo (—oo, 4)

y es concava, N, en el intervalo(4, o).

Aunque la grafica pasa de convexa a concava en z = 4, como la funcién
no es continua en el punto se puede asegurar que no existe punto de
inflexién. Esto ya se sabia puesto que no existian puntos criticos.

x) Dibujar la grafica. Véase la Figura 7.8.
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Figura 7.8: Representacién grafica de una funcién

10

-5

o
o
o
o

oo
Problema 7.30. Halla la aproximacién lineal de la funcion f(z) = 22+ ¥z
en el entorno de z = 1 y comprueba el error cometido.

Solucio6n.

Se halla la derivada de la funcion:

f(z) =2z + %w_z/B.

Se evalua la funcién y la derivada en el punto:

La aproximacion lineal de la funcién f en el entorno de z = a viene dada
por

f(x) = f(a) + f'(a)(z — a)
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y en este caso, para x = 1 es

f(ac):?—f-g(x—l):ga:—%.

A partir de la aproximacién lineal se puede comprobar el error cometido
por la aproximacion, asi por ejemplo para x = 1,01, el valor de la funcion
es f(1,01) = 2,02342 y el valor de la aproximacion es 2,02333.

00
Problema 7.31. Halla la aproximacion lineal de la funcién f(z) = ze* —1
en el entorno de z = 2 y comprueba el error cometido.

Solucién.

Se halla la derivada de la funcion
f(z) = €* + ze”.
Se evalua la funcion y la derivada en el punto:

f(2)=2e* -1, f'(2) = €2 + 22 = 3¢2.

Y, por tanto, la aproximacion lineal de la funcién f en el entorno de z = 2
es:

fl@)~ f(2)+ f'(2)(z - 2)
f(z) ~ 2e? — 1 4 3e?(x — 2) = 3e?z — 4e? - 1.

A partir de la aproximacion lineal se puede comprobar el error cometido
por la aproximacion.

Asi, por ejemplo, para x = 2,01, el valor de la funcién es f(2,01) =
14,00126 y el valor de la aproximacién es 13, 99978.

00

Problema 7.32. Dada la funcién f(z) = €22, calcula la funciéon derivada
de f(z), y la derivada y la diferencial en el punto para z = 0.

Solucién.

La funcién derivada es
f(z) = 2¢%.
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La derivada de f(z) en el punto z =0 es
Flo =22"=3,
La diferencial de f(z) en el punto z =0 es

Df(2)=f (2)h=2-h=2h.

o0

Problema 7.33. Halla el polinomio de Taylor de tercer grado de la funcion
f(z) = ze* en el punto z = 1.

Solucion.

Se hallan las derivadas y el valor de las mismas en el punto z =1
F )= wef f)=1e =e
fllz)=e"(z+1) f(1)=2e
fflm)=€e"(z+2) f'(1)=3e
f'(x)=€e*(x+3) f"(1) = 4e.

El Polinomio de Taylor de tercer grado en z = 1 para f (z) es:

P = s+ T 1)+ L1y LW s

Y sustituyendo se tiene:
3e 4e

f(z) =e+21—(!a(:c—- 1)+§(:c— 1)2+§(m— 1P

f(z) =e+2e(z-1)+ ge(:v 1%+ %e(w —-1)3

00

Problema 7.34. Halla el polinomio en potencias de = de grado tres corres-
pondiente a la funcion f(z) =senz en el punto z = 0.

Solucion.

En primer lugar, se hallan las derivadas y el valor de las mismas en el punto
z=0
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f(z) =senz £(0) = sen0 = 0

fl(z) =cosz  f'(0)=cosO=1
f"(x) = —senz f"(0)=—sen0=0
f(@) = —cosz Q) = —cos0 = —1.

Y como el polinomio de grado 3 en potencias de z es

f'(0) f"(0) f(0)

Py(x) = f(0) + 57~ (= = 0) + 5> (@ = 0)° + 5~ (z = 0)%,
sustituyendo se tiene:
P3(x) =0+l$+2$2—l$3 =:c—$—3.
1! 2! 3! 6
00

Problema 7.35. Obtén los cuatro primeros términos del desarrollo de Tay-
lor en & = 1 para la funcién f(z) = e* usando el resto de Lagrange.

Solucion.

Se hallan las derivadas y el valor de las mismas en el punto x =1
f@)=e" f(l)=e'=e
fl@y=e=  f()=e
flle)=¢e  [f'(1)=e
ffz)=¢e f"(1)=e
)= 1) =e
a)=e () =¢
El desarrollo de Taylor en = 1 es:
(1)

f@ =1+ L -1+ L _yp LW gy
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+fw)(1)(x _ 1)4 + fv)(e)

5
4l 5 (@D
Y sustituyendo se tiene:
f@)=et+ Tle=1)+ 5@ =12+ 5 (e - 1)
0
€ e
00

1
Problema 7.36. Halla la formula de McLaurin de la funcion f(z) = :
-z
usando el resto de Lagrnage.

Soluci6n.

Se hallan las derivadas y el valor de las mismas en el punto z =0

flay == fO)=1
f@=gmm 0=
'@ =5 _Qx)a 7(0) =2
@)= 0=
f)(z) = i 3426)5 £V (0) = 24
Como el desarrollo de MacLaurin es:
1@ = 0+ L0 ¢ T2, sy fn—?x" +

1 2 6 n!
f(z )—1+Fx+§x + 3% +~~~+Hx + T,

donde T3, es:

Fiiad ) (n+1)
e — <1
. ( ) T ,0<b0<1,
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|
T, = (":1)‘ ") 0 <f<1.
1-6)""" (n+1)!

Sustituyendo se tiene:

1
f(SC):1+l‘+1‘2+1‘3+"'+l‘n+(—:l_—g)Tﬁ:L‘(n+l).

oo

Problema 7.37. Halla la formula de McLaurin de la funcién f(z) = cosz.

Solucioén.

En primer lugar, se hallan las derivadas y el valor de las mismas en el punto
z=0

fz)=cosz  f(0) = cos0=1
fi(z)=—senz f'(z)=—sen0=0
f'(z) = —cosz  f'(z) =—cos0=—1
f"(z)=senz  f"(z) =sen0 = 0.

El desarrollo en serie de potencias es

#@) = 1O+ T @0y 4 L0z g4 L0 gy
Sustituyendo se tiene:
flz)=1- 51—‘332 + Zliac‘l + O(z5).
00

Problema 7.38. Halla la formula de MacLaurin para f(z) = e*.

Solucién.

Observando la tabla del ejercicio anterior, se puede ver que:

fM(z) = e® V¥n € N.
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Como el desarrollo de MacLaurin es:

f1(0)  f"(0) f™(0)
TR T

f(z) = £(0) + z" + T,

donde T;, es: :
- fn+1 (0) (n+1)
T"_(n+1)!m (< P T,

Sustituyendo se tiene:

f(x)—1+a‘+£+x—3+ +£+;m
- 20 gl nl  (n+1)!7

n+1

o0

Problema 7.39. Las nevadas de principios de marzo han hecho que el nivel
de nieve (altura en cm) siguiera la siguiente funcién

N(t) = —2t% + 48t + 360

donde ¢ son los dias transcurridos desde que comenz6 a nevar.

a) ;En qué momento la altura de nieve es mayor y qué altura alcanza?

b) ;A partir de qué momento la altura empieza a decrecer? ;En qué mo-
mento la nieve desaparece?

Solucion.

a) Calcular el momento en que la altura de la nieve es mayor es hallar el
méximo de la funcién. Para ello se calcula la primera derivada

N'(t) = —4t + 48.
Igualando la primera derivada a 0, se obtienen los puntos criticos
N (t)=—-4t+48=0=t = 12.
Se halla a continuacién la segunda derivada
N"(t) = —4

que, al ser menor que 0, asegura la existencia de un méximo en el
punto t = 12 y la altura alcanzada es N(12) = 648cm.
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b) Segun el apartado anterior el maximo se alcanza en el punto (12, 648) y
se puede afirmar que a partir del dia 12 la altura empieza a decrecer.

Se puede resolver de forma analitica, derivando e igualando la derivada
a 0, los intervalos son (0,12), y (12, 00). Se evaltaa la primera derivada

(0,12) | (12, 00)
N® | + =

Y los intervalos de crecimiento y decrecimiento para N (t) son
Intervalos de crecimiento: (0, 12).

Intervalos de decrecimiento: (12, c0), que se restringe a (12, 30) ya que
a partir de ¢t = 30 se tendrian alturas negativas, lo que no es posible.

Finalmente, calcular el momento en que la nieve desaparece es calcular
cuando la funcién toma el valor 0

N(t)=—2t>+48t+360=0=t =306t = —6.

Y, desestimando el valor negativo, la nieve desaparece en t = 30.

o0

Problema 7.40. La grafica de velocidad de un autobis en los 6 minutos
previos a un accidente quedoé recogida en el tacémetro, y se ajusta bastante
bien a la siguiente funcién:

V (t) = 24t ~ 15t +2t3 +100,0 < t < 6

a) Especifica los intervalos de tiempo en que la velocidad aumenté y aque-
llos en qué disminuy6.

b) ;En qué momentos se alcanza la mayor y menor velocidad?
¢) ;Hay puntos de inflexion?

d) Dibuja la grafica de la funcién.
Solucién.

a) Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la ve-
locidad, se halla la derivada de la funciéon
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V' (t) = 24 — 30t + 6¢2.

A continuacién, se iguala la derivada a 0, para obtener los distintos
intervalos a estudiar

V' (t) =24 — 30t + 612 =0
V' (t)=6(t>=5t+4)=6(t—1)(t-4) =0
t=16t=4.

Por tanto, los intervalos a estudiar son (0,1),(1,4) y (4,6). Se evalua
la primera derivada en los citados intervalos y se tiene:

0,1) [ (1,4) | (4,6)
ViE) | + — +

Y, por tanto, los intervalos de crecimiento y decrecimiento para f(x)
son:

Intervalos de crecimiento: (0,1) U (4,6).
Intervalos de decrecimiento: (1,4).

Luego se tiene que la velocidad estaba creciendo en el momento del
accidente.

b) Para calcular los méximos y minimos, se calcula la primera derivada y
se iguala a 0 para hallar los puntos criticos, y que como se ha visto en
el apartado anterior son t =1y t =4.

Se calcula la segunda derivada de la funcién
V" (t) = —30 + 12¢.
Y se evaltian los puntos criticos hallados en ella
V'(1)=-30+12.-1=-18 <0,

V"(4) = —30+12-4=18 > 0.

Por tanto, existe un maximo relativo en (1,111) y un minimo relativo
en (4, 84).

Asimismo, se evalda la funcién en los bordes del intervalo y se tiene:

V(0)=24-0-15-0%+2-0% 4 100 = 100
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V(6)=24-6—15-62+2-6%+ 100 = 136.

Luego se tiene que el punto en que la velocidad es menor est =4 y
la velocidad en ese momento es 84.

El punto donde la velocidad es mayor es t = 6 y la velocidad alcanzada
en ese momento es 136, que coincide con el momento del accidente.

¢) Para calcular los puntos de inflexion se iguala la segunda derivada a 0
V'(t)=-30+12t=0=t=2,5.
Se calcula la tercera derivada
W (oh = 112

y como es distinto de 0, se puede afirmar que hay un punto de inflexién
en (2,5; 97,5).

d) La representacion grafica de la funcion es la siguiente:

1503 (6,136)
(1,111)
100 4
(4,84)
50 1
0 2 4 6 8
o0

Problema 7.41. De una funcién f se conoce que la grafica de su derivada
es la parabola con vértice (1, 1). Ademas se sabe que pasa por los puntos
(0, 0) y (2, 0). Sin realizar célculos, halla razonadamente:
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a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
b) Los intervalos de concavidad y convexidad de f.

c) Extremos relativos y los puntos de inflexion de f.
Solucioén.

a) Como la grafica de la derivada es una parébola con vértice (1,1), y que
pasa por los puntos (0,0) y (2,0), se tiene que f’' (z) > 0 en el intervalo
(0,2), luego f es creciente en ese intervalo. Asimismo, se deduce que
f'(z) < 0 en los intervalos (—o00,0) U (2, 00),luego f es decreciente
en esos intervalos.

b) Como f'(z) es creciente en (—oo,1), entonces f”(z) > 0 en dicho in-
tervalo, y f(z) es convexa, U, en el intervalo (—oo0,1). Como f'(z) es
decreciente en (1,00), entonces f” (z) < 0 en dicho intervalo, y f(z)
es concava, N, en el intervalo (1, 00).

c) Se sabe que f'(z) = 0 para z = 0y = = 2. Luego estos son los puntos
criticos. Como la funcién decrece hasta el 0 y luego crece, hay un
minimo en z = 0. Como la funcién crece hasta el 2 y luego decrece,
hay un méximo en & = 2. Finalmente, se sabe que la funcién cambia
de convexa a céncava en 1, por tanto existe un punto de inflexiéon en
z = l.
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Problema 8.1. Halla una funcién que al ser derivada el resultado sea la
funcién f(z) = 4z3.

Solucion.

Con el conocimiento adquirido en el proceso de derivacion es facil darse
cuenta que la funciéon buscada F(z) podria ser algo del tipo:

F(z) = «*
pues efectivamente al hacer la derivada de la funcién F' se tiene que

F'(z) = 42® = f(z).

o0

[|
Problema 8.2. Verifica que F(z) = 51‘5 + 2z + 3 es una primitiva de la

funcion f(z) = 2% + 2.

Soluci6n.

Efectivamente, si se procede a derivar la funcién F' se obtiene la funciéon f:

Problema 8.3. Verifica que F(z) = In (5 — z) es una primitiva de la fun-

cion f(z) = 5—_—1 . Nota: Considera solo los puntos del dominio de F.

Solucién.

Efectivamente, si se procede a derivar la funcion F' se obtiene la funcion f:

Problema 8.4. Sean las funciones F(z) = 2°+22%+5 y G(z) = z5+223+3.
Comprueba si son primitivas de la misma funcién.
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Solucion.

Se halla la derivada de F' y se tiene:

F'(z) = 52* + 622.
Se halla la derivada de G y se tiene:

G'(z) = 5z* + 622

Y como F'(z) = G'(z) = f(x) se tiene que ambas funciones F y G perte-
necen a la familia de las primitivas de la funciéon f.

o0

Problema 8.5. Calcula las siguientes integrales:

8

2 2
a) f6d:z: b) [ 8zdx c) fﬁdx d) f\"/?dx e) f;:”%d

Soluci6n.
a) [6dzx
Se trata de una integral del tipo:
/ kdx = kx + C,
luego se calcula como:
/ 6dz = 6z + C.

b) [8zdx

La integral a calcular es de la forma:

xn+1
kx™ = i =
/mdm kn+1+C’, sin#—1,

luego:

i
/8$dm=8?+C:4m2+C.
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2
c) [ ;dax
Analogamente al ejercicio anterior, se tiene:
2 _~ -2
/—2dw=/2z'2dm=2£—+0= — 4+ C.
T -1 i

2
Analogamente al ejercicio anterior, se tiene:

2 _ a5, _ X8 2[5 53

34
e £ _dx
) 2Vz6

Se reescribe la integral y se tiene:

3z? 3 4_-6/7 3 22/7

3 27 Zh .5 21
= e = 2o .29/7 — 2229
2(29/7)-%-0 Tkl +C Ve 4G
o0

Problema 8.6. Calcula las siguientes integrales:
10
a) f;da: b) [3e*dz  ¢) [5%z  d) [7"2dx
Solucioén.
10
—d
a) [ —dz
La integral a calcular es de forma logaritmica:
1
/—da: =In|z| + C,
x

luego:
/Bd:c = 10/lda: =10In|z| + C.
x z
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b) [3e%dzx
La integral a calcular es de una funcién exponencial:
/ efdxr =e* +C,

luego:

/3e$da: = 3/ezdm =3e* +C.

c) [5%dz

La integral a calcular es de la forma:

x
/a””dm=—a——+0,

Ina
entonces: Ko
/5md:c =% +C.
d) [7*2dz

Como en el caso anterior, se tiene:

T
/7“2daz=2/7md:c=27—+0.
In7

(0.0

Problema 8.7. Calcula las siguientes integrales trigonométricas:

1
a) [2senzdr b) [ 3+ 3tan?zdzx c) fmdx

d) [2cotzcsczdz e) [cot?zdx

Solucion.

a) [2senzdz

La integral a calcular es de la forma:

/senxd:r = —cosz + C,

luego:
/2senxdx = 2/senxda: = —2cosz + C.
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b) [3+ 3tan?zdx

La integral a calcular es de la forma:
/ 1 +tan?zdz = tanz + C,
luego:
/3+3 tan? zdz = /3(1-+—tan2 z)dr = 3/(1-}-tar12 z)dz = 3tan z+C.

1
———dy
3sen?z
La integral a calcular es de la forma:

o)f

/ ! dx= —cotzx + C,

sen?

luego:

1 1 1 il 1
———— = - ;d = - t C.
/3sen2:rdx 3/sen2m = T T

d) [2cotzcsczdr

La integral a calcular es de la forma:
/—cotmcscxd:c =csczr + C,
luego:

/(—2) (—cotzcscz)da = —2/—cotxcsc:1:da: =—2cscx+C.

e) [ cot? zdzx

Se reescribe la integral como:

1
/cotzxdac=/1+cot2x—1d:c=/sn2 —~1ldz=—cotz—z+C
en’ z

oo
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Problema 8.8. Calcula las siguientes integrales de funciones trigonométri-
cas inversas:

2

=3
a) [ ————=dx b) [ ———=dz
)f3\/1—x2 )fx/l—:c2
5 6
Solucioén.

2

La integral a calcular es de la forma:

/il dr = arcsenz + C
V1 —z? ’

entonces:

[\S)

1 2
= —arcsenz + C.

2 1
‘ == | et
/3\/1—$2x 3/\/1—m2$ 3

b) [ \/1—__$2dx

La integral a calcular es de la forma:
! dx = arccosz + C'
V1 — 12 ’

por tanto,

-1 -1
3———d:1:=3/ dx = 3arccosz + C.
/ V1— 22 V1—12

¢) [

d
2+ 2027
La integral a calcular es de la forma:

1
/ md.’l) = arctanz + C,

luego,

———dr= | ———dz = R :
/2+2332 : /2(1+:z:2) ‘ 2/1+$2dm 5 arctanz + C
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6

La integral a calcular es de la forma:

1
———=dz = arcsenz + C,
/\/l—x2

luego:

6

/T_f%d“/m—ﬁ_:xz)d“/z—m

dz

dz = 3arcsenz + C.

o)

oo

Problema 8.9. Calcula las siguientes integrales:

e =20 =2

J— N 4 x @
a)fm+m+$2dx b) [ z* + 3¢ + 2%dz
2 4 2)34 d F

c) |6z (3z“+2
e) [coszsen®zdz f) [ sen2zcos?2zdz

In3 2
g) [ —dz
Solucién.

-2 -2 =2

a) f__1—x2+?+:c_2d$

La integral es una suma de integrales que pueden resolverse por la
regla de las funciones trigonométricas inversas, la regla del logaritmo
neperiano, y la regla de las potencias, luego se tiene:

_72+_—2+_—2dx~/_72d2+/_2d:v+/_2dm
V1 —z2? x 27 ) V1-z2 T o

2
= 2arccosz — 2ln|z| + 2 il



346 LA INTEGRAL

b) [z4+ 3e” 4 2%dz
La integral es una suma de integrales que pueden resolverse por la

regla de las potencias y por la regla de la funcién exponencial, luego
se tiene:

/x4+3e’”+2“dx= /m4dx+/3ezdx+/2zdx— —+3€* +Ig§+C’

c) [6x(32z%+2)3dx

La integral a calcular es de la forma:

[r@is@ra=1E VI | oging o,
n+1
sea f(x) = 3z% + 2, luego f/(x) = 6z y n = 3, por tanto:
2 ) 4
/6:1: (3z% + 2)3dz = w +C.

2

d) [ 7\/%dx

Como en el caso anterior, sea f(z) = z3 — 5, luego f'(z) = 3z2,

n= —l , multiplicando y dividiendo por 3 se tiene:
1
d — 5 -—1/2d — _/3 2 3_ [ —1/2
/ \/x — .= / 2(£® - 5) o=l z°(xz®> — 5)"4dx
1 5)(—1/2)+1 O/ —
8 ( 1/2) +1 3

e) [coszsendzdz

Como en el caso anterior, se trata de una potencia f(z) = senz, luego
f(z) =cosz y n=3.
sen? z

4

/ cos z sen® zdx = + C.

f) [sen2zcos*2zdx
Como en el caso anterior, se trata de una potencia f(z) = cos 2z,
luego f'(x) = 2sen2z y n = 4, y multiplicando y dividiendo por 2 se
tiene:

1 1 cos®2
/sen 2z cos? 2zxdz = 3 / 2 sen 2z cos? 2zdr = 3 X &

+C.
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In3
g) [ —do

Como en el caso anterior, se trata de una potencia f(x)
1

—yn=3
(Eyn

= Inz, luego f'(z) =

3 4
/ln :zdx:ln $+C.
T 4

o0

Problema 8.10. Calcula las siguientes integrales:
a) [2e* — 2zsen(z?)dx b) [ 3% dx
1
c) f2—xd3: d) [5%T3dz
Solucién.

a) [2e% — 2zsen(2?)dzx

El primer sumando de la integral es de la forma:
/f x)dx~ef(x)+C
con f(z) =2z y f'(z) =2, y el segundo sumando es de la forma:
/. f'(z)sen f(x)dz = —cos f(z) + C,
con f(x) = z?y f'(z) = 2z, por tanto:
/262’” — 2zsen(z?)dz = €2* — cosz® + C.

b) [ 23" dz

La integral a calcular es de tipo exponencial:

Sea f(z) = x2, luego f'(z) = 2z, por tanto multiplicando y dividiendo
por 2 se tiene:

1 22 3%
5/2:1:3 dxr = +C.
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c) [ —da:

La integral se puede reescribir como:

1 iR %

Y resolviendo como en el caso anterior:

2

(3)
d) [5%+3dx

La integral se puede reescribir como:

(s}
/(1> B B s 4. (1
1 =

2+3 1 2z+3 I GPet
r == [2.5""dx = = C
/5 dx 2/ 5 15 5 o5 +

o

Problema 8.11. Calcula las siguientes integrales:

) [ B b) [
¢) [tan2zdz  d) fliel(j;m T
Solucion.
a) [ 2%4-42_3

La integral a calcular es de la forma:

f/(x)dlen T C
L8 e = () + C

sea f(z) = 2% + 2z, luego f'(z) = 3x2 + 2, por tanto:

3z2 42
3 4 22

dz =ln‘x3+2x| + C.
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4
x
b
) Jm
La integral a calcular es de tipo logaritmico, donde f(z) = 2° — &%, y
f'(xz) = 5z*. Luego multiplicando y dividiendo por 5 se tiene:

i 1 5:c 5

c) [tan2zdzx

. sen 2x
Como es conocido tan 2z =
cos 2x

2
/tan?:rdxz/sen md:r:,
cos 2z

y por la regla del logaritmo se tiene:

1% off =2 2 1
/tan2:cd:c=/sen2xdx=——/ﬂdwz—ilnlcos%ﬂ—#a

, por tanto se tiene:

cos 2x 2 cos 2x

sen x
-

d) [ 1+ cosz ‘
La integral a calcular es de tipo logaritmico, donde f(x) =1 + cosz,

y f'(z) = —senz.

senz —senzx
/—d:c=— — dx
1+ cosx 1+ coszx

1
|1 + cos z|

—In|l+cosz|+ C =In

00
Problema 8.12. Calcula las siguientes integrales:

622 + 1 5z3 +3/4

il J cos? (43 +2x)dx b)) f sen? (5z4 + 3z) *
213 + 2% 1
-  _—dz d) [ ——d
c)f1—+-(z4-+-e229”)2 )f9+a:2$
6413 +2w 62.’13 _+_ 62

\/1 — (et + 422)?
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Solucion.

6z2 +1 f
cos? (4z3 + 2z)
La integral a calcular es de la forma:
f' (=)

a) [

Sea f(z) = 42 + 2z, luego f'(x) = 1222 + 2, por tanto multiplicando
y dividiendo por 2 se tiene:

6a? 11 1 1222 + 2 1
————dz == | ———————dz = - tan (423 + 2z)+C.
/COS2 (423 + 2z) ‘ 2/0032 (4z3 + 2z) T2 auffe B

5z3 + 3/4 B
sen? (5z* + 3z)
La integral a calcular es de la forma:

'@

m x=—cotf(x)+C

Sea f(x) = 5z* + 3z, luego f'(x) = 20x3 + 3, por tanto multiplicando
y dividiendo por 4 se tiene:

523 + 3/4 1 2023 + 3 1 ’
do=7 [ — o —dz = —~cot _
/Sen2 (5z% + 3z) T 4/sen2 (5x4+3$)dz 4co (52: +3x)+C

223 + 2%
——————d
1+ (x4 + e2=)
La integral a calcular es de la forma:

c) [

e G w = anebany (W
1+[f(:1:)]2d = arctan f (z) + C.

Sea f(z) = z*+ €%, luego f'(z) = 423+ 2¢%, por tanto multiplicando
y dividiendo por 2 se tiene:

2 3 2z 1 413 + 2e2% 1
/JLgdw = —/ ° i-—e—de = - arctan(z*+e%*)+C.
1+ (z* + e22) 2/ 14 (z* + %) 2
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d)f9+2

La integral a calcular es un arcotangente y se puede reescribir como:
1 1 1/9
/9+w2d"’:/ 2 dm:/ e

9(1+%) (1+®)?)

1 T
= —  _dr=—-arctan—+C.
3/ (1 x (%)2) 3 3
e 4+ 2z
\/1 (e + 422)?

La integral a calcular es de la forma:

)
/ V1= @)

Sea f(z) = e*® +422, luego f'(z) = 4e** + 8z, por tanto multiplicando
y dividiendo por 4 se tiene:

dz

dz = arcsen f () + C.

/ el + 2z / 4e** + 8z
dz
\/1 (e4e + 422)? \/1 (et + 4z2)?
= i arc sen (64”” + 4x2) +C.
Zz
+ et

La integral se puede escribir como:

2x i 2T T
/ € +e—dx = / —e—dx+ / e—zdx.
J g4 1+e% 1+ (e*)
El primer sumando es del tipo logaritmico con f(z) = 1 + €%, luego
f'(z) = 2¢*, y multiplicando y dividiendo por 2, se tiene:

e2e 1 [ 2= 1 -
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El segundo sumando es trigonométrica inversa con f(z) = e, luego
f(z) = e*, y por tanto se tiene:

Zz
/ —e—zdac = arctan(e”) + C.
1+ (e®)

Finalmente, se tiene:

2z T 1
/%Tmi—eld:c =3 In |1 + ele + arctan(e”) + C.

o

Problema 8.13. Calcula las siguientes integrales usando el método de sus-
titucion:

a) [(2z +3)3dz b) [

4_(x5+1)
o +1 c) [z'e dx

d) [v/5z — 2dz.

Solucioén.

a) [(2z + 3)3dz
Se aplica el método de sustitucion:
i) Escoger una sustitucion u = wu(z) que simplifique el integrando
f(x), en este caso sea u = 2z + 3.
ii) Hallar du = v/(x)dx, luego se tiene du = 2 - dx, y por tanto

1
§du = ds.

iii) Escribir la integral en términos de u y du

/(230 +3)3dx = /uS%du.

iv) Calcular la integral obtenida en el paso iii)

1 g 1ut
§/udu—§Z+C

v) Deshacer el cambio, sustituyendo u por u(z) = 2z + 3 en la pri-

mitiva se tiene:

/(2x+3) dx @Jrc.
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z
2z + 1

En el método de integracién por sustitucién si hay una fraccién se
intenta elegir como u el denominador, luego:

b) [ dx

i) u=2z+1.
]
ii) du = 2-dz, y por tanto Edu = (it

iii) Para que no queden z ni dx en la nueva integral, se sustituye

» u—
también = = —— y, por tanto,

x u—11 il U i
/2x+1d$—/ 2u Ed““§/<%_ﬂ)d“'

iv) Se tiene la integral de una diferencia que es la diferencia de las
integrales, y en este caso estas son inmediatas:

1 1 1 1 /1 il 1 1 1

v) Y deshaciendo el cambio, se tiene:

T 1 1 | 1
———dr=-u—-1 C=-(2 1)—=1In|2 1|+ C.
/21.{_1 T=qu—7 n|ul+ 4( z+1) i n|2z + 1|+

c) [atel=®+tdy

En el método de integraciéon por sustitucion si hay una funcién expo-
nencial, se intenta elegir como u el exponente, luego:

i) u=12%+1.
ii) du = 5z%dz.

iii) Como el 5 no forma parte del integrando se multiplica y divide
por 5 y sustituyendo:

/x4e(zs+l)d:v = %/51’46(””5“)@:: -é—/e“du.

iv) Se tiene la integral de una exponencial que es inmediata:

%/e”du = %e“-l— c.
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v) Y deshaciendo el cambio, se tiene:
4_(25+1) 1o 1 (z5+41)
z’e da:=ge +C’=—5—e + €.

d) [bz —2dz

En el método de integracion por sustitucion si hay un radicando se
intenta elegir como u la expresiéon que hay dentro del mismo:

i) u=>5z—2.
ii) du = 5dz.

iii) Como el 5 no forma parte del integrando se multiplica y divide
por 5 y sustituyendo:

1 — - 1
/\/5x—2dx= 5/\/5$—2'5d1:= g/\/ﬂdu.
iv) Se tiene la integral de una potencia que es inmediata:

1 1 1 u3/?
- du=- [ u?du=-——+C=—u¥?+C.
5/\/1-1,u 5/u u = 53/2-1- 15u +

v) Y deshaciendo el cambio, se tiene:

— 2 2 2
/\/Sx—2d:c= Eu3/2+c= 1—5\/1F+c= ﬁ\/(590-2)3+c.

oo

Problema 8.14. Calcula las siguientes integrales, aplicando el cambio de
variable indicado entre paréntesis:

1+:1:

1
a) f_l\/———:c?dx’ (z = senw) b) [——= 1+\/_ z, (z = u?)
Solucidn.
a) [ \/_dz, T = senu)

i) r =senu.

ii) dz = costdt.



Capitulo 8 355

iii) Se reescribe la integral en funcién de u

/ il do = cosu du
V1-—1z12 V1 —sen?u
cosu
= | ——du = /du.
Vcos2u

iv) Se tiene una integral inmediata

/du=u+C"

v) Y deshaciendo el cambio, como z = senu , entonces u = arcsen
y, por tanto, se tiene

r=u+C =arcsenz + C.

| =

i) z =12
ii) dz = 2udu.

iii) Se reescribe la integral en funciéon de u
/' l1+=x 1+ u? oudu
——dr= | ———=2u
1+ \/E 1+ Vul

1 2 2 3
z/wdwﬁﬂdw
14+u J 14+u

iv) Ahora se puede proceder a realizar la divisién de polinomios y se
tiene que la integral se puede escribir como:

2/ u+1dt—2/<1+u+u —u+2)du,

donde todos los sumandos se pueden integrar de forma directa

2/(—:2—+u2—u+2>du
14w

3 2
=2<—21n|1+u\+%—%+2u)+€.
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v) Y deshaciendo el cambio, como z = u?

tanto, se tiene:

, entonces u = \/z y, por

23
/1“’ dz = —4In|l +u| + — — u® + 4u+C
1+ Vz 3
2
=—4In|1+ Vx| + xf—x+4\/E+C.
o0

Problema 8.15. Halla la integral:
/(w2 + 1) In 3zdz.

Solucidn.

Se va a resolver la integral por el método de integraciéon por partes:

i) Escoger funciones u y v tales que fdz = udv, y siguiendo la regla LIATE
como hay un logaritmo, este sera la u,

u=In3z, dv= (x2 + 1) dx.
ii) Hallar du = v/(z)dz y v = [ dv, y se tiene:

3
du:idx:ldx v:/m2+1d:r=x—+x.
3 z 3

iii) Sustituir en la férmula de integracion por partes:

/fd:v=/udv=uv—/vdu.
x3 ZP 1
/(x2 +1)In3zdz = In3z - (%- +:1:> = / <_3,+m> Edm'

iv) Hallar [ vdu:

3 3
= = lde = - — = — y
/ +:c dac /3 + ldzx 3 3 +zx 9 + @

v) Obtener el resultado final sustituyendo lo obtenido en el paso iv) en la
formula del paso iii):
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/(x +1)In3zdz = In3z - (—- ) /(——m)
=11131:'(%3—+> ( )+

oo

Problema 8.16. Halla la integral:

/ arctan zdzx.

Solucion.

Se va a resolver la integral por el método de integracién por partes:

i) Siguiendo la regla LIATE como hay una funcién trigonométrica inversa,

esta seré la u,
u = arctanz, dv = dz.

ii) Hallar du = v/(z)dz y v = [ dv, y se tiene:

du = 1+ 2 /dm—x

iii) Sustituir en la férmula de integracion por partes:

1
/arctan zdr = rarctanx — /z dz.

1422

iv) Hallar [vdu:

T 1
1
/1+z2d 2l(ac-i— %

v) Obtener el resultado final sustituyendo lo obtenido en el paso iv) en la

formula del paso iii):

1
arctan zdzr = r arctanz — | z— de
14+z

1
= rarctanz — 5 In(z? + 1) 4+ C.
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Problema 8.17. Halla la integral:

/xe3’”dac.

Se va a resolver la integral por el método de integraciéon por partes:

Solucién.

i) Siguiendo la regla LIATE la funcion algebraica sera la u,

u=z, dv=e¥dx.
ii) Hallar du =u/(z)dz y v = [dv, y se tiene:

il
du=dx v= /e3zdm = 563””.

iii) Sustituir en la férmula de integracién por partes:

1:
/azeBmdm = gsce“ - / %ehd:c.

il 1
/§e3wd:t = 563“.

v) Obtener el resultado final sustituyendo lo obtenido en el paso iv) en la
formula del paso iii):

1 1
/xeBxdw = 5:663‘” - /ge‘%dm

13m _131 1
96 +C-—3e T 3 + C.

iv) Hallar [vdu:

Problema 8.18. Halla la integral:

/ e” cos zdx.
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Solucioén.

Se va a resolver la integral por el método de integraciéon por partes:

i) Se elige:
u=cosz, dv=e"dz.

ii) Se hallan du y vy se tiene:

du = —senzdzr, v = /ezd:z =lek.

iii) Se sustituye en la férmula:

/ e® coszdr = e* coszx + /sen zetdzr.

iv) Hallar [ vdu, que en este caso debe volverse a hallar mediante integra-
cién por partes, donde:

a) Se elige:
u=senz, dv=e"dr.

b) Se hallan du y v y se tiene:
dis = copadz, ¥ = /e""dw =g,
c) Se sustituye en la formula:

/e"D senzdr = e* -senx — / e® coszdzx.

d) Hallar [ vdu, que coincide con la integral original del problema, a
la que se denomina:

Iz/ezcos:rdx.

e) Obtener el resultado final sustituyendo lo obtenido en el paso d)
en la formula del paso c), luego

/ezsenxdxz e -senx —1I.
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v) Obtener el resultado final sustituyendo lo obtenido en el paso iv) en la
formula del paso iii):

I=/e’”cos:z:d:z:=e’cosa:—#e:”senx—l,

2] =e®cosx + e"senzx,

e” (cosz + sen )

2 + Cs

F= /excoszdz =

o0

Problema 8.19. Halla la integral:

/ z? cos zdz.

Se va a resolver la integral por el método de integraciéon por partes:

Solucion.

i) Siguiendo la regla LIATE la funcion algebraica sera la u,

uw=1z? dv=coszdz.

ii) Se hallan du = ¥/(z)dz y v = [dv, y se tiene:
du = 2zdx v(z) =senz.

iii) Sustituir en la férmula de integracioén por partes:

/:z2 coszdr = zsenx — 2/xsen zdz.
iv) Hallar [vdu = [zsenzdz, que en este caso debe volverse a hallar
mediante integracién por partes, luego:

a y b) Se elige
u=x, dv=senxdx,

du=dx, v= —cosc.

c¢) Se sustituye en la férmula:

/:rsen:rd:z: —ZICcosT — /—cos:rd:z.
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d) Se halla [ vdu, que ahora es inmediata:
/cosa:d:c =senz + C.
€) Y se obtiene el resultado de la integral:
/xsenxdz = —zcosz +senx + C.

v) Obtener el resultado final sustituyendo lo obtenido en el paso iv) en la
férmula del paso iii)

/1:2 coszdzr = z?senx — 2(—zcosz + senx) + C

= z?senz + 2z cosz — 2senz + C.

o0

Problema 8.20. Halla la integral:

/ z3 cos zdzx.

En este caso vamos a utilizar el método de integracion tabular.

Solucion.

Para calcular las integrales por partes en el caso de productos de polinomios
por funciones exponenciales o logaritmicas directas, se pueden disponer los
célculos en una tabla. En la primera columna se escribe el polinomio y sus
derivadas hasta que se anule y en la segunda columna se escribe la funciéon
exponencial o trigonométrica directa y sus integrales.

A continuacién, se realizan los productos en diagonal como se indica en la
siguiente tabla y se suman alternando los signos,

Derivadas de u Integrales de dv
u [dv=v
+
p
u v

’LL” f f,u
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dando lugar a que la integral sea:

wfomu [ forw [ [ [o-wr [[[[os-se

Para mas informacién se puede consultar el siguiente articulo: Horowitz,
D. (1990). Tabular integration by parts. The College Mathematics Journal,
21(4), 307-311.

Aplicando el método al problema se tiene:

Derivadas de u = z° Integrales de dv = cos zdx
u=z3 dv = cos zdx
+
u' = 32 sen
n __
u” = 6x —CcosZ
+
"' =6 —senzx
wt =0 CcoS I

/x3cosxd:r = z3senz — 322 (— cosz) + 6z (—senz) — 6cosz + C

o @]

Problema 8.21. Halla la integral:

I= /6_2’” sen(3z + 1)dz.

Solucién.
Se va a resolver la integral por el método de integracion por partes:

i) ii) Siguiendo la regla LIATE como hay una funcién exponencial, esta
serd la u, y se hallan du y v, y se tiene:

u=e"%, dv=sen(3z+ 1)dz,

—cos(3z + 1)

du = —2¢ **dz, v=
u € T, v 3
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iii) Sustituir en la férmula de integraciéon por partes:

[ 2 (—cos(gwr 1)) B / (~2e-2) (—cos(§x+ 1)) o

1
= —§e‘2‘” cos(3z + 1) — %/6—21 cos(3z + 1)dz.

iv) Hallar [vdu = [ €2 cos(3z + 1)dz, que en este caso debe volverse a
hallar mediante integracién por partes, donde:

a) b) Se elige
u=e"2% dv=-cos(3z+ 1)dz,

_sen(3z +1)

du = —2e**dz,
U e T v 3

c) Se sustituye en la féormula

/e"2z cos(3z + 1)dz

= (e (AL f (e (B2 1) )

1 2
= -?;e_2z sen(3z + 1) + 3 / e~ sen(3z + 1)dz.

d) Hallar [ vdu, que coincide con la integral original del problema, a
la que se denomina:

I — /e‘2z sen(3z + 1)dz.

e) Obtener el resultado final sustituyendo lo obtenido en el paso d)
en la formula del paso c), luego

1 2
/e—22 cos(3z + 1)dz = 56“22 sen(3z + 1) + 5[.

v) Obtener el resultado final sustituyendo lo obtenido en el paso iv) en la
formula del paso iii)
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I = /6“29‘" sen(3z + 1)dz
1 2
= —36_23: cos(3z +1) — 8 / e 2% cos(3z + 1)dz
) Z 1 2
= —ge_m’ cos(3z + 1) — 3 (56_2”” sen(3z + 1) + 5])

4
= —%e"gm cos(3z + 1) — ge_h sen(3z + 1) — 5[.

Por tanto,
1 1 2
I+ gI 5= 531 = —ge"% cos(3z + 1) — 56_% sen(3z + 1),
3¢ ®cos(3z+1) 2e **sen(3z + 1)
I=-— E = 13 +C.
00

Problema 8.22. Calcula la siguiente integral:

10
/ T 25d2:.
Solucioén.

Se trata de una integral racional que se puede escribir como:
10 10
ey = | s ]
/I2—25x /(x+5)(az—5)x

—/A+de
“ ) z+4+5 -5

Igualando los integrandos se tiene:

10 A B

= + .
(z+5)(z—5) z+5 zx-5

e igualando numeradores:
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10 = A(z — 5) + B(z + 5).

Y ahora igualando los coeficientes de los polinomios se obtiene el sistema:

A+B=0
—5A+5B =10
cuyas soluciones son A = —1, B = 1, por tanto:

10 -1 1
dr = d
/x2—25$ /x+5+x—5m

=—Iln|z+5/+n|z-5+C

T —

=ln‘
x +

.o

oo

Problema 8.23. Calcula la siguiente integral:

S5¢—4
/ P — 2dx.
Solucién.

La integral se puede escribir como:
-4 -4
[t o ek,
@ — L —~ 2 (x-2)(x+1)

_/A+Bd
) x+1x’

de donde se tiene:

o — 4 A B

G-+l z-2 z+1

Igualando los numeradores:

520 —4=A(x+1)+ B(z—2).
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Y ahora igualando los coeficientes de los polinomios se obtiene el sistema:

A+B=5
A-2B=-4

cuyas soluciones son A =2, B = 3, por tanto:
5 — 4 2 3
— il =
/xz—m—Qx /m—2+:1:+1d$

=2ln|z—-2|/+3n|z+1]+C.

o0

Problema 8.24. Calcula la siguiente integral:

/ 6z2 — 172+ 1
d53
23 —42?+2+6

Solucién.

La integral se puede escribir como:

6x2 — 17z + 1 6x2 — 17z + 1
dx = dx
23— 422+ 2+ 6 (z+1)(z—2)(z—3)

—/A+B+Cdm
") z+1 z-2 2z-3 7

Igualando los integrandos se tiene:

622 — 172 + 1
3 —4z2+ 2+ 6

_Alz-2)(z-3)+Bz+1)(z-3)+Cz+1)(z—-2)
B (z+ 1)(z — 2)(z — 3)

Igualando los numeradores se tiene:

62> —17z+1=(A+ B+ C)z* + (-54-2B-C)z + (6A—3B—2C).
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Y ahora igualando los coeficientes de los polinomios se obtiene el sistema:

A+B+C=6
—-54-2B-C=-17
64A—-3B-2C =1

cuyas soluciones son A =2, B=3,y C =1, por tanto:
/ 6x% — 17z + 1 dz_/ 2 .3 1 .
3—-4224+24+6  J z+1 z-2 -3

=2mln|z+1/+3ln|z—-2/+Injz-3|+C.

Aplicando las propiedades de los logaritmos se tiene:

=In[|z + 1]}z — 2|z — 3] + C.

o0

Problema 8.25. Calcula la siguiente integral:

/xz—x+2 -
4 —5x2+4

Solucion.

Se buscan las raices del denominador, como es una ecuacién bicuadrada se
hace la siguiente sustituciéon z? = y,

Y2 —5y+4=0+= (y—4)(y—1) =0,

luego, las raices buscadas, deshaciendo el cambio, son z = £,/y, luego:

1'1:2, :1:2:_2, $3=15y$4=—17

de forma que la integral se puede escribir como:

2—z+2 ?—z+2

————dx = dx

z4 - 522 +4 (z=2)(z+2)(z—-1)(z+1)
/ A B C D

iz,
ey R i
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Igualando los integrandos se tiene:

?—z+2  Alx+2)(z®-1)+ Bz —2)(z2-1)
4 — 522 +4 (x—2)(z +2)(z - 1)(z+1)

C(z® - 4)(z + 1) + D(z? — 4)(z — 1)

* (z=2)(z+2)(z—-1)(z+1) ’

22— z+2=Alz+2) (22— 1) + B(z — 2)(z? - 1)

+C(z® —4)(z + 1) + D(z? — 4)(z - 1).

Y ahora igualando los coeficientes de los polinomios se obtiene el sistema:

A+B+C+D=0
2A-2B+C~-D=1
—-A-B-4C—-4D=-1
—2A+2B-4C+4D =2

1 -2 -1 2
cuyas soluciones son A = 3’ B = 3 C= 3 b= 37 por tanto:

2 —z+2 /3  -2/3 -1/3 2/3
—_—  dxr = d
/x*—mlwiz /z—2+$+2+m—1+m+1
1 2
= %ln|$—2|— §1n|x+2|— gln|x—1|+§ln|x+1]+c.
Usando las propiedades de los logaritmos:

1. |[(z=2)(z+1)2

=3 e 2@ n|TC

g (x—2)(z+1)?
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Problema 8.26. Calcula la siguiente integral:

/ rz+1 &
2—-2z+4+1

Solucion.

La integral se puede escribir como
ZeER ] z+1
—dr = [ ——dx.
/332—23:—+-1ac /(a:—l)?x
Como los factores son lineales y estén repetidos, con multiplicidad

m = 2,

se puede escribir

z+1 A B
/$2—2x+ldx_/(x—-l)+ ISt

Igualando los integrandos se tiene:

2-2z+1 (z-1) (z —1)°

@' < Il A(z—1)+B Axz—A+B

De donde
z+1=Az— A+ B.

Y ahora igualando los coeficientes de los polinomios se obtiene el sistema:

A=1
—-A+B=1
cuyas soluciones son
A= B=23
por tanto,
i 11 1 2
———dz = d
/$2—2x+1 ‘ /(x—1)+(x-1)2 ’
2
=ln|z-1|- +C.
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Problema 8.27. Calcula la siguiente integral:

/ 2kl dz
+22-5c+3

Solucién.

La integral se puede escribir como

/ Z 10 dm—/ z4 1 J
3 +22—-5x+3 (x-+-3)(a:—1)2m

(AP O
S z+3 T z-1 (z-—-1)27

Igualando los numeradores se tiene:

z+1 _Alz-12%+B(z+3)(z— 1)+ C(z +3)
3 +22 -5z +3 (z+3)(z—1)2

(A+B)z?+ (-2A+2B+C)z+ (A—3B +30)
(z+3)(xz—1)2

Y ahora igualando los coeficientes de los polinomios se obtiene el sistema:

A+ B =0
—2A4+2B+C=1
A-3B+3C=1

cuyas soluciones son A = —1/8, B=1/8, y C =1/2, por tanto:

/ z+1 _/—1/8+ /8 Y2

Br22—6z+3 ) z+3 z-1 (z—1)2

1 1 1
gnlz+3+ghnlz—1l-g7—+C
1. |z—1] 1
== = C
8 z13 2@-1
z—1 1
=In¢ - C.
" ($+3)‘ 2(x—1)+




Capitulo 8 371

Problema 8.28. Calcula la siguiente integral:
/ dz
@21 —a”)
Solucidn.

La integral se puede escribir como

/——dx—dac— 2.8, € . D 4
2(1-22)" J z 22 1—-z 142z

Igualando los integrandos se tiene:

1 _ Az(1 —2?) + B(1 — 2?) + C2%(1 + z) + D2?(1 — z)
z2(1—a?) z2 (1 — x2) )

Y ahora igualando los coeficientes de los polinomios se obtiene el sistema:

—-A+C-D=0
-B+C+D=0
A=0
B=1
cuyas soluciones son
A=0, B=1,
1 1
=—D=—,
¢ 2’ 2
por tanto:
dx 1 1/2 1/2
——t _ [l e d
/:1:2(1—:1:2) /:1:2{_1—:1:_+_1—f-:raC
1 1 1
1 14z 1
==1 - =—+C.
2n1—z w+
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Problema 8.29. Calcula la siguiente integral:

5
dz.
/x3—x2+x—1 ¢

Solucion.

La integral se puede escribir como

/ zdx _/ zdx _/ A +Mx+Ndx
B-z2+z-1 J (z-1)(z2+1) J z-1" z2+1

Igualando los integrandos se tiene:

& _A(@®+1)+ (Mz+ N)(z—1)
(x—1)(z2+1) (z—1)(z2+1) '

z=(A+ M)z?+ (=M + N)z + (A - N).
Y ahora igualando los coeficientes de los polinomios se obtiene el sistema:
A+M=0
-M+N=1
A-N=0

. = 1
cuyas soluciones son A = M=—, N= 3’ por tanto:

1

2 2
z 12 (-1/2)z 1/2

/x3—z2+m—ldx_/x—1+ z2+1 +$2+1d2

_l/ dr +l/—xdm+1/ dx
"2 w—1 "8 g¥41" BJ 2241

1 1. 1
:Eln|x—1|—zln|x +1|+§arctanx+C'

e +1 tanz + C
= —IN|=—— —arctan > 3
2 |Vz2+1| 2

o0
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Problema 8.30. Calcula la siguiente integral:

/ z2 -2z 42 dz
(2 +1)(22+2)

Solucion.

La integral se puede escribir como

dz.

/ 2% — 2z +2 $_/A:r+B+M:c+N
(22 4+ 1)(z2+2) ) x2+1 z? +2

Igualando los numeradores se tiene:

2 -2z +2 (Az + B)(z? +2) + (Mz + N) (22 + 1)

(x+1)(224+2) (x+1)(z242)

2?2 —22+2=(A+M)z3+ (B+ N)z?+ (24+ M)z + (2B + N).

Y ahora igualando los coeficientes de los polinomios se obtiene el sistema:

A+M=0
B+N=1
2A+ M = -2
2B+ N=2

cuyas solucién es
A=-2,B=1, M=2, N=0

y, por tanto,

x2 -2 42 / -2z o 1 . 2r 4
lz = Iz
(z2 4+ 1)(z2 + 2) 241 2241 2242

o= —ln’zz—i-ll +arctanz+ln‘z2+Ql +C

‘x2+2

Y et
" z2+1

‘ + arctanx + C.

00
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Problema 8.31. Calcula la siguiente integral:

3z +1
—dz.
/:1:2 +9 *
Solucion.

La integral se puede reescribir como

3z +1 3z il
[ ivte= [ mree [ s

3 2z 1
-3 ) et [ e
1/9

T\ 2

= 1
(5) +

1
:%In(w2+9)+§arctan§+0

dx

:gln(x2+9)+/

(0. 9]

Problema 8.32. Calcula la siguiente integral definida:

/1 dz
Jo Vi+z

Solucion.

La integral es inmediata por la regla de las potencias y aplicando después
la regla de Barrow se tiene:

il
U 4z 1 12 (z +1)1/?
- 14 2) Vg =210

/0 Vi+z /0 =) ‘ 12|,

=2/1+1-2/0+1=2(v2-1).
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Problema 8.33. Calcula la siguiente integral definida:
€
/ In zdzx.
1
Solucién.

Se trata de una integral por partes que se resuelve aplicando la regla LIATE:

u=Inz, dv =dz,

1
du = —dx, v =x.
T

[ e 1
/ Inzdz = zlnz|} —/ z—dz
1 1

= zlnz]] — z]$

= xluy —a); = 1.

o0

Problema 8.34. Calcula la siguiente integral definida:

3
/ 2x dx.
2 X +1

Solucién.

La integral es inmediata por la regla de la funcién logaritmo, dividiendo y
multiplicando por 2, v aplicando después la regla de Barrow se tiene:

3 3
T 1 2z
— e - d
/Qacr~’+1d:E 2/2 O
3

= = 1 = —
21n(z + )L 5

[In(3% + 1) — In(2% + 1))

) 10
=2 §1n (—5—> = 111‘\/2-‘.

o0
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Problema 8.35. Calcula la siguiente integral definida:

/4
/ sen (2z) dx.
0

Solucién.
La integral a calcular es de la forma:

/f' (z) senf (z)dx = —cos f (z) + C,

por tanto, multiplicando y dividiendo por 2 se puede integrar y aplicando
la regla de Barrow se tiene:

w/4 1 w/4
/ sen (2z) dr = —/ 2sen (2z) dx
0 2 Jo

= :21- cos(2m)} - = :2= (cos (2 - %) —cos(2- O)) = %

0

oo

Problema 8.36. Calcula la siguiente integral definida:

3 .2
/ ©tz+2,
1 P

Solucién.

La integral a calcular es una suma de integrales que son inmediatas cada
una de ellas, integrando y aplicando la regla de Barrow se tiene:

3.2 3 3 3
/ L:E+2dac:/ a:d:r-i—/ 1d:r+/ gda:
1 z 1 1 1z

3
] + :1:]:1" + 21In \a:l]:l”
1

| &,

_ (3; -5 ) + 31+ (2In(3) — 2m(1)) = 6+ 2(3).

(e.¢]
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Problema 8.37. Calcula la siguiente integral definida:

/2 31:2
——dx.
o 2v1+ 23
Solucién.

La integral se resuelve mediante el método de sustitucién, donde aplicando
el método se tiene:

i) u=1+23

ii) du = 32%dz.

ees 2 3z2 = 1 =12

iii) [, K/%de = Efu 12y,

iv) Integral que es inmediata aplicando la regla de las potencias:

1/2
%/u—l/zdu = li = ul/2,

v) Y deshaciendo el cambio, y aplicando después la regla de Barrow se
tiene:

2 32 2
/__a: d:c=\/1+$3] =V9-vi=2.
o 2V1+a® 0

oo

Problema 8.38. Calcula la siguiente integral definida:

/Zl;dm
0o VZ+3

Solucién.

La integral se resuelve mediante el método de sustitucién, donde aplicando
el método se tiene:

i) u =/ y despejando = = u?.

ii) dzr = 2udu.
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iii) Los extremos de integracion quedan:

z=0ou=+0=0,
z=4-ou=+V4=2,

4 2
1 2u
— — —du.
/0 \/$+3d2: /0 u+3u

iv) Se resuelve la integral:

2 2 —
/ 2u du:Q/ u+3 3du
o u+3 o u+3

2
3 2
=2/0 1—u+3du= 2(u—3Inu+3))];

3
=4—-6In5—(—61n3) :4+61n-5.

o0

Problema 8.39. Calcula el valor de a > 0 en la siguiente integral:

/;(%+3>dr=9.

La integral a calcular es una suma de integrales que son inmediatas cada
una de ellas, integrando y aplicando la regla de Barrow se tiene:

a :v ax a
/2(§+3)dx_/2 5d:z+/2 3 dz
22 . g2 92

2 (2 ) - (B ea)

2

=%+3a—7.

Como se pide determinar el valor de a de forma que el valor de la integral
sea igual a 9, se tiene que:

Solucion.

2

%4—3&—7:9,
a’?+12a — 64 =0,
a=-16 6 a=4.

Como se pedia el valor de a > 0, la solucién es a = 4.

o
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Problema 8.40. Determina el valor de a para que se verifique:
¢ 2z 1
——dr = —.
/0 (x2 + 3) T

La integral es inmediata por la regla de la funcién logaritmo y aplicando
después la regla de Barrow se tiene:

/Oa -(xszs)dx — ln(:r + 3)]

Solucién.

=In(a®+3) —In(0+3) =In (-ﬁg__

Como se pide determinar el valor de a de forma que el valor de la integral
sea igual a 1/12, se tiene que:

In (E?’i:}—)) =1/12,

(a® + 3) = /12
3 3
a=+V3e/12 _3,

Como la integral es [, f(z)dz entonces a > 0y, por tanto, a = +v/3e1/12 — 3.

o0

Problema 8.41. Halla el 4rea limitada por la curva f(z) = 3 — 8 en el
intervalo [2,4].

Solucion.

El area limitada por una funcién positiva y el eje OX en un intervalo es la
integral definida de la funci6n en el intervalo. Segiin se puede observar en la
figura 8.1, la funci6n en el intervalo [2,4] es positiva, luego el valor del area

) Area=.Lbf(x)dx=L4 ((z® - 8) - 0) dz

.’L'4 f
= Z-—8x] = (64— 32) — (4 — 16) = 44.
2
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Figura 8.1: Area limitada por una curva
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Problema 8.42. Halla el 4rea limitada por la curva f(z) = z3 — 8 en el
intervalo [0,4].

Solucion.

Segtin se puede observar en la figura 8.1, ahora hay una parte por debajo del
eje OX y otra parte por encima del eje OX. El 4rea de una funcion negativa
y el eje OX es igual a la integral definida de la funcién en el intervalo
multipicada por (—1), por tanto, ahora se tiene:

Area=/ab(—f(x))dm+/bcf(x)dz

=/02(0—(x3—8))dx+/:((:c3—8)—O)dx

11,'4 2 ILA 4
=24 8:16] Sl = Sz} = (=4 + 16) + (32 — (~12)) = 56.
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Problema 8.43. Halla el 4rea limitada por las curvas:

2
f@)=2 -1y g(e)=-5 -2

en el intervalo [0,3].

Solucio6n.

Tal y como se puede observar en la figura 8.2 se cumple que g(z) < f(z)
para todo z del intervalo [0, 3].

Figura 8.2: Area limitada por dos curvas
e
T l T
2 0 /2 4

I
I
|
I
|
I
I
|
1
1
I
1
I
1
I

Por tanto, el area seré la integral definida de la diferencia de funciones:

2

Area=/ab(f(x)—g(a;))da:=/03 (g—l)— (—%—2)dw

P RPN i i
22T T T T

oo

Problema 8.44. Halla el 4rea limitada por las curvas f(z) = —22 + 1y
g(z) =2z + 1.
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Solucion.

Tal y como se puede observar en la figura 8.3 las curvas se intersecan en dos
puntos. Por tanto, en primer lugar, se procede a hallar los puntos de corte,
para lo cual se hace:

fz)=g(x) — -2 +1=2z+1

—z2-22z=0
.’l'(_l' - 2) = = { 22‘2::_02

Figura 8.3: Area limitada por 2 curvas que se cortan

—‘3 -2 1 0

Una vez conocidos los puntos de corte ya se puede calcular la integral defi-
nida, y como en este caso g(z) < f(x), entonces :

0

. b
Areaz/ (f(x)—g(m))d:r:/ (=22 +1) - (2z+1)dz

=32

0 3 942\1° (-2)3 8 4
=0 —a?—tpde=—|L 45 - 2= 44=12,
/ x zdz 7t , +1i(—2) 3 +4 2

oo
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Problema 8.45. Halla el area limitada por las curvas f(z) = 3z3—2%—11z
y 9(z) = —z? + =
Soluciodn.

Tal y como se puede observar en la figura 8.4 las curvas se intersecan en
tres puntos. Por tanto, en primer lugar, se procede a hallar los puntos de
corte:

322 — 22 —llz = -2’ +z

323 — 12z =0
0

2 _ = =
z(3z°-12)=0=1z {:t2

Figura 8.4: Area limitada por 2 curvas que se cortan en 3 puntos

Una vez conocidos los puntos de corte ya se puede calcular la integral defini-
da, si bien hay que tener cuidado con qué funcion es mayor en cada intervalo.
Asi, se tiene que en el intervalo (-2,0) f(z) > g(z) y en el intervalo (0,2) se
da que g(z) > f(z).

c b
Kiren = / (f (2) — g(x)) da + / (9() - f(2)) da

0
Area = / (3:r3 —z% - 11z) — (—:122 +z)dz
—2
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2
+/ (~2? +2) — (32° — 2% — 112) da
0

0 2
= / (3:1:3 —12z) dz + / (—31:3 + 12z) dz
—2 0

3:1;4 2 0 —3.’1:4 2 2
(e ()]

= [(0 = 0) — (12 — 24)] + [(—12 + 24) — (0 + 0)] = 24.

0. 9]

Problema 8.46. Calcula el 4rea limitada por la funcion f(z), el eje OX y
lasrectas x =0y z = 3.

/e siz < —1/2
fx)={ —2%2+3z si—-1/2<z<3
| + 8] siz>3

Solucion.

Tal y como se puede observar en la figura 8.5 las rectas verticales cortan a
la funcién en un unico trozo.

Figura 8.5: Area de una funcién a trozos I

-51

[R e —————
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Como la funcién esta definida a trozos, se elige el trozo que esta dentro de
los limites de integracion, y aplicando la regla de Barrow se tiene:

b
Area = / f(z)dx = /3 (—2* + 3z)dzx
a 0

G 3] _ #3809

o 3 2 2

Problema 8.47. Calcula el 4rea limitada por la funciéon f(z), el eje OX y
lasrectas z =0y x = 4.

1/z siz < —1/2
flx)={ —2*+3z si—1/2<zx<3
|z + 3| siz >3

Solucion.

Tal y como se puede observar en la Figura 8.6 las rectas verticales cortan a
la funcién en dos de los trozos.

Figura 8.6: Area de una funcion a trozos II

- e e e e A e w— -

Ll
|
|
|
|
=51 1
I
I
1
1

Se eligen los trozos que estan dentro de cada intervalo de integracion, y
aplicando la regla de Barrow se tiene:

b 3 4
Area = / f(z)dz = / (22 + 3z)dx + / x + 3dz
a 0 3
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x3 31:2]3 x? 3
= —-——=+— +—+3x]
3 2 e 2 3
33 3.32 42 9
= —— —+12—-=-—-9=11.
3+ 2 +2+ 2 .
00

Problema 8.48. Halla el valor medio de la integral.

/2 31.2

——dx.
0 2\/1—*-_:173
Solucion.

El valor medio o promedio integral viene dado por

b 2 3z?
Jat(@)de _ Jo s/
b—a 2—-0

V =

y resolviendo la integral, véase el problema 8.37, se tiene:

2
\/1+x3] VO — VI
V= > 0 — 5 =1.

o

Problema 8.49. Halla F'(z), sabiendo que F(z) = f(fz sen tdt.

Solucion.

En este caso se tiene que aplicar la expresion de la regla de la cadena bajo
el signo integral:

, g(x)
F(z) = /h S0 = Flo(e)g' ()~ SAEDH(2),

(e

luego

F'(z) = senz?2z — (sen0) -0 = 2z sen z2.



Capitulo 8 387

El resultado se puede comprobar, haciendo primero la integral y luego de-
rivando el resultado obtenido

2

T
F(z) =/ sen tdt = —cost]gz
0

= —cosz? —cos0 = —cosz? — 1.

Y derivando ahora la funcién F(z) = —cosz? — 1 se tiene:

F'(z) = sen (2?) - 2z.

Problema 8.50. Halla la integral:

20 1
/1 1T 2%

Solucion.

Se est4 ante una integral impropia de primera especie, por tanto se tiene
que:

/oof(a:)da:= 1im nf(:r)da:

n—0o0 a

Y aplicandolo a la integral, que es inmediata, se tiene:

o0 n
) 1 y n
/1 mdw = nll)n;o 1122 dx = nh_)rr;o [arctan z]]

= lim arctann — arctanl =
n—00

P |
4 4

AN

Como el valor del limite es finito, se estd ante una integral convergente:

e | ™
——d = 2.
/1 1+22 0" 4
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Problema 8.51. Halla la integral:

o0
/ zdzx.
0

Se estd ante una integral impropia de primera especie, luego

o0 n .’E? n
/ zdr = lim zdzr = lim [—]
0 2

n—>00 0 n—00 0

Solucion.

2

LT _
=ty ~0=

Y como el valor del limite no es finito, se estd ante una integral divergente.

oo

Problema 8.52. Halla la integral:

o0 2
—dx.
/1 z(x + 2) .

Se esta ante una integral impropia de primera especie.

Solucion.

La integral indefinida se puede escribir como

2 ] 1
b= . = — b
/:L'(:v-i—?)(mc /:5 g2

=ln|z|-In|z+2(+C=I -

Y sutituyendo en la integral impropia se tiene:
/oo 2 i | ey = Ui fin (o] — T [0 2
————dx = i ———dz = 1li n x| —In |x
1 :L‘(:L‘+2) n—)ngo 1 .’L‘(.’E+2) n—»rIc}o 1

= lim [In|n|—In|l|-In|n+2|+In|1+2]]=1In3.
n—o00

Coémo el valor del limite es finito, se estd ante una integral convergente:

2 2

oo
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Problema 8.53. Halla la integral:
oo e-—\/x'
dx.
)

Se esta ante una integral impropia de primera especie, luego se puede escri-

bir: _
00 e—\/m ) n e—ﬁ
/0 i dz = nangO v~ dz.

La integral es inmediata multiplicando y dividiendo por —2,

Solucion.

n e-—\/E
/ = d:r = nll)rgo o e dz

2 2 2
= i ‘/—] = —_— = —
nlgnoo [ . 1 nlgnoo eVvn tToA eVl e

Y como el valor del limite es finito, se estd ante una integral convergente:

Problema 8.54. Halla la integral:

0
/ e*dz.
—~00

Se est4d ante una integral impropia de primera especie, por tanto se tiene

que:
[ twae= [ @

Y aplicandolo a la integral se tiene:

Solucion.

0 0
1
/ edz = lim / e*dr = lim [ez]g = lim e —e*=1-—=1.
n

- n——00 n——o00 n——o00 e®
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Como el valor del limite es finito, se estd ante una integral convergente:

0
/ e®dr = 1.
==X

Problema 8.55. Halla la integral:

oo
/ e®dzx.
—00

Solucion.

Se estd ante una integral impropia de primera especie y si la funcién es
continua y acotada en el intervalo (—oo, 00), se tiene que:

/_Zf(:v)d:n=/_Coof(a:)da:+/c°of(x)dx7

para un numero real ¢ cualquiera. Se elige ¢ = 0 y, por tanto, la integral es
la suma de las dos integrales siguientes:

[e%) 0 [e’e]
/ e *dz =/ e Ydz -I-/ e %dz.
—00 —00 0

La primera integral vale 1, tal y como se puede ver en el problema 8.54:

0
/ edr = 1.
-

Se calcula la segunda integral, que es del tipo impropia de primera especie,
luego

o0 n
g dp = lim e*dz = lim [¢*]f = lim e" — €® = 0.
0 n—oo 0 n—oo n—o0

Y como el valor del limite es infinito, se estd ante una integral divergente.

Por tanto, y como uno de los dos sumandos es divergente, se tiene que la
integral pedida es divergente.
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Problema 8.56. Calculala integral ffooo zdz y su Valor Principal de Cauchy.

Solucion.

En primer lugar, se calcula la integral, tomando como valor c el 0, ¢ = 0.

00 0 [ee]
/ zdzr =/ zdx +/ zdz.
—00 —00 0

Cada uno de los sumandos obtenidos, ff o ZdT 'y fooo zdz divergen, véase el
problema 8.51, y por tanto la integral diverge.

Se halla ahora el Valor Principal de Cauchy:

0o 0 n
VPC(f) =/ zdr = lim (/ :cd:c+/ a:da:)
—00 n—00 —n 0

270 27n 2 2
= lim ol + l = lim |0 — (=n) +'n_._0
n—00 2 |_, 2 | n—00 2 2

2 2
lim [—l + n_] = lim 0=0.
n—ro0 2 2 n—o00

Luego en este caso existe el Valor Principal de Cauchy y es igual a 0, aunque
la integral es divergente.

o0

VPC(f)=/ zdr = 0.

—00

Problema 8.57. Halla las siguientes integrales:
1 1 3 1
Solucion.

1 1
a) fO —\a/?dx
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La funcion f(z) =

T
una discontinuidad infinita en z = 0, es decir,

Il - .
<5/ € una funcién continua y acotada en (0, 1], con

lim f(z) = *oo.
c—0t

Por tanto, la integral que se pide calcular es impropia de segunda especie y
se puede aplicar que:

/abf(x x—cgrcrll cf I—hm/ f (=

1 o 17311
— —_— -_— 3 -t
/ \/_dac— I de = lim = lfm (3\f 3\/2) 3,

c-+071 c--+0t 1/3 T esot

Como el valor del limite es finito, se estd ante una integral convergente.

LI |
/o Tme =3

Se estd ante una integral impropia de segunda especie, pues existe una
discontinuidad en z = 2, por tanto:

b

/abf(a: ac—llrn/ i (i da:+11m f(z)dz

c+é

3 1 2—-6 1 3 1
=1 7d i —d
/0 CEDEIRE <Y SR r=y) Ll o) B

= [”w—m]i gy [‘(xim};é
=§"Efé<‘(2_<ls 2)*(012)>

1 1
o = co.
+53i%< (3—2)*(2+5—2)) =

Luego, la integral es divergente.
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Problema 8.58. Halla I'(2) y I'(3), a partir de la definicién de la funcién
y comprueba que valen 1 y 2 respectivamente.

Solucioén.

Se denomina Funcién Gamma o Integral de Euler de segunda especie, y se
denota por I' a la funcién:

o0
F(p)=/ P le7%dx.
0

Aplicando la definicién para el caso de p = 2 se tiene:

oo oo
['(2) =/ 2 le %dx =/ ze *dx.
0 0

Integral que puede calcularse mediante el método de integracioén por partes,

u=z, dv=e"%dzx, du=dz, v= /e_“’dm = —e "

oo M
I'(2) =/ ze de = lim ze %dx
0 M—oo 0

M

" —g M - ’ —g 1M —p M

= lim —ze ’”]0 + e fdr= lim —ze ‘”]0 + —e “]O =51,
M—oo 0 M—o0

En el caso de p = 3, se tiene:

oo oo
I'(3) =/ 1:3_1e_zdx=/ rle%dz.
0 0

Integral que puede calcularse mediante el método de integracion por partes,

w=z2% dv=e"%dz

du = 2zdz, v= /e‘mdx =—-e "

00 M
F&) = / r?e%dr = lim rle™%dz
0 M—oo /g

M
= lim —:1:26_1]3/! + 2/ zd “dr =0+ 20'(2) = 2.
0

M —o00

o
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Problema 8.59. Haz el cambio z* = t y halla la integral:

o 4
/ e Tdzx.
0

Al hacer el cambio indicado se tiene:

Solucién.

4

t=a*>5z=t"4

1
dz = Zt‘?’/“alt.
Los extremos de integracion se transforman en
r=0-t=0Y4=0
T =00 —t=o00.

Y la integral a calcular seréa:

o0 4 ]
/ e Tdr= /e_t—t_3/4dt.
0 4

Aplicando la definicion de funcién gamma se tiene p — 1 = —
la integral queda:

oo
—.’L‘4 . —-tl _3/4 1 ].
dz = =t A= =T{~=1].
/0 € T /e 1 i (4

oo

Problema 8.60. Halla la integral:
oo
/ z3e % dx
0
haciendo previamente el cambio 5z = ¢.

Solucion.

Al hacer el cambio indicado se tiene:

t=5x — 1t
=0T T ==
5

W

- P

f

(-
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1
g = Sk
=g

Los extremos de integracion se transforman en
z=0—-t=5-0=0
T=00—1=00.

Y la integral a calcular sera:

/oo Se~%q —/Oo ¢ 31e—‘dt-i/oot3e‘tdt
o T¢ Ty \57) 5% T, '

Aplicando la definicién de funciéon gamma se tienep —1 =3 > p =4y la
integral queda:

Problema 8.61. Halla la integral:

0
/ z3etdx
—00

haciendo previamente el cambio z = —t&.
Solucion.
Al hacer el cambio indicado se tiene:

t=—z— dr=—dt.

Los extremos de integracion se transforman en
r=0—-2t=0
r=-00—t=o00.

Y la integral a calcular sera:

0 0 00
/ r3efdr = / (—t)3 e~ tdt = —/ 3e~tdt = —T (4) = -3!
0

—00 [e.¢]

o0
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Problema 8.62. Halla la integral:

(o o]
/ r2e~(@=58) 4y
0

haciendo previamente el cambio z — 5 = t.

Solucién.

Al hacer el cambio indicado se tiene:
t=x—-5—2>zx=t+5
dz = dt.
Los extremos de integracion se transforman en
z=5—=>t=5-5=0,
=00 —1=o00.

Y la integral a calcular sera:

o0 o0
/ z2e~ @D dr = / (t+5)% e tdt
0 0

o0 o0 o0
=/ &ﬂﬁ+/1me+/ 25¢tdt.
0 0 0

Aplicando la definiciéon de funcién gamma se tiene:

o0 oo o0
/ &ﬁa+/]mfw+/ 25e"dt = T'(3) + 10T (2) + 250 (1).
0 0 0

o0

Problema 8.63. Halla la integral:

1
— e Yedy
/=

. . o
haciendo previamente el cambio — = ¢.
i
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Solucion.

Al hacer el cambio indicado se tiene:

1
t=—-——oz=—,
97 t

dz = —tlgdt.
Los extremos de integracién se transforman en
z=0-—>1t=o00,
z=00—t=0.

Y la integral a calcular sera:

<1 04 of 1 ® 2
/ —ie~ /xd$=/ t"e (——2>dt=/ tetdt =T (3).
0o T 00 t 0

o0

Problema 8.64. Halla 8(2,1) y 8(1, 2).

Solucion.

Se trata de una funci6én Beta. En este caso p = 2 y ¢ = 1, aplicando la
definicion:

B(p,q) = /1 a1 - 2)* de
0

se tiene:

1
B(2,1) =/ o711 - z)'ds
0

1 1 2711
1
= xl—modxz/xdxzz——] = —,
| a-apas= | -] =3

En el caso de p =1 y ¢ = 2, aplicando la definicién se tiene:

1
B(1,2) =/0 o711 — )%

il 1 332 1
=/x0(1—m)1da:=/ l—xdxzx——] ==
0 0 2]y 2

o0
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Problema 8.65. Halla 3(5,4).

Solucion.

Aplicando la definicién se tiene:
1 1
86,4) = [ 2> (1= ) e = (pa) = [ 71— o)
0 0

cuyo célculo puede ser tedioso ya que se ha de desarrollar un binomio de
grado 3, multiplicarlo por z* y luego integrar cada sumando y sustituir
los valores de los extremos. Sin embargo, si se aplica la relacién entre las
funciones Beta y Gamma se tiene:

I'(p)T'(q)

B(p,q) = Tptq)

y aplicandolo al problema:

T(5)C(4) T(5)T(4) 4131 1

B(5,4) = T(G+4 L9 8 280

00

Problema 8.66. Halla las siguientes integrales:

a) fol x~23(1 — )" Y3dg b) fg/2c057tdt c) [o° 1+z 2\/_.

Solucién.
a) fol 72/3(1 — )~ Y3dx

Se trata de una funcion Beta. Identificando los exponentes, se tiene:
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Y aplicando la férmula de los complementos,

T(p)T(1 —p) = —

senpm’

se obtiene:

. 1. (2 s 2m
_2/3 _ _1/3 e = = o s
x l1—z do=T r = = )
/0 (1=2) (3> 3> senf V3

b) f”/z cos’ tdt

Aplicando la expresién
/2
B(p,q) = 2/ sen®~1¢.cos® ! tdt,
0
se tiene

1
S g=4d.
50 4

Por tanto, se puede hallar el valor de la integral a partir de la funcién Beta:

{ p-1=0 _

2q—1=7

1
/W/2c057tdt= -1—6 (-1-,4) = %izl)—r—(ﬂ
. I‘(§+4>
Ly 3R 816
2F(3> Zﬁﬁl\/’—r 105 35

c
) fO 1 + IL‘ 2\/—
La integral solicitada se puede reescribir como

0 z—1/2
d
/o <1+x2f / t+a)? "

Y aplicando la expresion

o] :L.p—l p
B(p, q) —/0 T+ 2Pt z,
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se tiene que los valores de p y g son:
p-1=—3
ptq=2

Por tanto, se puede hallar el valor de la integral a partir de la funcién Beta
y su relacién con la funcion Gamma:

B(p,q) = Hp)T(g)

I'(p+4q)
[ o Tee=e(d)
2G)rG) v

1 3%y 1! )
j I (e
5te)
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Este libro es una coleccion de ejercicios que tiene como objetivo recorrer los
conceptos basicos utilizados tradicionalmente para el estudio de las ciencias
sociales. El texto nace como complemento al libro de teoria de la asignatura
Fundamentos Matematicos de las Ciencias Sociales del Grado en Turismo. Sin
embargo, por nuestra experiencia, podemos asegurar que sera de utilidad a otros
estudiantes que quieran realizar un repaso de los métodos en él contenidos, ya que
los ejercicios se presentan completos y en orden progresivo de dificultad. Se puede
usar ademas de forma independiente, pues la intencién de los autores es que la
obra contenga los métodos basicos de resolucion de los ejercicios propuestos sin
que sea necesario acudir a manuales adicionales.

El texto estd dividido en dos bloques. El primero recorre conceptos fundamentales
de calculo matricial y su aplicacién a la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales. El segundo se centra en el estudio, el analisis y la representacion grafica de
funciones reales de variable real.

Se ha pensado especialmente en aquellos estudiantes que llevan tiempo sin abordar
el estudio de las matematicas y, por eso, se ha incluido un tema inicial de repaso
de conceptos basicos. Asimismo, y para facilitar la comprension de los métodos de
desarrollo de los ejercicios, se ha incluido en cada tipo de ejercicios un primer caso
con todos los pasos y las explicaciones necesarias para que el estudiante pueda
entender la resolucién y asi avanzar posteriormente de forma auténoma.
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