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Prologo

Este libro, en el que presentamos los contenidos de un curso basico de Estadistica Des-
criptiva, es fruto de nuestra experiencia como profesores de la Universidad de Malaga
en el Departamento de Estadistica y Econometria (Economia Aplicada) y forma parte
de un proyecto interuniversitario mas ambicioso que esta encaminado a facilitar tanto
el aprendizaje de esta materia por parte de los alumnos, como la labor docente de los
profesores universitarios que la imparten.

El libro Estadistica Descriptiva esta pensado para ser utilizado como texto de referen-
cia en cursos introductorios de Estadistica en titulaciones de grado del 4rea de Ciencias
Sociales, estando especialmente orientado a los d&mbitos econémico-financiero, empre-
sarial, turistico, de las relaciones laborales y de la administracion publica.

Teniendo en cuenta el tipo de alumno al que el texto va dirigido, la exposicion de
los contenidos tedricos se acompafia de numerosos ejemplos resueltos y ejercicios pro-
puestos, que ayudan al alumno a asimilar los diferentes conceptos y sus aplicaciones
facilitandole el estudio de la materia. Los enunciados de la mayor parte de los ejercicios y
ejemplos resueltos estan basados en datos reales relativos a algin aspecto de los ambi-
tos anteriormente mencionados.

Los contenidos expuestos en el libro de texto se estructuran en cinco capitulos que
estan dedicados a la presentacion y organizacion de los datos; el andlisis descriptivo de
las distribuciones de una variable; los nimeros indices; el analisis de la correlacién y
regresion en distribuciones de dos variables y, por ultimo, el analisis clasico de las series
temporales.

El texto se complementa con el acceso a una pagina web asociada, creada expresa-
mente para facilitar la labor docente del profesor y el aprendizaje de los alumnos (www.
mhe.es/estadisticadescriptiva), en la que colaboran los autores y un grupo de profesores
de otras universidades, y en la que se proporciona material adicional, tanto para el
alumno como para el profesor. Concretamente, en dicha pagina estan disponibles para
los alumnos los ficheros de datos de los ejemplos y ejercicios que figuran en el libro; la
solucion detallada de algunos de ellos con diversas aplicaciones informdticas (Excel, R
0 SPSS); algunos cuestionarios de autoevaluacion; las soluciones numeéricas de los ejer-
cicios propuestos en el libro de texto y una coleccién de ejercicios propuestos. Ademds
de lo anterior, el profesor podrd acceder a las soluciones detalladas de los ejercicios
propuestos, modelos de examen, presentaciones PowerPoint en formato digital descar-
gable, cuestionarios de evaluacién en formato Moodle, etc.

Por ultimo, deseamos expresar nuestra gratitud a las profesoras Carmen Muifioz,
Nturia Viladomiu y Victoria Alea, de la Universidad de Barcelona, tanto por la revisién
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del material preliminar como por los ejercicios sugeridos; a las profesoras Raquel Caro
y Ana Maria Lara, de la Universidad Pontificia de Comillas y la Universidad de Grana-
da, respectivamente, que han proporcionado material para incorporar a la pagina web
asociada y, por ultimo, a la editorial McGraw-Hill, por la oportunidad que nos ha brin-
dado de participar en este proyecto y facilitar la publicaciéon de este libro de texto.

Madlaga, agosto de 2012

Los autores

Maria Dolores Benitez Marquez
José Luis Iranzo Acosta
Fernando Isla Castillo

Maria Dolores Sarrién Gavilan
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En esta primera leccion se definen los conceptos de poblacién, elemento y variable, que
son bdsicos en todo estudio estadistico. Se distingue entre observacién exhaustiva y
observacion parcial y se introduce el significado de las expresiones «Estadistica Descrip-
tiva» y «Estadistica Inductiva» o «Inferencia Estadistica».

Inicialmente, los datos relativos a la observaciéon de una variable aparecen en el
orden y modo en que fueron recogidos y registrados, aparentemente de forma desor-
denada e inconexa, lo que puede hacer dificil su interpretaciéon. El punto de partida
para extraer la informacion contenida en los datos es su resumen y presentaciéon en
forma de tabla.

Centrandonos en datos transversales relativos a una variable, para obtener la tabla
contabilizamos el nimero de elementos que presenta cada valor o modalidad (frecuen-
cia absoluta) o la proporcién que dichos elementos representan del total (frecuencia
relativa). El conjunto formado por los distintos valores o modalidades junto con su
correspondiente frecuencia se presenta en forma de tabla y constituye la denominada
distribucién de frecuencias.

Si el namero de valores distintos que la variable presenta es grande, es aconsejable
agruparlos en clases o intervalos para mayor comodidad en el tratamiento de la infor-
macion.

Por otra parte, cuando las modalidades admiten una ordenacién resulta ttil la in-
formacion relativa al nimero de elementos que presentan una modalidad o alguna de
las anteriores, suponiendo que las modalidades estan ordenadas en orden creciente
(frecuencia acumulada).

En esta primera fase de resumen y exploraciéon previa de la informacién, resulta
bastante util presentar la informacién en graficos, de modo que la referencia visual
sirva como punto de partida para el andlisis estadistico. Los distintos tipos de datos
(cualitativos o cuantitativos) y el que la distribucion de frecuencias sea para datos agru-
pados o no agrupados determinaran el que los representemos graficamente mediante:
diagrama de barras (para cualitativos o cuantitativos no agrupados); tallo y hojas (para
cuantitativos no agrupados); histograma y poligono de frecuencias (para datos agrupa-
dos) y diagrama de sectores, cartograma, pictograma o barra de componentes porcen-
tuales (generalmente empleados para datos cualitativos). Por su parte, la representaciéon
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2 Estadistica Descriptiva

grafica de la distribucién de frecuencias acumuladas, en el caso de que tenga sentido
obtenerla, serd un diagrama de escalera o uno poligonal, segiin que los datos sean no
agrupados o agrupados.

Finalizaremos la leccién haciendo un breve resumen de las fuentes estadisticas mas
relevantes para el andlisis de los dmbitos econémico-financiero y turistico a nivel na-
cional o autonémico, indicando el tipo de informacion estadistica que en ellas podemos
encontrar.

1.1. Nocién de Estadistica. Estadistica Descriptiva
e Inferencia Estadistica

En el uso comun el término estadistica se refiere a toda informacién numérica, presen-
tada de forma ordenada y habitualmente acompanada de algin grafico que facilita su
comprension. Esta primera conceptualizacién, con origenes histéricos muy remotos,
cada dia estd mas arraigada en la sociedad actual, inmersa en un mundo de cifras que
llenan los medios de comunicacién e impregnan nuestras referencias personales.

Pero la estadistica en su concepcién actual es mucho mas. Es una ciencia joven que
se ha consolidado a lo largo del siglo xx y que ha ido ampliando su campo de aplicacién
hasta alcanzar a casi todas las ramas del conocimiento y a las diferentes parcelas de la
actividad humana, debido a que proporciona criterios para la toma de decisiones en
situaciones de incertidumbre. Esta concepcion arranca, basicamente, de la confluencia
de dos corrientes conceptuales que discurrieron por caminos separados hasta finales del
siglo xix: la Teoria de la Probabilidad y la Estadistica en el sentido tradicional del térmi-
no que la identifica con «informacion de los estados politicos» (etimolégicamente, el
vocablo estadistica procede del término latino status).

Desde un punto de vista analitico, dentro del conjunto de conocimientos que
componen la ciencia Estadistica se pueden distinguir tres ramas claramente diferen-
ciadas:

e Estadistica Descriptiva, que se ocupa de la obtencion, clasificacion, represen-
tacion y analisis de los datos relativos a las caracteristicas de interés observados
en todos los individuos de un colectivo (poblacién o muestra) con el objeto
exclusivo de describir las regularidades o el comportamiento de ese colectivo,
sin pretender extraer conclusiones que trasciendan al conjunto analizado. Este
tipo de estudio es de naturaleza deductiva, ya que a partir de un conjunto ge-
nérico de datos se extraen conclusiones particulares de los mismos.

¢ Teoria de la Probabilidad, que tiene por objeto el estudio de los fenémenos
aleatorios y que propiamente es una rama de las Matematicas. Se trata de una
teoria de base axiomadtica cuyos teoremas se obtienen mediante un razona-
miento l6gico-deductivo. El concepto de probabilidad, sobre el que ha tenido
gran influencia el desarrollo de las ciencias experimentales, ha sido objeto de
continuos debates al existir diversas y encontradas opiniones sobre su signifi-
cado e interpretacion, e incluso sobre los contextos en que ha de utilizarse
una u otra concepcion del mismo.

¢ Inferencia Estadistica, que se nutre de las dos partes anteriores y es a la
que, usualmente, se hace referencia al hablar de la Estadistica como ciencia.



Capitulo 1. Conceptos béasicos 3

Su objetivo consiste en obtener conclusiones para la poblacién objeto de es-
tudio, mediante el instrumental que le proporciona el célculo de probabilida-
des, a partir de la observacién y analisis de una muestra representativa de la
poblacién. Se realiza, por lo tanto, un proceso inductivo mediante el cual se
trasciende el conjunto analizado.

Entre las distintas definiciones que recogen la finalidad y los métodos de esta disci-
plina incluimos la siguiente:

«La Estadistica se configura como la tecnologia del método cientifico que proporciona
instrumentos para la toma de decisiones cuando estas se adoptan en ambiente de incer-
tidumbre, siempre que esta incertidumbre pueda ser medida en términos de probabilidad.
Por ello, la Estadistica se preocupa de los métodos de recogida y descripcion de datos, asi
como de generar técnicas para el analisis de esta informacién»'.

1.2. Definiciones bésicas

Toda investigacién estadistica esta referida a un colectivo o grupo que recibe el nombre
de poblacién. La poblacién puede estar formada por personas, pero también por entes
de la més diversa naturaleza: periodos de tiempo, actos juridicos, areas geograficas, ho-
teles, etc. El primer paso de cualquier estudio estadistico es definir con precisién la
poblacién sobre la que se realizard el estudio.

Las personas o cosas que integran la poblacién se llaman elementos o unidades
estadisticas. Estos elementos son entes observables y pueden tener existencia real
(personas, coches, casas...) o pueden haber sido creados artificialmente para facilitar la
investigacién estadistica (parcelaciéon de terrenos agrarios para estudiar su productivi-
dad, intervalos de tiempo que se toman como unidad para analizar un fenémeno a lo
largo del tiempo...).

Los elementos de la poblacién poseen ciertas propiedades, cualidades o rasgos a los
que llamamos caracteres o variables estadisticas (sexo, edad, estatura, ingresos...,
para poblaciones de personas; extension, namero de estrellas, nimero de habitaciones,
antigliedad..., para poblaciones de hoteles; nimero de trabajadores, salario medio men-
sual, niimero medio mensual de bajas por enfermedad..., para poblaciones formadas
por empresas; etc.). La investigacion estadistica se centrard en el estudio de uno o varios
de esos caracteres que son comunes a los elementos de la poblacién.

A los caracteres que son susceptibles de ser medidos, es decir, a aquellos en los que
el resultado de su observacién se puede cuantificar de una manera objetiva, como son:
la edad, el peso o la estatura de las personas, se les denomina variables cuantitativas
o simplemente variables, por ser las mas frecuentes en los estudios estadisticos. Los
restantes forman el grupo de las variables cualitativas o atributos. A las distintas
formas de presentacién (manifestaciones observadas) de un atributo se les llama mo-
dalidades o categorias.

Las variables cuantitativas se clasifican, atendiendo al nimero de valores que pue-
den tomar, en discretas y continuas. Las variables discretas son aquellas que toman

! Martin Pliego. F. J. (1994): Introduccion a la estadistica econdmica y empresarial, A.C., Madrid.



4 Estadistica Descriptiva

valores aislados, a lo sumo en cantidad numerable (nimero de hijos de la pareja, ni-
mero de habitaciones de un hotel, niimero de clientes de un establecimiento, etc.). Las
variables continuas son las que pueden tomar cualquier valor en un intervalo dado; por
ejemplo, la altura de las personas comprendidas entre dos tallas fijas, los salarios perci-
bidos por los trabajadores de un determinado sector, las distancias recorridas por los
turistas que llegan a un cierto destino desde distintos puntos, el ingreso familiar men-
sual de las familias de un determinado barrio, la tasa mensual de parados en el sector
industrial, etc.?

Por otra parte, cuando las observaciones de una variable estadistica tienen una re-
ferencia temporal (consumo mensual de electricidad de una determinada familia, tem-
peratura diaria en el observatorio del aeropuerto de Mdlaga, nimero semanal de per-
noctaciones en un determinado hotel de la costa, nimero mensual de parados en
Malaga en el sector de la construccion, etc.), distinguiremos entre flujo y stock. Las
variables que expresan flujos son aquellas para las que el valor que asignamos a un
periodo de tiempo corresponde a todo él tomado como unidad, mientras que las co-
rrespondientes a variables que expresan stocks son aquellas para las que el valor que
asignamos a un periodo de tiempo corresponde a una medicion realizada en un instan-
te del mismo que se toma como representante. Asi por ejemplo, entre las variables ci-
tadas anteriormente, el consumo mensual de electricidad de una determinada familia
seria flujo, la temperatura diaria en el observatorio del aeropuerto de Malaga seria stock,
el nimero semanal de pernoctaciones en un determinado hotel de la costa se conside-
ra flujo, y el nimero mensual de parados en Malaga en el sector de la construccién,
stock. (Figura 1.1.)

Figura 1.1. Clasificacion de los caracteres y variables estadisticas

? Esta distincién es buena en teoria, sin embargo, en la practica todas las variables son discretas, ya que

los instrumentos de medida que utilizamos para observarlas tienen una precisién limitada.
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Observemos que en las variables que expresan flujos tiene sentido la acumulacién
de los valores observados en distintos subperiodos de uno mds amplio para obtener el
valor correspondiente a este Ultimo (por ejemplo, el dato semanal como suma de los
datos diarios), mientras que en las que expresan stocks esto no tiene sentido.

En cuanto a los atributos, se clasifican en ordinales y nominales, segin que sus
categorias sean susceptibles de ser ordenadas o no lo sean. Asi, el color de los ojos es
nominal, el tipo de alojamiento elegido por los turistas que visitan una ciudad es no-
minal y el nivel de estudios del cabeza de familia de los hogares de un determinado
barrio de la ciudad es ordinal.

Una vez determinados los caracteres a estudiar se procede a observarlos. Esta ob-
servaciéon puede ser exhaustiva, si se observa la variable de interés en todos y cada
uno de los elementos de la poblacién; parcial, cuando observamos la caracteristica de
interés en una parte de la poblacién y mixta, si algunas caracteristicas se observan ex-
haustivamente y otras solo parcialmente.

A su vez, la observaciéon parcial puede hacerse en una subpoblacién (subconjunto
de elementos de la poblacién con alguna caracteristica en comtn que los distingue del
resto) o en una muestra (los elementos que la componen no presentan ninguna carac-
teristica especial que los haga diferentes del resto). La muestra puede ser aleatoria, si los
elementos que la forman han sido seleccionados al azar, o no aleatoria, cuando los ele-
mentos que la forman han sido seleccionados segutn ciertos criterios fijados de antemano.

Cuando la observacién es exhaustiva, las técnicas de la Estadistica Descriptiva per-
miten obtener conclusiones vdlidas para toda la poblacién; sin embargo, si la observa-
cion es parcial, con estas técnicas solo podremos extraer conclusiones validas para la
subpoblacién o muestra que ha sido observada. Si queremos extraer conclusiones va-
lidas para la poblacion a partir de lo observado en una parte de ella, sera necesario que
esa parte sea aleatoria y recurrir, ademads de a la descripcion de los datos, a la Inferen-
cia Estadistica, lo que estd fuera del alcance de este curso.

Por otra parte, atendiendo a que nuestro interés se centre en conocer la evolucién
de una cierta caracteristica a lo largo del tiempo o en su comportamiento en un instan-
te del mismo, utilizaremos datos longitudinales (o temporales), transversales o un
panel de datos, si nuestro interés se centra en ambos aspectos.

Llamamos observaciones transversales a las obtenidas de los distintos elementos
en un mismo instante o intervalo de tiempo. Por ejemplo, los salarios de distintos obre-
ros, distintas empresas, distintos sectores econémicos, pero referidos siempre al mismo
tiempo. Sin embargo, si fijado un obrero o una empresa, observamos el salario en dis-
tintos instantes o intervalos de tiempo, obtenemos observaciones temporales. Dichas
observaciones expresan la evolucién temporal del caracter estudiado en la unidad es-
tadistica sobre la que se realizan las distintas observaciones. Por ejemplo, el volumen
salarial de los empleados de una empresa en los tltimos diez afnos.

Cada vez se utilizan con mds frecuencia los paneles de datos, en los que se com-
binan observaciones de corte transversal con observaciones temporales. Por ejemplo,
volumen salarial de los empleados de 50 empresas del sector de la construccién en
Mélaga en los altimos 10 anos.

Una caracteristica distintiva entre las observaciones temporales y transversales es la
de dependencia. Las observaciones temporales suelen ser dependientes, cada observa-
cion depende de las anteriores, lo que, en general, no suele ocurrir cuando las obser-
vaciones son transversales.
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1.3. Presentacion de los datos: distribuciones
de frecuencias y representaciones graficas

La realizaciéon de una investigacion estadistica lleva consigo la observacion en cada uno de
los elementos de la poblacion, subpoblacion o muestra, de los caracteres que son objeto de
dicha investigacion. Lo mas frecuente es que se obtenga una gran masa de datos que no
hace facil su interpretacion; en ese caso, se requiere un proceso previo de condensaciéon
o reduccién, que puede conllevar la pérdida de parte de la informacion inicialmente re-
cogida. El resultado de esta operacién de reduccion es una tabla estadistica, o simplemen-
te estadistica, que contiene de forma ordenada y sistemadtica un conjunto de datos.
Una estadistica se puede presentar, basicamente, de dos formas:

1. Clasificando las observaciones efectuadas sin mencionar a los elementos de la
poblacién a los que las mismas corresponden. La forma habitual de presenta-
cién en ese caso es una tabla con dos columnas o filas. En la primera apare-
ceran los distintos valores (o grupos de valores) observados de la variable o las
distintas modalidades que el atributo haya presentado. En la segunda colum-
na o fila, al lado o debajo de cada valor o modalidad, escribiremos las veces
que el mismo se ha presentado. Se llaman distribuciones de frecuencias.

2. Uniendo cada observacion al instante de tiempo, drea geografica, sector pro-
ductivo, etc., al que la misma se refiere. Es el caso de las estadisticas tem-
porales, geograficas, sectoriales, etc.

Observacion. A veces, una misma estadistica puede ser tratada como distribucién de fre-
cuencias o como estadistica geografica, sectorial, etc. de una variable cuantitativa, en la que
los valores observados se identifican con las frecuencias. Asi, si disponemos del niimero de
oficinas bancarias en las distintas provincias andaluzas en 2007, podemos estar interesados
en el nimero medio de oficinas por provincia, en cuyo caso la variable que estamos con-
siderando es «n.° provincial de oficinas bancarias» con ocho observaciones (estadistica geo-
grafica). Sin embargo, los valores de esa variable, al ser nimeros enteros, pueden interpre-
tarse también como frecuencias, en ese caso podriamos estar interesados, por ejemplo, en
conocer la distribucién porcentual por provincias de las oficinas bancarias de Andalucia.

1.3.1. Distribuciones de frecuencias de una variable.
Datos no agrupados

Cuando disponemos de pocas observaciones o cuando, ain siendo muchas, aparecen
pocos valores distintos, trabajaremos con distribuciones de datos no agrupados.

Estas estadisticas se presentan en una tabla con dos filas o columnas. En la primera
columna o fila suelen figurar los distintos valores de la variable, frecuentemente orde-
nados en orden creciente, y en la segunda el nimero de veces que cada valor ha sido
observado, es decir, su frecuencia absoluta de observacion.

Para un conjunto de N datos relativos a una variable X, emplearemos la siguiente
notacién’:

> Si lo que manejamos es un atributo, al que representamos mediante A, escribiremos A,,...,A, para
representar las k modalidades distintas que A presenta en ese conjunto de N observaciones.
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¢ Los distintos valores observados de la variable X, ordenados de menor a ma-
yor, se representan mediante X;, X,,..., X,, K<N.

¢ La frecuencia absoluta de observacion de cada valor x; de la variable X se
representa con n,, que es el niumero de veces que dicho valor aparece repeti-

do en las observaciones.
¢ Es claro que n;+ n, + ... + n,. = N, lo que, abreviadamente, se escribira

k
Z n;=N
i=1

Los distintos valores observados acompariados de sus frecuencias se suelen presen-
tar en una tabla como la siguiente:

N, N oo 0 wee N N

O, alternativamente,

Xy n,
X n,
X, n;
Xk g

N

Ejemplo 1.1. En una poblacién de 60 alumnos se ha observado la variable X = «N.° de
hermanos». El resultado de dicha observacién es el que se muestra a continuacién.

3014023545
2 4 3 3076 213
03 21154130
5101 31140 2
1 2201023 21
254 2 303 201

Los distintos valores observados de la variable X, ordenados de menor a mayor, son:
0,1,2,3,4,5, 6, 7. La tabla que se obtiene después de contar el nimero de veces que
cada uno de ellos aparece repetido es la siguiente:

0 11
1 13
2 12
3 11
4 6
5 5
6 1
7 1
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Diagrama o grafico de barras

La representacion grafica mas usual de la distribucion de frecuencias de una variable con
datos no agrupados es el diagrama de barras. Para obtenerlo, marcamos en el eje de
abscisas los distintos valores observados y sobre cada uno de ellos se levanta una barra
vertical de altura igual a su frecuencia absoluta de observacion. Por ejemplo, el diagrama
de barras para el Ejemplo 1.1 es el que figura en el Grafico 1.1.

14 -

12

10

6

| I I

0. N
0 1 2 3 4 5 6 7

Numero de hermanos

(o]
!

Numero de alumnos

N
|

Grafico 1.1. Diagrama de barras correspondiente a la distribucion del nimero de hermanos

Grafico de tallo y hojas (stem and leaf)*

El diagrama o grafico de tallo y hojas es una técnica de organizaciéon de los datos que per-
mite obtener simultaneamente la distribucién de frecuencias y su representacion grafica.

Para construirlo se expresan los datos en la unidad necesaria para poder trabajar con
dos o tres cifras significativas. Las cifras de cada observacién se dividen en dos partes: la
primera cifra (o dos primeras) es la parte mas relevante de los valores observados y se de-
nomina tallo; del tallo parte la hoja o tltima cifra significativa del valor observado.

Se dibuja una linea vertical y a su izquierda se anotan en columna los tallos desde
el menor hasta el mayor. Los tallos deben ser consecutivos y abarcar todo el recorrido
de la variable. A la derecha de la linea vertical se anotan las hojas correspondientes a
cada tallo. Las hojas se ordenan de menor a mayor y deben ocupar el mismo espacio;
habra tantas hojas como ntimero de observaciones.

* Este procedimiento de presentacidn y representacion de los datos fue introducido por J. W. Tukey en

1977 en su libro Exploratory Data Analysis. Reading, MA: Addison-Wesley técnica.
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Se puede completar el diagrama con las frecuencias simples o acumuladas, que
se obtienen teniendo en cuenta la unidad de la hoja y el nimero de hojas corres-
pondiente a cada tallo. Dichas frecuencias se suelen anotar a la izquierda de los
tallos.

En el encabezado o pie del grafico es importante indicar la unidad de la hoja (es
decir, el nimero de observaciones que la misma representa) y del tallo (unidad de me-
dida de la variable) para poder recuperar las observaciones en las unidades originales.

Ejemplo 1.2. Supongamos que las edades de un colectivo formado por 45 trabajadores
son las siguientes: 32, 32, 32, 34, 34, 35, 35, 35,35, 37,37, 37,37, 38,39, 40, 40, 41,
42,42,42,42,42,42, 42, 43, 43, 43, 43, 43, 45, 45, 45, 45, 45, 47, 47, 48, 49, 49, 50,
50, 51, 51, 51. El grafico de tallo y hojas de esta muestra podria ser cualquiera de los
dos que siguen (Gréficos 1.2 y 1.3).

I T T S

15 3 222445555777789
25 4 0012222222333335555577899
5 5 00111

Unidad de las hojas: 1; 312 representa 32 afos

Grafico 1.2. Diagrama de tallo y hojas para la edad

Dada la poca variacién que presentan los tallos es conveniente subdividirlos en
partes iguales. Como las hojas toman los valores enteros de 0 a 9, inicamente se pue-
den subdividir los tallos en 2 o 5 partes para que sean todas ellas iguales. Si se subdi-
viden en 2 partes, a la primera le corresponderan las hojas del 0 al 4 y a la segunda
del 5 al 9.

O O

5 3 22244

10 3 5555777789

15 4 001222222233333
10 4 5555577899

5 5 00111

Unidad de las hojas: 1; 312 representa 32 afios

Grafico 1.3. Diagrama de tallo y hojas para la edad

1.3.2. Distribuciones de frecuencias de una variable.
Datos agrupados

Cuando disponemos de muchas observaciones y, ademds, muchas de ellas son distintas,
se suele recurrir a la agrupacién de las mismas en unos cuantos intervalos o clases,
formando lo que se conoce como distribucion de frecuencias con datos agrupa-
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dos. Estas estadisticas se presentan en una tabla con dos filas o columnas. En la prime-
ra figuran los distintos intervalos, frecuentemente ordenados en orden creciente, y en
la segunda el nimero de veces que han sido observados valores dentro del intervalo,
es decir, su frecuencia absoluta de observacion.

Ejemplo 1.3. Los establecimientos hoteleros de una gran ciudad se han agrupado por
el nimero de plazas, obteniéndose como resultado la distribuciéon de frecuencias que
se presenta en la Tabla 1.1.

Tabla 1.1. Numero de plazas

m N.° de hoteles

0-100 25
100-200 37
200-300 12
300-500 22
500-600 21
600-800 18

800-1.000 5
140

Estas estadisticas difieren de las anteriores en que no es posible reconstruir los datos
originales a partir de la informacién contenida en la tabla. El agrupamiento en clases
conlleva la pérdida de parte de la informacién original, sabemos cudntas observaciones
hay en cada clase, pero no cudles son. En consecuencia, al calcular determinadas me-
didas numéricas (que, en general, son funcién de las observaciones) a partir de la tabla,
cometeremos errores. Esos errores se llaman de agrupamiento.

En la obtencién de una distribucién de datos agrupados, a partir de los datos origi-
nales, nos encontraremos con los siguientes problemas:

— Fijar el namero de clases que deben tomarse. Este debe ser el suficiente para
que no se pierda excesiva informacion primaria y para que la estadistica resulte
manejable y til para expresar las caracteristicas de la variable. En este sentido,
algunas de las reglas que se utilizan en la practica son: tomar un nimero de
clases (k) igual al entero mds proximo a la raiz cuadrada del nimero total de
datos (VN) o al entero mds préximo a la expresién 1+3,3-log N (férmula de Stur-
ges®). En general, se suele recomendar un nimero de clases entre cinco y quince®.

— La manera de expresar en la tabla los limites de los intervalos, de modo que
no originen error. Utilizaremos intervalos solapados, es decir el extremo su-
perior de cada intervalo coincide con el inferior del inmediato posterior, se-
miabiertos por la derecha y de manera tal que cubran todas las observacio-
nes.

— La utilizaciéon de intervalos de amplitud fija o variable. En lo posible, se reco-
mienda trabajar con intervalos de amplitud constante, ya que es mds fécil el
tratamiento analitico de la estadistica.

Sturges, M.A. (1926): «The choice of a class-interval», Journal of the American Statistical Association, 21.
¢ Véase, por ejemplo, el libro de Alfonso Garcia Barbancho Estadistica elemental moderna de la editorial

Ariel.
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Para las distribuciones de frecuencias con datos agrupados utilizaremos la siguiente
notacion:

e N es el niumero total de observaciones de la variable X.

e L;,,-L,i=1,...,k, son los k intervalos o clases en los que se encuentran
agrupadas las observaciones. Por supuesto, k<N.

e n,i=1,..k, esel nimero de observaciones en el i-ésimo intervalo o, lo que
es lo mismo, la frecuencia absoluta de observacién correspondiente al in-
tervalo L; ;- L,.

e a;, i=1,...,Kk, es la amplitud del intervalo L, - L;, es decir,

a;= Li-L;,

¢ Si los intervalos son de distinta amplitud, pueden ser necesarias las alturas
correspondientes a los mismos, que se representan con h;, i = 1,..., k, y se
definen como: b <L

17

e x;, i =1,..., k, es la marca de clase o representante de las observaciones en
el intervalo L, ,-L;, y se define como:

L., +L

2
es decir, la marca de clase de cada intervalo es el punto medio del mismo.

X; =

En la siguiente tabla se muestran los valores de a,, x; y h; que resultan para los in-
tervalos del Ejemplo 1.3.

Tabla 1.2. Numero de plazas (célculos intermedios)

nn-

- 100 100 0,25

100 - 200 37 150 100 0,37

200 - 300 12 250 100 0,12

300 - 500 22 400 200 0,11

500 - 600 21 550 100 0,21

600 - 800 18 700 200 0,09

800 - 1.000 5 900 200 0,025

140

Histograma

La representacién grafica de una distribuciéon de frecuencias de datos agrupados recibe
el nombre de histograma. El histograma se obtiene pintando en el eje de abscisas los
extremos de los intervalos y levantando sobre ellos rectdngulos de 4rea igual o propor-
cional a su frecuencia (véase el Gréafico 1.4).

Si todos los intervalos son de la misma amplitud, podemos pintar rectdngulos
de base el intervalo y de altura la frecuencia. De este modo, obtendremos rectdngulos
de 4rea proporcional a la frecuencia y la constante de proporcionalidad serd esa ampli-
tud (a) que es comun a todos los intervalos.

Si los intervalos son de distinta amplitud, se pintan rectdngulos de area igual
a la frecuencia, utilizando para cada intervalo una altura igual a su frecuencia dividida
por su amplitud (lo que antes hemos definido como h).
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El histograma para la distribucién del ntimero de plazas del Ejemplo 1.3, que se presenta
en el Gréfico 1.4, estd basado en las alturas, ya que los intervalos son de amplitud variable.

0.4
0,35
0.3

h 0,25
0,2

0,15

0.1

0,05

100 200 300 500 600 800 1.000
Plazas

Grafico 1.4. Histograma del numero de plazas

Poligono de frecuencias

Si unimos con trazos rectos los puntos medios de los lados superiores de rectangulos
contiguos, obtenemos el poligono de frecuencias. En el Grafico 1.5 se puede observar
el poligono de frecuencias correspondiente al Ejemplo 1.3.

0.4

0,35

0.3

h 0,25 —
0,2

0,15

0.1
0,05

100 200 300 500 600 800 1.000
Plazas

Grafico 1.5. Poligono de frecuencias del nimero de plazas
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1.3.3. Estadisticas derivadas: distribuciones de frecuencias
acumuladas, frecuencias relativas y porcentajes

En las distribuciones de una variable, nos puede interesar conocer el niimero de obser-
vaciones correspondiente a un valor o intervalo y a todos los anteriores a él. Cuando las
frecuencias tienen este significado se denominan frecuencias acumuladas o frecuen-
cias absolutas acumuladas. Se representan por N,, i = 1,..., k, y se definen como:

i
Ni=2 n;
j=1

Es claro que N, = n, y que N, = N, si disponemos de k valores o intervalos dis-
tintos en un conjunto de N observaciones.

Ejemplo 1.4. En la siguiente tabla se muestran las distribuciones de frecuencias abso-
lutas, simples y acumuladas, correspondientes a una cierta variable X.

3 1 1

4 3 4

6 5 9

7 10 19

10 15 34
34

En una suma de varios sumandos se llama proporcién al cociente de dividir un
sumando cualquiera por el total. A las proporciones que resultan de dividir cada fre-
cuencia (n;) por el nimero total de observaciones (la suma de todas las frecuencias, N)
se les llama frecuencias relativas y se les representa mediante f,.

fi=1_1j‘

N

Para un conjunto de N observaciones con k valores o intervalos distintos, se cumple que:

k
Z fi=1
i=1

Llamamos frecuencia relativa acumulada del i-ésimo valor o intervalo, y la re-
presentamos mediante F,, al resultado de acumular hasta el mismo las correspondientes
frecuencias relativas, es decir,

i
Fy= E f
j=1

Es claro que,

y que, si los N datos estan agrupados en k intervalos o valores distintos,

F.=1
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Si las frecuencias relativas se multiplican por 100 obtenemos los porcentajes. Para
el i-ésimo valor o intervalo,
n, k
pPi=—.100 y D p; =100
N i=1

Cuando acumulamos los porcentajes, obtenemos los porcentajes acumulados:

Pi=-§i. 100 y P,=100
A las distribuciones de frecuencias acumuladas, frecuencias relativas o porcentajes
que se obtienen a partir de la estadistica primaria o basica mediante operaciones arit-
méticas se les llama estadisticas derivadas.
Siguiendo con el Ejemplo 1.3, en la Tabla 1.3 se presentan todas las frecuencias
simples (absolutas, relativas y porcentuales) y las frecuencias acumuladas (absolutas,
relativas y porcentuales).

Tabla 1.3. Numero de plazas. Estadisticas derivadas

0-100 0,1786 0,1786 17,86 17,86
100 - 200 37 62 0,2643  0,4429 26,43 44,29
200 - 300 12 74 0,0857 0,5286 8,57 52,86
300 - 500 22 96 0,1571  0,6857 15,71 68,57
500 - 600 21 117 0,1500 0,8357 15,00 83,57
600 - 800 18 135 0,1286 0,9643 12,86 96,43
800 - 1000 5 140 0,0357  1,0000 3,57 100,00

140

1.3.4. Mas representaciones graficas

La representacion grafica de la distribucion de frecuencias relativas o porcentuales con
datos agrupados o sin agrupar es similar a la de frecuencias absolutas, cambiando la
escala en el eje de ordenadas para trabajar con frecuencias relativas o porcentuales en
lugar de con absolutas.

Diagrama de frecuencias acumuladas o escalonado

En las distribuciones de datos no agrupados, la representacién grafica de la distribu-
cién de frecuencias acumuladas (absolutas, relativas o porcentuales) es el diagrama
de frecuencias acumuladas o diagrama de escalera. En el eje de abscisas se mar-
can los distintos valores, sobre cada valor se levanta una barra discontinua paralela
al eje de ordenadas y de altura igual a la frecuencia acumulada (absoluta o relativa)
correspondiente a dicho valor y, por Gltimo, se une, mediante trazo horizontal, cada
barra con la inmediata posterior, teniendo en cuenta que antes del primer valor el
trazo horizontal coincide con el eje de abscisas y después del Giltimo el trazo horizon-
tal es de altura N, 1 o0 100, segiin que estemos trabajando con frecuencias absolutas,
relativas o porcentuales, respectivamente.
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Ejemplo 1.5. El diagrama de escalera correspondiente a la distribuciéon de frecuencias
acumuladas dada en la siguiente tabla es el que se muestra a continuacion.

16 —

14 —

e -, = = =

W e - -

Grafico 1.6. Diagrama de escalera para el Ejemplo 1.5

Ojiva o poligono de frecuencias acumuladas

En las distribuciones de datos agrupados, la representacién gréfica de la distribucién
de frecuencias acumuladas (absolutas, relativas o porcentuales) es el poligono de
frecuencias acumuladas u ojiva.

En el eje de abscisas se marcan el extremo inferior del primer intervalo y los extre-
mos superiores de todos los intervalos. En el eje de ordenadas las frecuencias acumu-
ladas (absolutas o relativas). Pintamos en los ejes los puntos que tienen abscisa en el
extremo superior de cada intervalo y ordenada la frecuencia acumulada correspondien-
te a la clase que dicho extremo representa. Pintamos, también, el punto que tiene como
abscisa el extremo inferior del primer intervalo y como ordenada cero. Los puntos asi
obtenidos se unen entre si (cada uno con su inmediato a la derecha) mediante trazos
rectos. Por ultimo, hemos de tener en cuenta que antes del punto correspondiente al
extremo inferior del primer intervalo la grafica coincide con el eje de abscisas y que
después del punto que corresponde al extremo superior del Gltimo intervalo la grafica
coincide con la rectay = N, y =1 o y = 100, segin que estemos trabajando con fre-
cuencias absolutas, relativas o porcentuales.
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Ejemplo 1.6. El poligono de frecuencias acumuladas que corresponde a la distribucién
de datos agrupados de la variable que figura en la siguiente tabla es el que se muestra

en el Grafico 1.7.
“ll

4-16

16-20 47 102
20-24 32 134
24-36 26 160

160
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_.“
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Grafico 1.7. Poligono de frecuencias acumuladas para el Ejemplo 1.6

Observacion. Al representar la distribucion de frecuencias mediante un poligono como
el anterior estamos aceptando que dentro de cada intervalo la distribucién de las ob-
servaciones es uniforme o, lo que es lo mismo, el niimero de observaciones que corres-
ponde a cada subintervalo de una clase dada es proporcional a su amplitud e indepen-
diente de su posicién dentro de la misma.

Ejemplo 1.7. Los extranjeros que viven en un pais de la Union Europea quedan cla-
sificados en la Tabla 1.4 segtn su pais de origen. Para representar la distribucién me-
diante un diagrama de sectores repartimos el angulo completo (360°) entre el total de
observaciones (140). La constante de proporcionalidad serd entonces 360/140 (esa es
la amplitud del dngulo que corresponde a una observacion cualquiera, 2,571).

Tabla 1.4. Extran]eros seglin pais de origen

s o o Extranjeros (10* personas)
Pafses de la U.E. 50

Otros paises europeos 45
Paises del norte de Africa 40

Otros paises 5
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Teniendo en cuenta el valor de la constante de proporcionalidad, ya calculado antes,
las amplitudes que proporcionalmente les corresponden a las distintas modalidades son
las que se presentan en la Tabla 1.5.

Tabla 1.5. Extranjeros segun pais de origen. Célculo de adngulos en grados

— Extranjeros (10* personas) Angulo en grados

Paises de la U.E. 50 50-2,571=128,55
Otros paises europeos 45 45-2,571=115,695
Paises del norte de Africa 40 40-2,571=102,84
Otros paises 5 5:2,571=12,855
140 359,94 (360)

El grafico de sectores es el que se presenta a continuacion.

5

40 [l Paises dela U.E.
B Otros paises europeos

[ Paises del norte de Africa

Otros paises

Grafico 1.8. Extranjeros segun pais de origen (104 personas). Grafico de sectores

Barra de componentes porcentuales

Es una barra vertical con escala en la que se van apilando los porcentajes correspon-
dientes a cada una de las modalidades observadas. En el Grafico 1.9 se ha representado
la barra de componentes porcentuales correspondiente al ejemplo anterior (Ejemplo 1.7).

100%
90%
80%
70% A
60%
50% -
40% T
30% -+
20% 1
10% -
0% -

Otros paises
[ raises del norte de Africa
[l Otros paises europeos
[l Paises de la U.E.

Grafico 1.9. Barra de componentes. Extranjeros segun pais de origen
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Pictogramas

Dibujos que representan al atributo y cuyo tamano es, para cada modalidad, propor-
cional a la frecuencia con la que la misma se presenta. Por ejemplo, en el Grafico 1.10
se muestra un pictograma relativo a la distribucién por Comunidades Auténomas de
los acampamentos turisticos en 2012.
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Fuente: Encuesta de Ocupaciéon en Acampamentos Turisticos, INE
Grafico 1.10. Numero de acampamentos turisticos

Cartogramas o mapas

Se utilizan cuando las modalidades son areas geograficas o cuando interesa visualizar una
cierta variable segtn la zona geografica en la que haya sido observada (estadisticas geogra-
ficas). Las distintas frecuencias (o los distintos valores o intervalos) se representan con tra-
mas (o figuras geométricas) tanto mas densas (mds grandes) cuanto mayor es el valor al
que representan. A modo de ejemplo, en el Grafico 1.11 se muestra la distribucion muni-
cipal del niimero de plazas en hostales y pensiones en los municipios de Andalucia en 2007.

Plazas de hostales y pensiones
e Bajo

Bl Medio

I Alto

Fuente: Distribucion tcerritorial de la oferta turistica en Andalucia, Afio 2007, IEA

Grafico 1.11. Distribucién municipal de las plazas en hostales y pensiones
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1.4. Fuentes estadisticas oficiales

Las fuentes de informacién estadistica pueden ser clasificadas en funcién de diversos
criterios. Atendiendo al ambito geografico, distinguiremos entre:

¢ Organismos internacionales.
¢ Organismos nacionales.
¢ Organismos regionales.

Organismos internacionales

El principal organismo oficial productor de estadisticas a nivel europeo es la Oficina de
Estadistica de la Unién Europea (EUROSTAT, http://epp.eurostat.ec.europa.eu/).

A modo de ejemplo, en la Figura 1.27 se puede observar que, entre los distintos
temas sobre los que podemos encontrar informacién estadistica, Eurostat recoge y re-
copila una amplia gama de datos econémicos, financieros y del turismo, con secciones
dedicadas a las Cuentas nacionales (incluido el PIB); tablas Input-Output; tipos de cam-
bio; tasas de interés; etc.

Statistics by theme

© General and regional © Economy and finance © Population and social

statistics « National accounts (including GDP) conditions

« Regions and cities « ESA 95 Input-Output fables « Population

« Internotional cooperotion « Europeon sector acounts « Health {Public Health/Heolth

+ Cooperation with « Government finonce statistics and sofety ot work)
Mediterraneon counfries- « Einancial accounts « Education and training
MEDSTAT programme « Exchonge rofes « Labour market (including LFS

« Candidate and potential « Interest rotes - Lobour Force Survey)
candidate countries « Monetary and other financial « Income, Social Inclusion and

Living Conditions

statistics
 Harmonized Indices of Consumer * Social protection
Prices (HCIP) « Househald Budget Surveys
« Purchasing pawer porities (PPPs) + Crime and criminal justice
« Balance of payments * Culture
© Industry, trade and services © Agriculture and fisheries © External trade
o Structural business statistics o Agriculture « Externol frade
o Shortterm business statistics « Forestry
« Tourism o Fisheries
« Manufactured goods « Food: from farm to fork
{Prodcom}) « Agri-Environmental Indicators
« Informotion Society
@ Transport © Environment and energy © Science and technology
« Tronsport « Environment « Science, technology ond
 Energy innovation

Figura 1.2. Estadisticas por temas. Pagina web de Eurostat

7 Informacién suministrada en la web de Eurostat.



20 Estadistica Descriptiva

Organismos nacionales

El organismo de cardcter nacional que produce un mayor nimero de estadisticas, tan-
to relativas a la Economia y las Finanzas como a cualquier otra area tematica, es el
Instituto Nacional de Estadistica (INE; http://www.ine.es/). Entre las estadisticas de
interés en el ambito econémico-financiero que ofrece este organismo estan las que se
presentan en la Figura 1.3%.

Sl Lol SRR T

Estadistica de transmisiones de derechos de |a propiedad
Suspensiones de p3gos v declaraciones de Quigbras
Ventas a olazos

Magnitudes monetarigg y financieras

Mercado bursatil

Tipos de interés

Figura 1.3. Estadisticas de Empresas, Cuentas Econdmicas y Estadisticas Financieras y
Monetarias. Pagina web del INE

Otro organismo nacional con importante producciéon estadistica en el dmbito financie-
ro es el Banco de Espana (BDE, http://www.bde.es/webbde/es/). Como se indica en su
pagina web oficial, el Banco de Espana elabora y publica las estadisticas relacionadas con
sus funciones y asiste al Banco Central Europeo con las estadisticas necesarias para llevar a
cabo las politicas monetaria y cambiaria tinicas, referidas, entre otros aspectos, a magnitudes
monetarias, bancarias y financieras, tipos de interés y balanza de pagos. En la Figura 1.4
mostramos las estadisticas que este organismo ofrece agrupadas por publicaciones.

Por tltimo, en cuanto a los organismos de dmbito geografico regional destacamos
los Institutos de Estadistica Regionales, que existen solo en algunas comunidades auté-
nomas. En la siguiente tabla figura la denominacién de las Oficinas estadisticas para las
diferentes comunidades auténomas’.

8 Informacién suministrada en la web del INE.
° Informacién suministrada en la Web del INE.
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D estadisticas agrupadas por publicaciones

@ Boletin Estadistico

@ Indicadores econémicos

PO Y P T v RN

@ sintesis de indicadores

(& Cuentas Financieras de la Economia Espafola

© Boletin del Mercado de Deuda Publica

- ——— -um o ows - -

@ Boletin de Operaciones

Figura 1.4. Estadisticas agrupadas por publicaciones. Pagina web del BDE

Oficinas estadisticas en comunidades autdnomas
Andalucia; Instituto de Estadistica de Andalucia

Aragén:; Instituto Aragonés de Estadistica

Balears (llles): Institut Balear d’Estadistica

Canarias; Instituto Canario de Estadisti

Cantabria; Instituto Cdntabro de Estadistica

Castilla-La Mancha: Instituto de Estadistica de Castilla-la Mancha

Castilla y Leén: Consejeria de Hacienda

Cataluiia: Institut d’Estadistica de Catalunya

Comunidad de Madrid: Instituto de Estadistica de la Comunidad de Madrid
Comunidad Valenciana; Instituto Valenciano de Estadistica

Extremadura: Junta de Extremadura, Consejeria de Economia, Industria y Comercio

Galicia: Instituto Galega de Estatistica

Murcia, Regién de: Centro Regional de Estadistica de Murci

Navarra: Instituto de Estadistica de Navarra

Pais Vasco: Euskal Estatistika Erakundea - instituto Vasco de Estadistica (EUSTAT)
Principado de Asturias: Sociedad Asturiana de Estudios Econdmicos e Industriales [SADEI
Rioja, La: Consejerig de Hacienda v Economig. Direccién, Economia y Presupuestos

Figura 1.5. Oficinas estadisticas en comunidades autdnomas. Pagina web del INE

1.5. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Indique, en cada uno de los siguientes casos, si la variable mencionada
es: cuantitativa, cualitativa, discreta, continua, nominal, ordinal, de flujo o stock.

a) Numero de agencias de viajes en Andalucia. Datos anuales desde 1995 has-
ta 2005.

b) Numero de cancelaciones de estancias en un hotel en los 5 ultimos afios.

¢) Nivel de estudios de un conjunto de trabajadores.

d) Distribucion de los ocupados atendiendo al nivel de estudios.

e¢) Numero de ocupados en el sector industrial en Mdlaga en los afios 2003,
2004 y 2005.

f) Salario medio mensual de los ocupados en el sector industrial en Malaga en
los afios 2003, 2004 y 2005.
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g) Salario mensual de los trabajadores de una empresa.

h) Distribucion de los visitantes segin tipologias (turistas y excursionistas) en
el afio 2009.

i) Numero de convenios en empresas turisticas (por ejemplo, de empresa, de
grupo de empresas, de sector, etc.) en los tltimos 10 afios.

Ejercicio 1.2. En febrero de 2006 se realizé una encuesta a 50 empleados de una gran
empresa. Entre otras cuestiones, se les pregunto sobre el nimero de horas extraordi-
narias que trabajan a la semana. Los resultados fueron los siguientes:

2122124211
2321113422
2212112322
3232242343
3343333332

Construya una tabla estadistica que resuma la informacién contenida en el cuadro
anterior y responda, basandose en ella, a las siguientes cuestiones:

a) ¢Cual es la poblacion?
al) Numero de empleados.
a2) Numero de horas extraordinarias.
a3) El total de horas extraordinarias.
a4) El total de empleados.

b) Atendiendo al nimero de elementos, ;de qué tipo de observacién diria que
se trata?

b1) Exhaustiva.

b2) Parcial.

b3) Muestra.

b4) Subpoblacién.

¢) Y atendiendo a la referencia temporal?
c1) Transversal.
¢2) Longitudinal o temporal.

d) ¢Cual es el nimero total de observaciones?

e) ¢Cuantos empleados encuestados han trabajado 3 horas extraordinarias?

f) ¢Cudntos de los empleados encuestados han trabajado 2 o menos horas ex-
traordinarias?

g) Entre los empleados encuestados, ¢cuantos trabajaron 1 hora extraordina-
ria?

h) ¢Qué nimero de los empleados encuestados trabajaron 2 o mds horas ex-
traordinarias?

i) Entre los empleados encuestados, ¢cuantos han trabajado 3 o mds horas ex-
traordinarias?

J) Entre los empleados encuestados, ¢cuantos han trabajado 2 o 3 horas ex-
traordinarias?

Ejercicio 1.3. El poligono de frecuencias relativas acumuladas de una variable estadis-
tica X, cuyos datos observados estan agrupados en intervalos o clases es el que se pre-
senta en el Grafico 1.12.
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Basandose en él y teniendo en cuenta que el numero total de valores observados
es 50, obtenga:

a)
b)
¢)
d)
e)
N
9)

Frecuencia relativa del segundo intervalo.

Limite superior del segundo intervalo.

Marca de clase del ultimo intervalo.

Porcentaje acumulado del tercer intervalo.

¢Cuantas observaciones tuvieron un valor inferior a 10?

Porcentaje de observaciones con un valor inferior a 8.

¢Cudntas observaciones tuvieron un valor superior o igual a 11? ¢Qué por-
centaje del total representan?

0.9
0.8

0,6

0.4
0.3

0,7 1

Fi 0,5 |

0,2 1
0,1 1

Grafico 1.

12. Poligono de frecuencias acumuladas para el Ejercicio 1.3

Ejercicio 1.4. Basandose en la informacién contenida en la siguiente tabla estadistica,
relativa al nimero de trabajadores en una muestra de gestorias observadas en un afio
determinado, responda a las cuestiones que se le plantean.

a)

b)

N.° de trabajadores N.” de gestorias

1
5
12
20
23
23
12
2
2

Total 100

O 00NV A WN

¢Cudl es la variable a la que refiere la estadistica anterior? ¢De qué tipo es?
La observacién, ;es exhaustiva o parcial? (Y los datos?, ;son temporales o
transversales?

Represente graficamente la distribucion de frecuencias absolutas.
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¢)

Determine:

cl) Numero de gestorias encuestadas.

¢2) Porcentaje de gestorias con 5 trabajadores.

¢3) Numero de gestorias con un maximo de 3 trabajadores.

¢4) Nimero maximo y minimo de trabajadores.

¢5) Nimero méaximo de trabajadores que tienen las 30 gestorias con menos
personal.

¢6) Si una empresa de software inicamente esta interesada en enviar propa-
ganda a las gestorias con mas de 6 empleados, ¢a qué porcentaje de las
gestorias muestreadas se dirigird?

c7) Si la empresa de software estd interesada en enviar propaganda al 25%
de las gestorias con mayor empleo, ¢cudl es el nimero minimo de em-
pleados que debe tener una gestoria para estar incluida en este grupo?

¢8) Si la Oficina Regional de Empleo se propone ayudar al 25% de las ges-
torias con menor empleo en el departamento de personal enviando un
trabajador en practicas, ¢cudntos empleados como maximo deberan te-
ner para poderse beneficiar de dicha ayuda?

Ejercicio 1.5. Indique, en cada uno de los siguientes casos, cudles hacen referencia a
variables cualitativas, y cudles a variables cuantitativas y, en este ultimo supuesto, cua-
les son discretas y cudles son continuas:

a)
b)
)

d)
e)
b))

9)
h)

1)
J)
k)

Altura de una persona.

Temperatura de un mostrador frigorifico.

Ntmero de anuncios emitidos en un intermedio publicitario por cierta cade-
na de television.

Tiempo necesario para la fabricacion de una pieza.

Peso neto de una botella estdndar de aceite.

Pulsaciones por minuto de una mecandgrafa.

Categoria de un hotel.

Opinién sobre su bienestar en el trabajo. Cardcter de la poblacién, al que se
le asignan los valores 0, 1, 2, 3 0 4, segin que la opinién del individuo sea
mala, regular, normal, buena o excelente.

Tamano de una empresa medido por el nimero de trabajadores.

Edad (en anos) de los empleados del departamento de personal.

Numero de accidentes mortales en una empresa.

Ejercicio 1.6. Complete los datos que faltan en la tabla y el grafico que se presentan a
continuacién e indique cudl es la poblacién, quiénes son sus elementos, cudl es la va-
riable analizada y de qué tipo es.

|_Empleados |t [N

Menos de 2

2as

5a 20 5.914 16.602
20a 100

100 o mas 19.027

Fuente: Elaboracion propia
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100 o mas
[ Menos de 2
i

20 a 100
10,7%

5a20
i ?

2a5s
33,0%

Grafico 1.13. Distribucion de las empresas atendiendo al n.° de empleados

Ejercicio 1.7. Utilizando los datos de la Encuesta Anual de Servicios del Instituto Na-
cional de Estadistica correspondientes a un determinado afio, se han construido los
Graficos 1.14 y 1.15 relativos al nimero de empresas en diferentes sectores. Complete
los datos que faltan en ambos graficos e indique cual es la poblacién, quiénes son sus

elementos, cudl es la variable analizada y de qué tipo es.

300.000 -

250.000 -

200.000

150.000

100.000

50.000

Grafico 1.14. Namero de empresas por sectores

Hot el ey establecimientos hot el er os
Otros sectores (2

Restauracion
54%

Tr ars port e
de viaj eros™
14%

Agencias de viaj es
2%

Grafico 1.15. Porcentaje de empresas por sectores
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Ejercicio 1.8. En la siguiente tabla figuran los salarios, en euros, de los 900 trabajado-
res de una determinada empresa.

Salario (€) N.° de trabajadores

400-600 50
600-800 200
800-900 300
900-1.000 100
1.000-1.600 250

a) Determine la poblacion, los elementos, la caracteristica de interés y el tipo
de la misma.

b) Represente graficamente la distribucién de frecuencias absolutas.

¢) Obtenga la distribucién de frecuencias absolutas acumuladas y represéntela
graficamente.

d) Determine el porcentaje de trabajadores con salario superior a 820 euros.

Ejercicio 1.9. El siguiente diagrama de tallo y hojas (stem and leaf) (Grafico 1.16) co-
rresponde a la observacion de la variable X=«Peso en gramos» de un cierto niimero de
paquetes gestionados por un servicio de mensajeria.

1 1 2: represents 12
leaf unit: 1
n: 100
2 110 | 58
111 |
4 112 | 59
6 113 | 68
12 114 | 24679
16 115 | 0234
20 116 | 8999
28 117 | 01235699
40 118 | 00122356689
49 119 | 011446688
(10) 120 | 2233556699
41 121 | 11346667999
30 122 | 1233456789
20 123 | 035899
14 124 | 01789
9 125 | 6678
5 126 | 12
127 |
3 128 | 27 .
1 129 | 2

Grafico 1.16. Diagrama de tallo y hojas
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Basandose en la informacion contenida en el gréafico, resuelva las siguientes cues-
tiones:

a) Peso minimo que denominaremos Xy

b) Peso maximo que denominaremos Xy x-

¢) Numero de observaciones que denominamos N.

d) Numero total de paquetes que pesan exactamente 1.256 g.

e) Numero de paquetes que pesan como maximo 1.149 g.

f) Numero de paquetes en la muestra que pesan mds de 1.250 g.

g) Proporcién de paquetes en la muestra que pesan como méaximo 1.150 g.
h) Proporcion de paquetes en la muestra que pesan como minimo 1.216 g.

Ejercicio 1.10. Segin la Encuesta de Estructura Salarial para el afio 2002 elaborada por el
INE, la ganancia media anual por trabajador en el sector de la hosteleria fue de 13.174,63
euros. En dicha encuesta se informa también de que el 25% de los trabajadores de dicho
sector tuvieron una ganancia igual o inferior a 9.525,75 euros; el 50% de los trabajadores
tuvieron una ganancia anual inferior a 12.369,36 euros y solo un 10% de los trabajadores
de dicho sector tuvo una ganancia anual superior 20.561,15 euros. Se pide:

a) Construya una distribucion de frecuencias para la ganancia anual por trabajador
en el sector de la hosteleria en el aflo 2002 que recoja la informacién anterior.

b) Indique cudl es la poblacion a la que la distribucion se refiere, cual es la va-
riable observada y de qué tipo es. Indique también, en caso de que tenga
sentido, si dicha variable puede considerarse flujo o stock.

¢) Represente graficamente la distribucién porcentual y la distribuciéon porcen-
tual acumulada.

Ejercicio 1.11. Basdndose en la tabla y el grafico que se muestran a continuacion, res-
ponda a las siguientes cuestiones:

w  25.000
(Y]
¥ 2005 ;

M2006 5 20.000
s

15.000

10.000

5.000

m B

Menorde 15 De15a 24 De25a44 Ded5a64 Mayorde 64
anos anos

Fuente: EGATUR, IET

Tabla 1.6. Gasto total de los turistas segtin edad. Millones de euros y variacion interanual
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Millones de euros

2005

2006

- - . > - - - - Total Total
Trnm. Trim. Trim. Trim. Trim. Trim. Trim. Trim. 2005 2006
[ 11 I v 1 11 111 v

TOTAL 8.009,3 10.980,2 17.049,0 9.967,1 7.868,4 15.522,4 17.707,5 10.128,2 46.005,6 48.226.5
Menor Hombres 108.8 200,5 523,0 150,7 113,8 252,7 602,6 179,1 983,0 1.148,1
de 15
anos

Mujeres 131,2 220.5 537,9 196,7 145,8 278,8 611,7 192,3 1.086,3 1.228.,6
De 15 Hombres  295.8 423,1 866,7 312,8 318,6 463,2 901,3 3774 1.898.3 2.060,4
a24

Mujeres 287.9 452,1 933,0 355,3 273,9 486,4 937,0 441,0 2.028,3 2.138,3
De 25 Hombres 2.057,7 2.763,5 4.046,5 2.364,4 1.8654 2.8784 4.2788 2518,2 11.232,1 11.540,8
a44

Mujeres 1.347,9 1.887,2 3.236,6 1.638,7 1.181,8 2.096,7 3.442,4 1.629,8 8.110,4 8.350,6
De 45 Hombres 1.614,4 2.083,0 2.972,3 2.033,0 1.676,5 2.472,1 2.941,0 1.930,1 8.702,7 9.019,7
a 64

Mujeres 1.270,3 1.718,1 2.540,7 1.721,4 1.342,7 2.107.8 2.504,5 1.631,1 7.250,5 7.586,0
Mayor Hombres 445,5 648,0 713,5 621,8 481,8 761.3 776.6 640,4 2.428,8 2.660,1
de 64
anos

Mujeres 449.,9 584,2 679.,0 572,3 468,2 725,2 711,5 589,0 2.285,3 2.493.,9

Grafico 1.17. Gasto total de los turistas seguin edad. Millones de euros y variacién

interanual

a) ¢Cuadl fue el tramo de edad mds importante con respecto al gasto turistico
en 2006?
b) ¢Qué porcentaje del gasto total realizado en 2006 correspondio a los turistas
con edad entre 25 y 64 anos?
¢) ¢Qué porcentaje del gasto total realizado en 2006 correspondio a los turistas
hombres?
d) ¢En qué grupos de edad se han producido los mayores incrementos en gas-
to turistico, en términos relativos, con respecto a 2005?




En el tema anterior hemos descrito varias formas de presentar los datos. Las tablas y las
representaciones graficas suponen un primer resumen de las observaciones de una va-
riable; ahora bien, la dimension de las primeras y la interpretacion subjetiva de las se-
gundas obliga a ir mds alla, buscando medidas objetivas y numéricas que resuman los
aspectos mds relevantes de una distribucién de frecuencias.

En este tema vamos a estudiar medidas numéricas que nos sirvan para describir las
principales caracteristicas de la distribucién de frecuencias de una variable.

Comenzaremos definiendo y analizando distintas medidas de tendencia central o
promedios; es decir, medidas que se utilizan para resumir mediante un tunico valor los
distintos valores observados.

En primer lugar estudiaremos la media aritmética, su definicién, sus propiedades,
el problema de su calculo cuando se trabaja con datos agrupados y el problema de los
intervalos no determinados, como «menor que» 0 «mayor que».

En el cdlculo de la media entran todas las observaciones; esto, que en muchas oca-
siones puede ser ventajoso, representa un inconveniente cuando entre las observacio-
nes hay valores atipicos o extremos, ya que la media se ve influida por ellos, resultan-
do ser una medida poco robusta. En aquellas situaciones en las que se considere
inadecuado dar el mismo peso a las observaciones extremas que al resto, sera preferible
utilizar la mediana en lugar de la media.

La mediana se define como el valor de la variable que, ordenadas las observaciones en
orden creciente o decreciente, deja a ambos lados el mismo niimero de elementos. Es, como
la media aritmética, un promedio muy utilizado y no se ve afectada por los valores atipicos,
ya que al ordenar las observaciones estos quedardn al principio o al final, pero sin importar
su diferencia con el resto. En este sentido diremos que la mediana es robusta.

La moda, que es el valor més frecuente en el conjunto de datos, presenta una im-
portante ventaja frente a los anteriores y es que puede utilizarse con datos cualitativos.
Puede no ser unica, caso en el que pierde representatividad. La presencia de dos o mds
modas se debe, generalmente, a una mezcla de dos o mds grupos heterogéneos y, siem-
pre que sea posible, convendrd analizarlos por separado.

Completaremos la informacién proporcionada por los promedios con la correspon-
diente a los cuantiles, medidas de posiciéon que dividen a la distribucién en partes que,
aproximadamente, contienen el mismo numero de observaciones complementarias.

29
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La correcta utilizacién de un promedio, como valor que sintetiza la informacién
contenida en la distribucién, depende de su representatividad, entendida como proxi-
midad o alejamiento de las observaciones al correspondiente promedio. Por esta razén
se plantea la necesidad de definir medidas objetivas que cuantifiquen la separacion de
las observaciones entre si y con respecto al promedio que las representa. A estas medi-
das las llamaremos medidas de dispersion.

Una forma simple de medir la dispersién en una distribucién es calcular el reco-
rrido, es decir, la diferencia entre los valores mdximo y minimo. Al utilizar solo los
dos extremos, esta medida se ve muy afectada por observaciones anémalas y su valor
puede inducir a una idea equivocada. Medidas menos sensibles a datos atipicos se
consiguen utilizando las diferencias entre cuantiles extremos: Recorridos intercuan-
tilicos.

Otras medidas de dispersion son las que reflejan la diferencia o separacion entre los
valores observados y el promedio. En este sentido, introduciremos los conceptos de
varianza y desviacion tipica, como medidas de dispersién con respecto a la media, y el
coeficiente de variacién, medida relativa de dispersiéon que permite comparar la disper-
sion con respecto a la media en distintas distribuciones.

La forma de la distribucién sera analizada numéricamente, para complementar la
informacién grafica, mediante las medidas de asimetria y de apuntamiento o curtosis.

Abordaremos el andlisis de la concentracién o desigualdad en el reparto del total,
tanto graficamente, mediante la curva de Lorenz, como numéricamente, mediante el
indice de Gini.

Por ultimo, completaremos la descripcién de una variable con el analisis del grafico
de caja y bigotes que, como veremos, recoge algunas de las principales caracteristicas
de la distribucion, mediana y cuartiles, y que, ademas de indicarnos cudles son los va-
lores atipicos, nos permite obtener una idea de la dispersion de los datos y de su asi-
metria.

2.1. Promedios y medidas de posicion

Los promedios o medidas de tendencia central se utilizan con la finalidad de resumir
en un unico valor toda la informacién disponible en la distribucién de frecuencias. La
informacién que proporciona el promedio se puede completar con la dada por las me-
didas de posicién no centrales, valores que dejan a su izquierda (o por debajo) un por-
centaje fijado del total de las observaciones ordenadas en orden creciente.

2.1.1. Media aritmética simple

La media aritmética simple de un conjunto de datos numéricos se define como la suma
de todos los datos (distintos o no) dividida por el nimero de ellos. La media aritmética
es un valor de la variable, no necesariamente observable, que viene dado en la misma
unidad de medida que la variable.

Célculo de la media aritmética. La media aritmética de un conjunto de observacio-
nes relativas a una variable X se representa con X y, atendiendo al tipo de datos con el
que estamos trabajando, se calculard como se indica a continuacién.
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Caso 1. Pocas observaciones. Si x,, ..., Xy son las N observaciones de una variable
X, su media X se calcula mediante la siguiente férmula

N
E X4
i=1

N

X =
Ejemplo 2.1. El gasto semanal en productos perecederos (en euros) de cuatro familias
fue de 104,51, 105, 120 y 200, respectivamente. ;Cudl fue el gasto medio?

104,51 + 105 + 120 + 200 _ 529,51
2 =

X = = 132,38 euros

Caso 2. Muchas observaciones, datos no agrupados. Si x,..., X, son los distintos
valores observados de una variable X en un total de N observaciones y n,, ..., n, son
sus correspondientes frecuencias, su media X se calcula mediante la férmula

k
Z X; I;
i=1

N

X =
Ejemplo 2.2. La distribucién de frecuencias del gasto semanal (en euros) de un grupo
de 120 familias es la que figura en la siguiente tabla. ¢Cual fue el gasto medio?

Tabla 2.1. Distribucion del gasto

Gasto (euros

104 40
105 30
120 10
200 40

120

Para calcular la media, X , construimos una columna auxiliar en la que figuren los
productos x;-n;, que representan los totales correspondientes a cada valor de la varia-
ble. Por ejemplo, las 40 familias con un gasto de 104 euros, tienen un gasto total de
104-40 = 4.160 euros. La media es la suma de los elementos de esa columna dividida
por el total de observaciones.

Tabla 2.2. Distribucién del gasto (ampliacion)

Gasto (euros) | Famiias | wm

104 40 4.160
105 30 3.150
120 10 1.200
200 40 8.000

Totales 120 16.510
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16.510

Luego, X = = 137,583 euros.

Caso 3. Muchas observaciones, datos agrupados. En este caso, como no podemos
calcular el valor exacto de la media, ya que no conocemos los valores observados, da-
mos como media aritmética la de la distribucién de datos no agrupados que resulta al
sustituir cada intervalo por su marca de clase. El valor resultante serd una aproximacion
del valor medio real de la distribucién. Concretamente, si las N observaciones de una
variable X estan agrupadas en k intervalos a los que corresponden las frecuencias n,, ...,
n,, su media X se calcula mediante la férmula

k
2 X;
_i=1
X= —
N

siendo x,, ..., X, las marcas de clase de los k intervalos.

Ejemplo 2.3. La distribucién de frecuencias del gasto (en euros) de un grupo de 1.200
familias es la que figura en la siguiente tabla. ¢Cudl fue el gasto medio?

Tabla 2.3. Distribucién del gasto

Gasto euros) | Famlos

100-150 400
150-175 300
175-225 400
225-300 100
1.200

Para calcular la media, X, construimos una columna auxiliar en la que figuren las
marcas de clase (x;) y otra con los productos x;-n; que, a diferencia del caso 2, repre-
sentan una estimacion del gasto total de las familias que figura en cada intervalo. Esta
estimacién conlleva un error de agrupamiento. Daremos como media una aproxima-
cién de la media real, la suma de los elementos de esa columna dividida por el total de
observaciones.

Tabla 2.4. Distribucién del gasto (ampliacién)

Gasto (euros) | Familias () | % | xun

100-150 125 50.000
150-175 300 162,5 48.750
175-225 400 200 80.000
225-300 100 262,5 26.250
Totales 1.200 205.000
_  205.000
Luego, X = ———— = 170,83 euros.

1.200
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2.1.2. Media aritmética ponderada

A veces, la obtencién de la media de una variable requiere tener en cuenta la impor-
tancia relativa de los elementos de la poblacion porque esta es distinta.

Ejemplo 2.4. En una asignatura se han realizado tres examenes durante el curso. El
segundo vale doble que el primero y el tercero vale triple que el primero. La nota final
es la media de las tres calificaciones. Si las calificaciones de un alumno en los corres-
pondientes examenes son 7, 6 y 4, su calificacion final sera:

— 7+62+43 31
C= —6-=?= 5,17 puntos

La media asi calculada se denomina media ponderada.

En general, se llama media aritmética ponderada de las N observaciones de una
variable X, x,,..., Xy, respecto de los pesos o ponderaciones wy,..., wy, al nimero de-
finido como

Mz
KA
E

e
]
—

Mz
z

Yt
I
=

siendo los pesos nimeros no negativos y al menos uno positivo.

2.1.3. Propiedades de la media aritmética

a) Six, Yy Xy representan al menor y al mayor valor observado, respectivamen-
te, X, € X < Xy

b) La media es el centro de gravedad de la distribucién, es decir, la suma de las
desviaciones entre las observaciones y su media es nula. Formalmente lo

escribimos

b=

(x,-X)-n;=0

i=1

¢) Lasuma de los cuadrados de las desviaciones entre las observaciones y una
constante cualquiera se hace minima cuando dicha constante es la media.
Formalmente lo escribimos

k k
min z (X;~¢)*-n;= Z(xi— X)? - n;
‘=1 i=1

d) Si a todos los valores de la variable les sumamos una constante, su media
queda aumentada en dicha constante; es decir, a la media le afecta un cam-
bio de origen en la variable del mismo modo que a esta. Formalmente, si de
la distribucién (x;,n)), i = 1,..., k, pasamos a la distribucién (y,n;), i = 1,...,
k, siendo y,= x; + a, se cumple que y = X + a.
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e) Sitodos los valores de la variable se multiplican por una constante, su media
queda multiplicada por dicha constante; es decir, a la media le afecta un
cambio de «escala» en la variable del mismo modo que a esta. Formalmen-
te, si de la distribucién (x,n;), i = 1,..., k, pasamos a la distribucién (y,n,),
i=1,..., k siendoy;=b - x, se cumple quey=b - x.

f) Silas observaciones de una variable estan divididas en varios grupos dis-
juntos (los grupos no tienen elementos en comiin y cada elemento per-
tenece a un grupo), la media del grupo completo se obtiene como media
ponderada de las medias de los subgrupos, siendo las ponderaciones los
tamanos de los subgrupos a los que corresponden las medias.

1 2 . r
X, X, X,
N, N, N,

i=1
N, -xi — — -
— ; ! N, ‘X1 +N, X2 +...+ N, +Xr
X= =
N N

Ventajas e inconvenientes de la utilizacion de la media como promedio

¢ Es una medida de posicién central sencilla de calcular.

¢ La media se define de forma objetiva y es tinica para cada distribucion.

e En su calculo intervienen todas las observaciones.

e Utilizar toda la informacién representa un inconveniente cuando entre las
observaciones hay valores atipicos o extremos, ya que la media se va a ver
influida por ellos y puede resultar poco representativa del conjunto.

¢ En aquellas situaciones en las que se considere inadecuado dar mucho peso a
las observaciones extremas, se preferira utilizar como promedio la mediana
en lugar de la media aritmética.

2.1.4. La mediana

La mediana se define como el valor de la variable que, ordenadas las observaciones en
orden creciente o decreciente, ocupa el lugar central; es decir, aquel valor que deja a
ambos lados el mismo niimero de observaciones.

Calculo de la mediana

Caso 1. Pocas observaciones.

a) Si el nimero de observaciones (IN) es impar y estdn ordenadas en orden creciente,
la mediana es la observacion que ocupa el lugar central; es decir,
Me, =Xy

2
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Ejemplo 2.5. Los gastos semanales (en miles de euros) de siete empresas son:
30, 50, 60, 70, 110, 120, 140

La mediana es 70.000 euros, la observacién que ocupa el cuarto lugar.

b) Si el nimero de observaciones (N) es par y las observaciones estdn ordenadas, la
mediana es la media de las dos observaciones que ocupan los lugares centrales. For-
malmente,

XnN+Xy
Me ——2 2 F
* 2

Ejemplo 2.6. Los gastos semanales (en miles de euros) de ocho empresas son:
15, 25, 45, 55, 65, 85, 105, 115
. 55 + 65 . .
La mediana es T = 60 miles de euros, es decir, 60.000 euros.

Caso 2. Muchas observaciones y datos no agrupados.

Exactamente lo mismo que en el caso anterior.
Xy +Xn
— —+

Si N es impar, Me_=Xxy,; ysi N es par, Me, =%

2
Ejemplo 2.7. Las facturaciones semanales (en millones de euros) de tres multinacio-
nales A, B y C con 39, 60 y 50 empresas, respectivamente, son las que figuran en las
siguientes tablas. Calcule la facturacién semanal que se corresponde con la mediana en

cada una de las multinacionales.

a)
Tabla 2.5. Distribucién de la facturacion (Multinacional A)
10 10 10
20 12 22 —
30 7 29
40 7 36
50 3 39
39
N = 39 es impar. Me_ = x,,= X,,= 20 millones de euros
=
b)

Tabla 2.6. Distribucion de la facturacion (Multinacional B)

20 12 12
40 10 22
60 8 30
80 7 37
100 5 42
120 8 50
140 10 60
60

N = 60 es par.
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Xy + Xy

Me, =—2 4
x 2 2

1 X, +X 60 + 80
Mo 1 2 =70 millones de euros

Tabla 2.7. Distribucion de la facturacion (Multinacional C)

100 18 18
125 13 31
150 10 41
200 9 50
50
N =50 es par.
i W 125+ 125
- Sl X +X +
Me, = —2 > 2 _ =% > 2% = =125 millones de euros

Caso 3. Muchas observaciones y datos agrupados.

Como no disponemos de toda la informacién relativa a los valores observados, nos
tenemos que conformar con calcular un valor aproximado de la mediana.

El valor aproximado de la mediana es el que acumula frecuencia N/2, bajo la hip6-
tesis de reparto uniforme dentro de cada intervalo. Concretamente, si alguno de los
intervalos acumula frecuencia N/2, entonces la mediana es su extremo superior. En
otro caso, la mediana se encuentra en el primer intervalo cuya frecuencia acumulada
es mayor que N/2 (intervalo mediano). Si el intervalo mediano es L, - L;, con un
reparto uniforme dentro del mismo, la situacién es la que se presenta en la siguiente
figura.

N/2

} N/2-N_,
il

a

>

A
<>
<

Loy Me L

Figura 2.1. Determinacién grafica de la mediana
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Donde
N
A_Z
a, n,
Por lo tanto,
N
—R],
A=2 a;
n;
Y, como A = Me - L,,, se cumple que
N
—Rl
Me=L,  + R a;
n

i

Ejemplo 2.8. En un grupo de 50 personas, la cantidad (en euros) de la que podrian
disponer para gastarse en cierta actividad es la que se refleja en la siguiente tabla. Cal-
cule la mediana de dicha distribucién.

Tabla 2.8. Distribucion del gasto

Gapkidad | N de personas | Ny

40-100 10 10

100-200 20 30

200-500 15 45

500-1.000 5 50
50

N/2=25. El primer intervalo cuya frecuencia acumulada es mayor que 25 es 100-200
y, por lo tanto, ese es el intervalo mediano. Aplicando la férmula anterior se obtiene

N
—N.
i- 25- 5
Me=L, +2 ——a =100+ l0.100=100+1—2(())—0=175 euros
n.

Ventajas e inconvenientes de la utilizacion de la mediana como promedio

e Es una medida de posicién central sencilla de calcular.

e Tiene una facil interpretacién.

e En la determinacién de la mediana solo intervienen los valores centrales de
la distribucién y es, por lo tanto, insensible a los valores extremos.

e Puede calcularse en distribuciones en las que los valores extremos sean desco-
nocidos, siempre que tengamos informacién sobre las frecuencias con las que
estos se presentan (por ejemplo, si los intervalos inicial y final son abiertos).

2.1.5. La moda

La moda (Mo) es el valor o valores de la variable que mas veces se repite(n); es decir,
el valor o valores de la variable al (los) que corresponde la mayor frecuencia.
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La moda no tiene por qué ser Unica, las distribuciones reciben el nombre de uni-
modales, bimodales, etc., segin tengan una, dos, etc., modas, respectivamente. Al ser
un valor de la variable, viene expresado en la misma unidad de medida que esta.

No existe una férmula general para expresar este promedio. Para calcularlo consi-
deramos los tres casos distintos con los que nos podemos encontrar.

Caso 1. Pocas observaciones.
Su cdlculo es inmediato, basta con localizar el valor que mds veces se repite.

Ejemplo 2.9. Los gastos diarios (en euros) de un grupo de 5 personas fueron 100, 100,
200, 50, 70. La moda es 100 euros.

Caso 2. Muchas observaciones, datos no agrupados.

Para determinarla, se observa la columna de las frecuencias absolutas y la moda es el
valor de la variable que se corresponde con la mayor frecuencia absoluta.

Ejemplo 2.10. Los precios de cotizacién de las acciones (en euros) de un grupo de
empresas en un dia determinado quedan reflejados en la siguiente tabla. Calcule el
precio de cotizacién mads frecuente en ese dia.

Tabla 2.9. Distribucién de las cotizaciones

Precio cotizacion (euros) m

50
70
75
90
100
115

W W AR DN

El precio de cotizaciéon mas frecuente es 90 euros.

Ejemplo 2.11. Los gastos diarios en servicios de transporte (en miles euros) de un gru-
po de empresas fueron los que se presentan en la siguiente tabla. Obtenga el gasto mas
frecuente.

Tabla 2.10. Distribucion del gasto en servicios de transporte

Gasto (euros) | —Empresas |

40
43
54
60
85

AN~

Esta distribucién tiene dos modas: M0'=54.000 euros y M0?=85.000 euros.

Caso 3. Muchas observaciones y datos agrupados.

Como para los otros promedios ya estudiados, en este caso no podemos calcular el va-
lor exacto de la moda. Se define el intervalo modal como aquel que tiene mayor fre-
cuencia por unidad de amplitud. Puede ser tinico o no.
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Si la amplitud de todos los intervalos es la misma, podemos decir que el intervalo
modal es el que presenta mayor frecuencia. Si los intervalos son de amplitud variable,
el intervalo modal es el que lleva asociada la mayor altura. .

La determinacién del valor que daremos como moda dentro del intervalo modal se
hace segiin el siguiente criterio: «la distancia de la moda a los extremos del intervalo
modal debe ser inversamente proporcional a la frecuencia (altura, sila amplitud es va-
riable) del intervalo contiguo a dicho extremo». La aplicacion de este criterio propor-
ciona las férmulas para el calculo de la moda cuando trabajamos con datos agrupados.
Estas son

n
Mo = Li_1+—A——- a; (amplitud constante)
ni—l + ni+1
Mo=L, , + "L —.a, (amplitud variable)
h; ,+h

i-1 i+l
Ejemplo 2.12.

2.12.1. La cantidad de dinero (en euros) que los integrantes de un grupo de 280 jove-
nes llevan en sus bolsillos se recoge en la siguiente tabla.

Tabla 2.11. Distribucion del gasto

0-5 4
5-10 21
10-15 109
15-20 78
20-25 44
25-30 24

280

Los intervalos tienen todos amplitud 5. El de mayor frecuencia es el intervalo
[10,15) y ese es, por lo tanto, el modal.

La moda es

nh
Mo=L, +—— .a, =10 _78

; + -5=13,94 euros
n, , +n,, 21+78

2.12.2. Observados los precios de venta de 390 modelos de televisor en decenas de eu-
ros, se ha obtenido la siguiente distribucién.

Tabla 2.12. Distribucién del precio de venta

Precio de venta (10 €) | N.° de modelos '

0-25 20
25-50 140
50-100 180
100-150 40
150-200 10

390
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Obtener la moda de la distribucién del precio de venta para ese conjunto de modelos.
Como los intervalos son de amplitud variable, el intervalo modal es el de mayor

altura. Anadimos a la tabla anterior una columna en la que figuren las alturas.

Tabla 2.13. Distribucion del precio de venta (ampliacion)

Precio de venta (10 €) | N.” de modelos

0-25 20 0.8

25-50 140 5,6

50-100 180 3,6

100-150 40 0.8

150-200 10 0,2
390

A la vista de los elementos de esa columna se concluye que el intervalo modal es
[25,50). La moda es, por lo tanto

3,6
Mo=L,_  +———-a, =25+ ———— - 25 = 45,455 decenas de euros
h,, +h, 3,6 +0,8

Ventajas e inconvenientes de la moda

e La moda es el tinico de los promedios estudiados que esta definido para ca-
racteres de tipo cualitativo, ademas de para variables.

e Es de calculo sencillo, de facil interpretacién y en distribuciones de datos no
agrupados siempre coincide con un valor observado.

e En su determinacién no intervienen todos los valores de la distribucién.

e No es Unica.

2.1.6. Otras medidas de posicion (cuantiles)

Los cuantiles son valores de la variable que dividen a la distribucién de los valores
ordenados en orden creciente en partes iguales; es decir, en intervalos que comprenden
el mismo ntiimero de observaciones. Los cuantiles mas utilizados son: los cuartiles, los
deciles y los percentiles (o centiles).

Los cuartiles (Q;) son los tres valores de la variable que dividen a la distribucion en
cuatro partes iguales; es decir, en cuatro intervalos tales que dentro de cada uno de ellos
se encuentra, aproximadamente, el 25% de los datos.

Para estadisticas de datos agrupados

-a;, j=123

1

iN
donde L, ,-L; es el primer intervalo cuya frecuencia acumulada es mayor que -]Z

es decir, N;_; < % <N,
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Los deciles (D;) son los valores (nueve) de la variable que dividen a la distribucion en
diez partes iguales, de modo que cada una de ellas contiene el 10% de los datos.
Para estadisticas de datos agrupados

donde L, ,-L, es el primer intervalo cuya frecuencia acumulada es mayor que % es
decir, N,_; € JN <N,
10
Los percentiles (Pj) son los 99 valores de la variable que dividen a la distribucién en
100 partes iguales, de modo que en cada una de ellas se encuentra el 1% de los datos.
Para estadisticas de datos agrupados

JN
Tan o Vi-l
P=L_+19 .4, j=1..99
n;

o . JN
donde L, ,-L; es el primer intervalo cuya frecuencia acumulada es mayor que 100 €S
decir, N,_, < N <N,

100

Cuando se trata de pocas observaciones o muchas observaciones pero con datos no
agrupados, los cuartiles, deciles y percentiles se calculan de modo andlogo a como se
calcula la mediana.

Ejemplo 2.13. El niimero de dias al mes que utilizan el cajero automdtico de una su-
cursal bancaria 120 clientes de la misma queda recogido en la siguiente tabla.

Tabla 2.14. Distribucion del uso de un cajero (dias)

| Dias | Clientes |

5 20
7 30
8 20
9 40
11 7
13 3
120

Determinar los tres cuartiles y el séptimo decil.
Solucién. En primer lugar, obtenemos la distribucion de frecuencias acumuladas.

Tabla 2.15. Distribucion del uso de un cajero (ampliacion)

5 20 20
7 30 50
8 20 70
9 40 110
11 7 117
13 3 120

120
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12
N_120_ 30. Por lo tanto, Q, = 7 dias.
4 4
2N _240 60, luego Q, = Me = 8 dias.
4 4
Por ultimo, % = ;20- =90 vy, en consecuencia, Q; = 9 dias.

Para calcular el decil 7, calculamos E— = 7-120
10 10

cién de frecuencias acumuladas, se obtiene que D, = 9 dias.

=84 vy, teniendo en cuenta la distribu-

Ejemplo 2.14. Observados los precios de venta de 390 modelos de televisor, se ha ob-
tenido la siguiente distribucién

Tabla 2.16. Distribucién del precio de venta

Precio de venta (10 €) | N.° de modelos

0-25 20
25-50 140
50-100 180

100-150 40
150-200 10
390

Determine los deciles 2 y 8 y los percentiles 75 y 95.

Solucién. La distribucién de frecuencias acumuladas es la que se muestra en la siguien-

te tabla.
Tabla 2.17. Distribucién del precio de venta (ampliacién)

Precio de venta (10 €) N.° de modelos “

0-25 20 20
25-50 140 160
50-100 180 340
100-150 40 380
150-200 10 390
390

2N/10=78 - D,=353,6¢€
8N/10=312 - Dy=9222¢€
75N/100=292,5 — P, =868,1 €
95N/100=370,5 — P, =1.381,3¢€

2.2. Medidas de dispersion

En el apartado anterior se han definido algunos promedios o medidas de posiciéon cen-
tral, con ellas se pretende resumir en un tnico valor la informacién sobre la tendencia
de las observaciones en la zona central de la distribucién. Sin embargo, su correcta
utilizacién como valores que sintetizan dicha informacién depende de su representati-
vidad, entendida como proximidad o alejamiento de las observaciones al correspon-
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diente promedio. Por esta razon se plantea la necesidad de definir medidas objetivas
que cuantifiquen la separacién de las observaciones entre si y con respecto al promedio
que se supone las representa, a estas medidas se les llama medidas de dispersion.

2.2.1. Medidas de dispersion absolutas

Recorridos

El recorrido (R) de un conjunto de observaciones de una variable X se define como
la diferencia entre el mayor y el menor valor de los observados.

R=x, -x_,

Es una medida que viene expresada en la misma unidad de medida que la variable.
Cuanto mayor es el recorrido, mayor es el campo de variacion de la variable y también
su dispersion. Es facil de calcular pero, como solo depende de los valores extremos,
basta con que uno de los extremos esté anormalmente alejado (dato atipico) para ob-
tener una idea falsa sobre la dispersidn en el conjunto de observaciones.

Para obtener una medida menos sensible a datos atipicos, se definen los recorridos
intercuantilicos, como la diferencia entre el mayor y el menor cuantil. Surge asi, el
recorrido intercuartilico, R,, que se define como

Ro=Q;-Q,
Esta medida cuantifica la longitud del intervalo en el que se encuentran las observaciones
centrales que suponen el 50% del total. Cuanto menor es su valor, medido en la misma
unidad que la variable, menor es la dispersion en la distribucion de los valores centrales
de la misma.

De manera analoga, el recorrido interdecilico (Rp) y el recorrido intercentilico
(R,) se definen como

R,=D,-D, y R.=P,- P,

e indican las longitudes de los intervalos en los que se encuentran el 80% y el 98% de
las observaciones centrales, respectivamente.

Ejemplo 2.15. El niimero de dias al mes que utilizan el cajero automdtico de una su-
cursal bancaria 120 clientes de la misma queda recogido en la siguiente tabla.

Tabla 2.18. Distribucion del uso de un cajero (dias)

L Dias | Clientes |
20
30
20
40
7
3

120

Yl ot
W — 000N w

Calcule el recorrido y los recorridos intercuartilico e interdecilico para dicha distribucién.

Solucion.

El recorrido es 8 dias. Por otra parte, teniendo en cuenta la informacion que contiene
la siguiente tabla
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Tabla 2.19. Distribucion del uso de un cajero (ampliacién)

| Dias | Clientes | ___N.____
5 20 20

7 30 50
8 20 70
9 40 110
11 7 117
13 3 120
120
Yy que
N/4=30
3N/4=90

resulta que Q, = 7 dias, Q, = 9 dias y, por lo tanto, Ry = 2 dias.

De modo analogo, para obtener Ry, nos basamos en que N/10=12 y 9N/10=108,
lo que, junto con la informacién contenida en la Tabla 2.19, nos permite concluir
que D, = 5 dias, D, = 9 dias y que, por lo tanto, R, = 4 dias.

Todas estas medidas, faciles de calcular, tienen el inconveniente de no reflejar la
«separaciéon» entre los datos y el «centro» de la distribucion, ya que en su definicion
no interviene ningin promedio. En consecuencia, no nos dan informacién sobre la
representatividad o no del promedio que se haya calculado. De entre las medidas de
dispersion que involucran en su definiciéon a algiin promedio y que, por lo tanto, nos
pueden proporcionar informacién sobre su representatividad, nos centraremos en la
varianza y la desviacién tipica (ambas basadas en la media aritmética).

Varianza

Para un conjunto de N observaciones de una cierta variable X, x,,..., Xy, se define su
varianza, a la que representamos mediante S2, como

N
Z(xi - ’_‘)z
=" — -
donde X es la media aritmética de ese conjunto de observaciones.

La varianza, al ser una media de los cuadrados de las desviaciones entre las observacio-
nes y su media, (x; — X), viene dada en el cuadrado de la unidad en que venga expresada
la variable.

Cuanto mas concentrados estén los valores alrededor de la media aritmética, mas
proximas a cero seran las desviaciones y, en consecuencia, menor la varianza. Si, por
el contrario, las observaciones estan muy dispersas con respecto a la media, los cuadra-
dos de las desviaciones serdn grandes y, por tanto, la varianza sera grande.

Férmulas para el calculo de la varianza

Es facil ver que N .
Yx-%)" >ox
Si = i=1 N = i=; - (.’_K)z
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Por otra parte, la expresién de la férmula anterior en términos de los distintos valores
observados de la variable, x,, ..., X,, Y sus correspondientes frecuencias absolutas es

k k
do(xi- 7‘)2 n,  Yoxin
Sz = i=1 — i=1

x

=\2
-(%)
N N
Cuando trabajamos con datos agrupados, obtenemos un valor aproximado. Dicho
valor se consigue aplicando la férmula anterior a la distribucién de datos no agrupados
que resulta al sustituir cada intervalo por su marca de clase.

Propiedades de la varianza

e §2>0.

e §? = 0 & Todos los datos son iguales.

¢ La varianza es invariante frente a cambio de origen; es decir, si de (x;n;) pa-
samos a (y;1;) con y;=x,+a, entonces S} =S .

¢ Side (x,n;) pasamos a (y,n;) con y;= b - x;, entonces S, =b*-S}; es decir, a
la varianza le afectan los cambios de escala en la variable.

Ejemplo 2.16. La distribucién de frecuencias del gasto semanal en alimentaciéon (ex-
presado en euros) de un grupo de 1.200 familias es la que figura en la siguiente tabla.
Determine la varianza del gasto semanal en ese grupo de familias.

Tabla 2.20. Distribucion del gasto

Gasto (ewron) | Famitas|

100-150 400
150-175 300
175-225 400
225-300 100
1.200

Para calcular la varianza utilizamos la férmula

k
doxi-m,
S;=H (3
—-®
donde x; representa a la marca de clase del intervalo L;, - L;. En la Tabla 2.21 figuran
los célculos intermedios que son necesarios.

Tabla 2.21. Distribucion del gasto (ampliacién)

Gasto (ewros) | Familas | x| x| xin

100-150 400 125 50.000 6.250.000
150-175 300 162,5 48.750 7.921.875
175-225 400 200 80.000 16.000.000
225-300 100 262,5 26.250 6.890.625

Totales 1.200 205.000 37.062.500
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A partir de los cdlculos anteriores concluimos que el gasto semanal medio es

X = M =170,83 euros
1.200

y que la varianza del gasto semanal es

k
2
E X -1
= _i=l

S: =

—v _ 37.062.500
- (%)’ = ———— -170,83" = 1.702,53 euros’

N 1.200

Desviacion tipica
La desviacion tipica es la raiz cuadrada positiva de la varianza, se representa con S,. Su
interpretacién es similar a la de la varianza, con la diferencia de que la desviacién tipi-
ca viene medida en la misma unidad que la variable. Cumple las mismas propiedades
que la varianza, teniendo en cuenta que cuando se efectia el cambio y;=b-x;, se cum-
pleque S, =[b|.S,.

La desviacion tipica que corresponde a la distribucion del Ejemplo 2.16 es

S, =++/1.702,53 = 41,26 euros

Variable tipificada

Si una variable X tiene desviacion tipica no nula, podemos transformarla en otra (que
se llama tipificada de X) y que tiene media nula y desviacién tipica uno. Concretamen-
te, dada la variable X con medida X y desviacién tipica S4>0, llamamos variable tipi-
ficada de X a la variable Z definida por

X-x
Z=
S,
. . X, - X
Para cada valor x; de X se obtiene el valor z; de Z mediante z; = s "

x
Las variables tipificadas se suelen utilizar para comparar las posiciones relativas de
los valores de variables que tienen medias distintas o que vienen expresadas en unida-
des que no son comparables.

Ejemplo 2.17. Un alumno obtuvo la calificacion de 8,4 en Matemadticas y de 9 en Es-
tadistica, ¢en cual de las dos asignaturas obtuvo mejor calificacién con respecto a su
clase si X 4y=7,6; S=1; X ¢ ¥ Sg=1,6?

Para poder comparar las dos notas tipificamos (situamos el origen de ambas califi-
caciones en cero y las medimos en unidades de desviacion tipica)

X = Fy _84-76 oo g 7, = X2 %s _9-82_
Si 1 S, 1,6

Por lo tanto, con respecto a la clase obtuvo mejor nota en Matematicas.

0,5

Zy =

Propiedades de la variable tipificada
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2.2.2. Medidas de dispersion relativas

La comparacién de la dispersion de distintas variables puede hacerse a través de la des-
viacion estandar si las variables que se comparan tienen medias préoximas y vienen
expresadas en la misma unidad. La dispersién sera menor en la distribucién con menor
varianza. Cuando esto no ocurre, para comparar la dispersion existente en distintas
distribuciones, se emplean medidas de dispersion adimensionales o relativas.

. ) . Dispersion absoluta
Dispersion relativa =

|Promedio|

De ellas, la mas utilizada es el coeficiente de variacion de Pearson.
Coeficiente de variacion.
El coeficiente de variacion de la distribucion de una variable X, CVy, se define como

S . .
CV, =-|t"-y, generalmente, se expresa en tanto por ciento, es decir,
X

CV, =3« 100
||

Para que esté bien definido, la media debe ser distinta de cero.

Es claro que no se ve afectado por la unidad en que venga la variable, ya que nu-
merador y denominador estdn expresados en la misma unidad y, en consecuencia, el
cociente es adimensional.

Cuanto mayor es el coeficiente de variacion, mayor es la dispersién y menos repre-
sentativa la media.

Ejemplo 2.18. El salario mensual de dos grupos de trabajadores de empresas similares
ubicadas en paises distintos es el que figura en las siguientes tablas.

Grupo A
Tabla 2.22. Distribucion del salario mensual en el pais A
Salario (103 €) N.” de trabajadore§
10 14
12 16
14 20
16 15
18 18
20 17
100
Grupo B

Tabla 2.23. Distribucion del salario mensual en el pais B

Salario (10° $) N.° de trabajadores

8 5
10 10
11 15
13 30
15 20
18 16
20 4

100
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Se pide:
a) Salario medio entre los trabajadores de la empresa ubicada en el pais A.
b) Salario medio entre los trabajadores de la empresa ubicada en el pais B.
¢) ¢En qué grupo es mads representativo el salario medio?
d) ¢Qué grupo es mas homogéneo en cuanto al salario?

Solucién
Para el grupo A

Tabla 2.24. Distribucion del salario mensual en el pais A (ampliacién)

Salario (103 €) | N.°de trabajadores “m

140 1.400

12 1 6 192 2.304

14 20 280 3.920

16 15 240 3.840

18 18 324 5.382
20 17 340 6.800
Totales 100 1.516 24.096

Teniendo en cuenta la informacién contenida en la tabla y aplicando las correspondien-
tes féormulas de cdlculo, obtenemos que la media en el grupo del pais A es 15,16-10% €
y que la desviacion tipica es 3,337-10° €.

Para el grupo B resulta

Tabla 2.25. Distribucién del salario mensual en el pais B (ampliacién)

Salario (103 %) | N°de trabajadores m

320

10 lO 100 1.000
11 15 165 1.815
13 30 390 5.070
15 20 300 4.500
18 16 288 5.184
20 4 80 1.600

100 1.363 19.489

Por lo tanto, la media en el grupo del pais B es 13,63-10* $ y la desviacién tipica resul-
ta 3,019-10° $.

Para comparar la representatividad de ambas medias, calculamos los coeficientes de
variacién, resultando que CV, = 22,01% y que CVy = 22,15%, por lo que, el valor me-
dio mas representativo es el correspondiente a A y es, ademads, en el grupo de trabajado-
res de ese pais en donde el salario presenta menos dispersién o es mas homogéneo.

2.3. Medidas de forma

Las medidas de forma complementan la informacién que, sobre la distribucién de fre-
cuencias, proporcionan los promedios y las medidas de posicién y dispersién que hemos
abordado en los epigrafes previos.

El punto de partida en el estudio de la forma de una distribucién de frecuencias es su
representacion grafica mediante el diagrama de barras (datos no agrupados) o el histograma
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(datos agrupados). De la simple inspeccion visual de dicha grafica, podremos concluir si la
distribucién tiene una tnica moda o no; si presenta mucha variabilidad o no; si tiene una
forma regular (las mas frecuentes son: campana, L, J y U) o no.

En este apartado estamos interesados en proporcionar medidas que permitan cuan-
tificar el grado de asimetria y apuntamiento existente en la distribucién.

2.3.1. Medidas de asimetria

Diremos que una distribucién es simétrica cuando valores equidistantes de uno central
(promedio) se presentan con la misma frecuencia (Grafico 2.1).

7

6

o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Grafico 2.1. Ejemplo de una distribucion simétrica

Cuando, ademas de ser simétrica, la distribucién (diagrama de barras o histograma)
tiene forma de campana, como en el dibujo anterior, los tres promedios estudiados,
media, mediana y moda, coinciden.

Si la distribucién no es simétrica, decimos que es asimétrica, distinguiendo entre:
asimétricas positivas o a la derecha (Grafico 2.2) y asimétricas negativas o a la izquier-
da (Gréafico 2.3).

Las distribuciones asimétricas positivas se caracterizan porque la grafica presenta
«cola a la derecha», es decir, las frecuencias descienden mdés lentamente por esa zona;
en las asimétricas por la izquierda, las frecuencias descienden mds lentamente por «la
cola de la izquierdan.

Asimetria positiva

O = N W H U OO0 N 00 O

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Grafico 2.2. Ejemplo de una distribucion asimétrica a la derecha
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Asimetria negativa

O =N W h 0 O N 0 WO

Grafico 2.3. Ejemplo de una distribucion asimétrica a la izquierda

Para cuantificar la asimetria en distribuciones campaniformes y unimodales,
como las de los graficos anteriores, utilizaremos el coeficiente de asimetria de Pear-
son, A,, que se define como

Cuando la distribucién es campaniforme y simétrica este coeficiente es cero, ya
que, media y moda coinciden. Por lo tanto, si es distinto de cero, la distribucién no
es simétrica; indicando el coeficiente que la distribucién es asimétrica positiva o a
la derecha cuando es positivo y asimétrica negativa o a la izquierda en caso contra-
rio.

Ejemplo 2.19. Represente graficamente la distribucion salarial del grupo de trabaja-
dores de la empresa ubicada en el pais B y calcule su coeficiente de asimetria de Pear-
son.

Tabla 2.26. Distribucion del salario mensual en el pais B

Salario (17073 $) | N.° de trabajadores

8 5
10 10
11 15
13 30
15 20
18 16
20 4

100
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Solucién

35
30
25
20
15
10

N’ de trabajadores

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Salario en 10° $

. Grafico 2.4. Diagrama de barras de la distribucion salarial

A la vista del grafico anterior, podemos afirmar que la distribucién es campaniforme
y parece presentar asimetria positiva.
El coeficiente de asimetria de Pearson resulta
_X-M, 13,63-13
? S 3,019

x

A =0,21

Lo que confirma, teniendo en cuenta la forma, que la distribucién es asimétrica positi-
va o a la derecha.

Para cuantificar la asimetria en una distribucién cualquiera, no necesariamente
campaniforme, se suele utilizar el primer coeficiente de Fisher (y,). Este coeficiente
esta basado en el concepto de momento central o con respecto a la media aritmética,
m, , que, para una distribucién de frecuencias (x;mn;), i = 1,...,k, se define como

Kk

D o(x-%)"m,
¥ N

Si la distribucion es simétrica, todos los momentos centrales de orden impar son
nulos. Como el momento central de orden uno es siempre nulo, el primer momento
central de orden impar que puede proporcionar informacion sobre la no simetria de la
distribucién es el de orden tres. Si dicho momento es distinto de cero, la distribucién
no es simétrica. Basandose en esta idea, Fisher define el coeficiente de asimetria (g,)

del siguiente modo .
z:(xi - )_()3 ‘N,
i=1

g = N _m;
' S5 S

La interpretacion de este coeficiente es similar a la del ya estudiado de Pearson. Si
el coeficiente es positivo, la distribucion es asimétrica a la derecha y si es negativo, asi-
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métrica a la izquierda. Si es cero, en general, no podemos afirmar que la distribucién
sea simétrica.

Ejemplo 2.20. A partir de la informacién que figura en la Tabla 2:27, analice, grafica
y numéricamente, la asimetria de la distribucién del volumen de negocio de las empre-
sas concursadas en Espana en el primer trimestre de 2011.

Tabla 2.27. Empresas concursadas en Espafia. Primer trimestre de 2011

Volumen de negocio (10° €) | N.” de empresas concursadas

Menos de 2 987
2-ar5 241
5alo0 113

N =1.342

Fuente: Elaboracion propia a partir de la Estadistica del Procedimiento Concursal, INE (2012)

Solucioén. Al tratarse de una distribucién de datos agrupados en intervalos, la repre-
sentacion de frecuencias mds adecuada es el histograma, teniendo en cuenta que, al ser
intervalos de amplitud variable, cada rectdngulo debe tener como altura el cociente
entre la frecuencia y la amplitud que corresponden al intervalo que figura en su base.
En la Tabla 2.28 se presentan las alturas necesarias para representar el histograma y en
el Grafico 2.5 el histograma correspondiente a la distribuciéon del volumen de negocio
de las empresas concursadas.

Tabla 2.28. Empresas concursadas en Espana. Primer trimestre de 2011

:M\@onhmﬂmm“_omm@ z.n%%nmﬂwmwwmm Amplitudes (a,) Alturas (h)
Menos de 2 987 2 493,500
2as 241 3 80,667
5alo 113 5 22,600
TOTAL N = 1.342
600 -
500
400 4
g 300 -
m. 200
100 4
0 r 4 T r } ,
0 2 4 6 8 10 12
Volumen de negocio en millones de euros

Grafico 2.5. Volumen de negocios de las empresas concursadas
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A la vista del grdfico podemos concluir que, la distribucién es unimodal y fuerte-
mente asimétrica a la derecha. Podria verse como campaniforme (si imaginamos el
poligono de frecuencias) o con forma de L (histograma). Para el andlisis numérico de
la asimetria podriamos utilizar cualquiera de los coeficientes estudiados. Calcularemos
el primer coeficiente de Fisher (g,). En la Tabla 2.29 se muestran los calculos necesarios
para obtener esta medida.

Tabla 2.29. Empresas concursadas en Espafa. Primer trimestre de 2011

Volumen de o
negocio (10° €) (x, —x)*

Menos de 2 987 -981,494
2as 241 3,5 847 2.964,5 819,797
Salo 113 7,5 847,5 6.356,25 18.819,485

TOTAL N = 1.342 2.681,5 10.307,75 18.657,788

A partir de la informacién proporcionada en la Tabla 2.29, obtenemos que

i(xi - ’—‘)3 "y

i=1 18.657,788

g = Dx_ N = 1.342 -=1,9623

3 3
Sx Sx 10.307,75 J\z
1345

El valor de dicho coeficiente indica que, como ya se habia observado antes, la dis-
tribucién es asimétrica a la derecha.

2.3.2. Medidas de apuntamiento

Al grado de apuntamiento, o deformacién en sentido vertical, de la distribucién de frecuen-
cias con respecto a una distribucion tipo se le denomina curtosis. La distribucién que se
toma como referencia para cuantificar la curtosis es la distribucién normal, que tiene forma
de campana y es simétrica. La comparacién de la distribucion de frecuencias observadas con
la distribucién normal, permite su clasificacién en uno de los siguientes tipos:

¢ Distribucién platiciirtica: menos apuntada que la distribucién normal.
¢ Distribucién mesocurtica: igual de apuntada que la distribucién normal.
¢ Distribucién leptocirtica: mds apuntada que la distribucién normal.

TN

Leptocurtica Mesocurtica Platicurtica

Grafico 2.6. Distribuciones con distinto grado de apuntamiento
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Uno de los coeficientes mds utilizados para cuantificar la curtosis de una distribucion
es el segundo coeficiente de Fisher (g,), que se define como:

zk:(xl - )'()'i 'n,

i=1
4
N my

= -3= -3
Y2 S; S;

Teniendo en cuenta que el valor de este coeficiente para la distribucién normal es
cero, si el valor del mismo para una distribucién de frecuencias campaniforme es posi-
tivo, diremos que la distribucién es leptoctirtica; si es cero, mesoctrtica y si es negativo,
platictrtica.

Ejemplo 2.21. En la Tabla 2.30 se presenta la distribucion de las Sociedades Anénimas
Cotizadas en mercados de valores bursdtiles espafoles en el afio 2010, atendiendo al
numero de consejeros con que cuentan. Calcule el coeficiente de curtosis de Fisher y
comente el resultado obtenido.

Tabla 2.30. Nuamero de consejeros en Sociedades Andnimas Cotizadas

0-5 6
5-9 42
9-13 - 62
13-16 27
16 - 19 9
Total 146

Fuente: Elaboracién propia a partir de las Estadisticas de Gobierno Corporativo de las Sociedades Cotizadas.
Comisién Nacional del Mercado de Valores (2012)

Solucion. Tal y como se puede observar en el Gréfico 2.7, la distribucién es campanifor-
me y moderadamente asimétrica a la derecha, por lo que tiene sentido utilizar el coefi-
ciente pedido para comparar su apuntamiento con el que presenta la distribucién normal.

18
16 -

14 |
12
10
8
h;
6 -
4
2

0

9 13
Numero de consejeros

Grafico 2.7. Histograma de la distribucién del nimero de consejeros
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Los cédlculos necesarios para obtener el valor del coeficiente de curtosis se presentan
en la siguiente tabla.

Tabla 2.31. Sociedades Andnimas Cotizadas (ampliacién)

I e IS A R

6,25 37.5 25 170468

5 9 42 7 294 49 2.058 6.655,136
9-13 62 11 682 121 7.502 2,589

13-16 27 14,5 391,5 210,25 5.676,75 6.586,514

16-19 9 17,5 157,5 306,25 2.756,25 21.023,027

TOTALES 146 1.540 18.030,5 59.437,734

A partir de los resultados presentados en la tabla anterior, se obtienen la media y la
varianza del nimero de consejeros para el conjunto de sociedades considerado

Z Xin;

= 1.540
X == =——=10,548 consejeros

N 146
k

Z x’n,

s%= i1 %= 18.030,5
N

Ahora, teniendo en cuenta la férmula del coeficiente de curtosis y la tltima colum-
na de la tabla anterior, obtenemos que

k —\4
E X.—-X}) -n
~ (%, = %) -, 59.437,734
- N —3=—146 _ _3__0 28]
& st 12,237 ’

lo que indica que la distribucién es menos apuntada que la normal (platictrtica).

'2.4. Medidas de concentraciéon

Las medidas de concentraciéon tratan de poner de relieve el mayor o menor grado de
igualdad en el reparto del total de los valores de la variable entre los elementos de una
poblacién; es decir, se utilizan como indicadores del grado de equidistribucién en la
variable.

Por ejemplo, si la variable es el ingreso de un grupo de familias, diremos que hay
poca concentraciéon en la distribucién del ingreso si el total del ingreso esta repartido
de modo que todas las familias ingresan mas o menos lo mismo. El caso extremo en
este sentido seria que cada familia hubiese ingresado la misma cantidad, esto es

Total ingreso

N.° de familias

Este es el caso extremo denominado equidistribucién.
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Si, por el contrario, hay un grupo de esas familias (pocas en relacién al resto) que
contribuyen con una alta participacién en el total del ingreso, mientras que las restan-
tes, que son la mayoria, contribuyen con una pequeia parte, diremos que hay mucha
concentraciéon o que la distribucién del reparto del ingreso es muy desigual. El caso
extremo ahora seria que una unica familia hubiese ingresado el total y que las restan-
tes no hubiesen ingresado nada. Este es el caso de concentracion maxima.

Entre las dos situaciones extremas anteriormente descritas es evidente que hay una
amplia gama de posibilidades. El objetivo de las medidas de concentracién es medir la
proximidad o lejania de una distribucién dada a una de esas situaciones extremas.

La medida de concentraciéon o desigualdad maés utilizada es el indice de Gini, que
esta basado en el andlisis grafico de la desigualdad mediante la curva de Lorenz.

Curva de Lorenz

Dada una distribucién de frecuencias de una variable (x,n,), i=1,...,k, para datos no
agrupados o (L, ,-L;, n;), i=1,...,k, para datos agrupados, llamamos curva de Lorenz a
la poligonal que resulta de unir con trazos rectos los puntos (P,;,Q,), i=0,...,k, definidos
en la siguiente expresion

P, =Q,=0
Xn;
j=1

N,
=100y Q=F——
N xn,

=z M-

-100, para i =1,....k

I
-

j
Donde x; representa a un valor de la variable (datos no agrupados) o a la marca de
clase del correspondiente intervalo (datos agrupados).

Ejemplo 2.22. El gasto mensual en prensa escrita entre los adultos de una cierta loca-
lidad costera es el que figura en la siguiente tabla. Represente graficamente la curva de
Lorenz de dicha distribucion.

Tabla 2.32. Distribucion del gasto mensual en prensa

Gasto (€) N.° de adultos

0-9 723
9-18 2.037
18-27 1.445
27-36 1.857
36-60 2.224

60-101 1.714
10.000

Para calcular las coordenadas de los puntos que determinan la curva, procedemos
del siguiente modo:
¢ Obtenemos las marcas de clase (x;), que son necesarias para estimar el gasto
total (V).
¢ Calculamos el total que corresponde a cada intervalo, que es (x;-n;).
¢ Acumulando los totales parciales (a los que denominaremos V;) y dividiendo
por el total de la variable (V), se obtiene el valor de Q;
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Doxmy v

Q =4 ——-100= 71-100
2% m,
j=1

¢ Por ultimo, calculamos las frecuencias acumuladas (N;) y, a partir de ellas, los
porcentajes acumulados de poblaciéon que corresponden a cada intervalo

P, =i 100
N

El resultado de esos cdlculos para la distribucién que se presenta en la Tabla 2.32
figura en la siguiente tabla.

Tabla 2.33. Distribucién del gasto mensual en prensa (ampliacién)

Gasto | N.° de
(€) | adultos
4,5

0-9 723 3.253,50 3.253,50 0,89 723 7,23
9-18 2.037 13,5  27.499,50 30.753,00 8,39 2.760 27,6
18-27 1.445 22,5 32.512,50 63.265,50 17,26 4.205 42,05
27-36 1.857 31,5 58.495,50 121.761,00 33,22 6.062 60,62
36-60 2.224 48  106.752,00 228.513,00 62,35 8.286 82,86

60-101 1.714 80,5 137.977,00 366.490,00 100,00 10.000 100
TOTAL 10.000 366.490,00

La curva de Lorenz que resulta es la que se muestra en el siguiente gréfico.
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Grafico 2.8. Curva de Lorenz del gasto mensual
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La curva es siempre creciente y esta por debajo de la diagonal del cuadrado de lado
100, a la que se denomina linea de equidistribucién y es la curva de Lorenz de una
distribucién igualitaria.

La maxima concentracion en el reparto de ese gasto total (366.490 €) entre los
10.000 adultos se obtendria si la distribucién de la variable gasto fuese la que se pre-
senta en la siguiente tabla.

Tabla 2.34. Distribucién del gasto mensual en prensa (maxima concentracién)

Gasto (€) N.° de adultos

0 9.999
366.490 1
10.000

En ese caso, la tabla con los valores de P, y Q; que permiten determinar la curva de
Lorenz seria:

Tabla 2.35. Distribucién del gasto mensual en prensa concentracion maxima (ampliacion)

9.999 9.999 99,99
366.490 1 10.000 100 336.490 100 lOO
10.000

Y la curva o poligonal de Lorenz seria la que figura en el grafico siguiente.
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Grafico 2.9. Curva de Lorenz para la Tabla 2.35 (maxima concentracion)

El caso extremo, lados inferior y derecho del cuadrado, es el caso limite correspon-
diente a concentracién maxima en poblacién infinita.
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El indice de Gini

El drea de la region limitada por la diagonal del cuadrado y la curva (poligonal) de Lo-
renz recibe el nombre de drea de Lorenz. La proporcién que la misma representa del
area del triangulo delimitado por las lineas de equidistribucién y de concentraciéon
maxima es una medida analitica de la concentracién (o de desigualdad en el reparto
del total) que recibe el nombre de indice de Gini.

Teniendo en cuenta que el valor minimo del 4rea de Lorenz es cero (caso de equi-
distribucién) y que el mayor valor es precisamente el drea del triangulo, se concluye
que el indice de Gini (G) toma valores entre cero y uno, indicando su proximidad
a esos extremos menor o mayor nivel de desigualdad en el reparto del total.

G =0 Equidistribucién
{G =1 Madéxima concentraciéon

La férmula que utilizamos para el célculo del indice de Gini es:
k-1
Z(Pi Q- Q 'Pm)

i=1

G=

10.000

Ejemplo 2.23. Obtener el indice de Gini de la distribucion del gasto en prensa escrita
de los adultos de la localidad a la que nos hemos referido en el ejemplo anterior.

Teniendo en cuenta la férmula anterior, la forma de disponer los calculos seria la
que se muestra en la siguiente tabla y, en consecuencia, el valor del indice de Gini para
esta distribucién resulta G=0,36.

Tabla 2.36. Distribucion del gasto mensual en prensa (ampliacién)

Qi Pi+l
0,89 7,23 60,66 24,56
8,39 27,60 476,38 352,80
17,26 42,05 1.396,90 1.046,30
33,22 60,62 3.779,66 2.752,61
62,35 82,86 8.286,00 6.235,00
100,00 100,00

T, = 13.999,59 T,= 10.411,27

2.5. Transformaciones lineales de las variables

Sea X una variable estadistica con distribucién de frecuencias (x;,n;), i=1,..., k. Diremos
que otra variable Y es una transformacion lineal de X si la distribucién de frecuencias
de Y es (y,n,), i=1,...,k, con y;= a + b « x; para algin par de nimeros a y b.

Los promedios y las medidas de posicién, que hemos estudiado en el punto prime-
ro de este tema, son valores de la variable y, por lo tanto, una transformacién lineal en
la variable les afecta en la misma medida que a esta, ya que las frecuencias que corres-
ponden a cada valor y a su transformado son las mismas. El efecto de una de estas
transformaciones sobre la media lo hemos visto desglosado en el comportamiento de
esta frente a cambios de origen y cambios de escala, propiedades 4 y 5. En la siguiente
tabla queda recogido lo anterior.
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Tabla 2.37. Efecto de una transformacidn lineal sobre los promedios
y medidas de posicidon

e a2

X' (xi’ni) x x ijl D]x o ij
Y, (yin;) i _ ij = a+ijx
e Yy=a+bxX Me=a+bMe, Mo, =a+bMo, D,, = a+bD,,

y:= a+bx; Y iy i
P; = a+bP;,

La varianza y la desviacion tipica se basan en las desviaciones entre las obser-
vaciones y su media, X; —X. Por lo tanto, la suma de constantes (o cambio de
origen) no les afecta, ya que el de la observacién con el del promedio se compen-
san, x;+a-(X+a)=x,-X. En cuanto a la multiplicacién por constantes, como
b-x, -b-X=b-(x, - X), la varianza y la desviacion tipica si se ven afectadas por este
tipo de cambios.

A los recorridos, que hemos definido como diferencia entre dos valores de la varia-
ble, les pasa lo mismo. El cambio de origen no les afecta, ya que en la diferencia se
compensa, pero el cambio de escala les afecta.

El coeficiente de variacién, que hemos definido a partir de la desviacién tipica y la
media, no se ve afectado por los cambios de escala y si por los de origen.

El coeficiente de variacién, cuando se ve afectado, se recalcula teniendo en cuenta
las variaciones que experimentan la media y la desviacién con el cambio. Eso mismo
ocurre con la medida de concentracion estudiada, el indice de Gini. Este indice no se
ve alterado por un cambio de escala, ya que en su definicién la variable interviene a
través de los porcentajes del total; sin embargo, el cambio de origen si le afecta, pero
en ese caso hay que recalcularlo.

Las relaciones entre las medidas de dispersién absolutas de una variable y de su
transformada son las que figuran en la siguiente tabla.

Tabla 2.38. Efecto de una transformacién lineal sobre las medidas de dispersién

[] - wall g B

X, (x,1n,) S, S R,, RoxRpx 0 R,
R,= b R,
Y, (yimy) = 2_ h2 Roy= bR
yearby,  Se=IblS, $i=1b’s, R,.,=bRy,
R, =bRc,

Ejemplo 2.24. Suponga que en el afnio 2009 el salario medio mensual de los trabaja-
dores de una empresa fue de 1.350 euros con una desviacion tipica de 250 euros. Para
ese mismo ano, el salario mediano de dichos trabajadores fue de 1.100 euros y el indi-
ce de Gini correspondiente a la distribucién del salario fue de 0,35. Indique, razonada-
mente, como afectaria a dichas medidas un incremento salarial mensual del 4%. ¢Qué
puede decir en relacion a la variacién que experimentarian las mismas si, en lugar del
incremento anterior, se decide aplicar una subida lineal de 50 euros a todos los emplea-
dos? Justifique sus respuestas.
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'2.6. Valores atipicos y diagrama de caja

Los valores atipicos son los que se alejan significativamente del resto de las observacio-
nes. :

En una distribucion de frecuencias de una variable consideraremos atipicos a
aquellos valores inferiores al primer cuartil menos 1,5 veces el recorrido intercuar-
tilico (x;< Q, - 1,5 - Ry) o superiores al tercer cuartil mas 1,5 veces dicho recorrido
(x;> Q;+ 1,5 - Ry). A los valores Q, -~ 1,5 - Ry y Qs+ 1,5 - Ry, se les llama limites
admisibles y se les representa con LI y LS, respectivamente. El intervalo [LI, LS] es el
intervalo de valores admisibles y mide 4 veces el recorrido intercuartilico. Los va-
lores que quedan fuera del mismo son los que consideraremos atipicos. Uno de los
graficos mas utilizados para la deteccién de valores atipicos es el diagrama de caja,
que, ademas, resulta bastante (til para tener una primera impresion sobre la forma de
la distribucion.

Un diagrama de caja (o de caja y bigotes) es una representaciéon gréfica de los
cuartiles y de los limites admisibles de la distribucion. Concretamente, el diagrama con-
siste en una caja cuyos lados verticales se sitian sobre los cuartiles primero y tercero
(Q, vy Q,). Dentro de la caja se traza un segmento vertical que la atraviesa y que estd
situado sobre la mediana (Q,). Ademas, se trazan dos segmentos horizontales (bigotes)
que parten de los extremos de la caja y llegan hasta el menor y el mayor valor obser-
vado que sea admisible, respectivamente (Grafico 2.10).

La caja contiene al 50% de las observaciones centrales y la longitud de su base
es el recorrido intercuartilico. Los valores atipicos son los que estdn fuera de los
segmentos horizontales. De la observacion del diagrama de caja representado en el
Grafico 2.10 concluimos que por la izquierda no hay valores atipicos, ya que el bi-
gote llega hasta el menor valor observado. Sin embargo, por la derecha encontra-
mos dos valores atipicos (b y xy). Ese bigote llega hasta el mayor valor observado
no atipico (a).

— i L L
!  — T T T T 1
Xm Q M, Q a b X

Grafico 2.10. Diagrama de caja

Para juzgar la simetria o asimetria de un conjunto de datos a partir de este grafico,
se utilizan los siguientes criterios:

 Sila linea de la mediana estd en el centro de la caja o cerca del mismo, cons-
tituye un indicio de simetria.
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e Silalinea que parte de Q, es, aproximadamente, de la misma longitud que la
que parte de Q, también es un indicio de simetria.

e Sila linea de la mediana estd mds cerca de Q, que del centro de la caja, es un
indicio de que los datos son asimétricos a la derecha.

e Silalinea que parte de Q, es considerablemente mas larga que la que lo hace
de Q,, también es un indicio de asimetria positiva.

e Son indicios de asimetria negativa que la linea de la Mediana esté mds cerca
de la linea de Q, que del centro de la caja y que la linea que parte de Q, sea
considerablemente maés corta que la que lo hace de Q,.

Ejemplo 2.25. En la siguiente tabla se presenta la distribuciéon por comunidad auténo-
ma del niimero de empresas en Espana en 2009. Represente el diagrama de caja de la
distribucion y analice a partir de él la forma de la distribucién, indicando si hay valores
atipicos y cudles son.

Tabla 2.39. Distribucidn del n.° de empresas a Espafia por CC.AA.

Directorio central de empresas
Empresas por CC. AA. (Total grupos CNAE93). Ao 2009

Unidades: Numero de empresas

Andalucia 510.072
Aragén 93.283
Asturias (Principado de) 71.853
Balears (Illes) 91.826
Canarias 139.381
Cantabria 39.611
Castilla y Ledn 170.626
Castilla-La Mancha 134.479
Catalufa 619.624
Comunitat Valenciana 362.844
Extremadura 67.181
Galicia 201.263
Madrid (Comunidad: de) 511.804
Murcia (Region de) 95.636
Navarra (Comunidad Foral de) 43.282
Pais Vasco 172.152
Rioja (La) 23.525
Ceuta y Melilla 7.388
Fuente: INE

Para resolver calculamos, a partir de la distribucion de los valores ordenados, los
cuartiles: Q,, Q, y Q;.
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La tabla con los valores ordenados es la que se presenta a continuacién:

Empresas por CC. AA. (Total grupos CNAE93). Ao 2009

Unidades: Numero de empresas

Ceuta y Melilla 7.388
Rioja (La) 23.525
Cantabria 39.611
Navarra (Comunidad Foral de) 43.282
Extremadura 67.181
Asturias (Principado de) 71.853
Balears (Illes) 91.826
Aragén 93.283
Murcia (Regién de) 95.636
Castilla-La Mancha 134.479
Canarias 139.381
Castilla y Ledn 170.626
Pais Vasco 172.152
Galicia 201.263
Comunitat Valenciana 362.844
Andalucia 510.072
Madrid (Comunidad de) 511.804
Cataluna 619.624
Fuente: INE

Teniendo en cuenta que disponemos de 18 observaciones, el primer cuartil ocupa
el lugar 5, esto es, Q,=67.181; la mediana es la media de las observaciones que ocupan
los lugares nueve y diez, en este caso 115.057,5, y el tercer cuartil la que ocupa el lugar
catorce, 201.263. Basandonos en estos valores representamos el diagrama de caja, te-
niendo en cuenta que el limite admisible inferior (LI) es negativo y, por lo tanto, no
hay valores atipicos por la izquierda, y que el limite admisible superior (LS) resulta ser
402.386. Por lo tanto, son atipicos los valores correspondientes a Andalucia, Catalufa
y Madrid. El grafico de caja y bigotes es el que se muestra a continuacion.

600000,00

400000,00

200000,00

0,00

Grafico 2.11. Diagrama de caja y bigotes para el nimero de empresas por comunidad auténoma
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2.7. Ejercicios

Ejercicio 2.1. En la Tabla 2.40 figuran las 900 empresas de una region clasificadas se-

gun el nimero de empleados con que cuentan.

a)
b)

¢)

d)

Tabla 2.40. Clasificacion de empresa por n.° de empleados

40-60 50
60-80 200
80-90 300
90-100 100
100-160 250

Determine el nimero medio de empleados de las empresas de la regién.
¢Cual es el porcentaje de empresas que cuentan con un nimero de emplea-
dos inferior al medio?

Si el grupo A lo forman el 25% de las empresas con mayor nimero de em-
pleados, ;qué nimero de empleados debe tener como minimo una empresa
para pertenecer al grupo A?

Represente grdficamente la distribucién y, teniendo en cuenta la forma de
la misma, proporcione una medida de asimetria de la distribucién e inter-
prete el resultado.

Ejercicio 2.2. En la Tabla 2.41 figuran los salarios mensuales, en euros, de los 900 tra-
bajadores de una determinada empresa.

Tabla 2.41. Rango de salarios de una determinada empresa

Salario (€) N.” de trabajadores
400-600 50
600-800 200
800-900 300

900-1.000 100

1.000-1.600 250

Se pide:
a) Determine el salario medio y proporcione una medida de su representativi-

b)

¢)

d)

e)

dad. Comente el resultado obtenido.

Si el salario medio mensual de los trabajadores de otra empresa es de 1.150
euros con una desviacion tipica de 175 euros, ¢cual de las dos empresas pre-
senta menor dispersion salarial? ¢En cudl de las dos empresas es mas repre-
sentativo el salario medio mensual?

Determine el salario que, como minimo, debe tener un trabajador de la em-
presa a la que se refiere la tabla para encontrarse entre el 10% de los traba-
jadores de la empresa con mayor salario.

Represente la curva de Lorenz de la distribucién salarial y comente el resul-
tado obtenido.

Calcule el indice de Gini de la distribucién salarial y comente el resultado
obtenido.

Si el indice de Gini de la distribucién salarial de los empleados de la empre-
sa a la que nos hemos referido en el apartado b) es 0,65, sen cual de las dos
empresas hay mayor desigualdad en el reparto de la masa salarial?
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Ejercicio 2.3. Se desea estudiar la capacidad hotelera de una importante ciudad turis-
tica de Espana a través del nimero de habitaciones de los hoteles de la ciudad. Para
ello se dispone de la informacion contenida en la Tabla 2.42:

Tabla 2.42. Capacidad hotelera de una de las principales ciudades turisticas en Espafia

Capacidad (n.” de habitaciones)

0-50 7
50-100 3
100-150 5
150-250 3

250 y mas 2

Sabiendo, ademds, que la capacidad media es de 113,8 habitaciones por hotel, se pide:

a)

b)
¢)

d)
e)
N

Represente las distribuciones de frecuencias absolutas y absolutas acumula-
das. Comente los graficos obtenidos.

Determine el nimero de hoteles con capacidad superior a la media.
¢Cuantas habitaciones tienen, como maximo, los hoteles de menor capaci-
dad que representan el 50% del total de hoteles de la ciudad?

Represente la curva o poligonal de Lorenz y comente el grafico obtenido.
Calcule el indice de Gini y comente el resultado obtenido.

¢Cuantas habitaciones tienen, como médximo, los hoteles de menor capaci-
dad que cubren el 20% del total de habitaciones de la ciudad?

Ejercicio 2.4. En la Tabla 2.43 se muestra la distribucién porcentual de los habitantes
de una pequena localidad, atendiendo a su presupuesto mensual, expresado en euros,
para un determinado afio A.

Tabla 2.43. Distribucion porcentual de los habitantes de una localidad (presupuesto mensual)

0-300 7.16
300-600 23,10
600-900 32,74

900-1.200 20,41
mas de 1.200 16,59

Se pide:

a)

b)
%)

d)

e)

En el afio A, el presupuesto medio mensual entre los habitantes de esa lo-
calidad fue de 842,96 euros. ¢ Qué porcentaje de los habitantes de la misma
tuvieron un presupuesto inferior al medio?

Calcule una medida de la dispersién relativa en la distribucién del presu-
puesto mensual y comente el resultado.

¢A cuanto ascendio, en dicha localidad, el presupuesto mensual mediano en
el ano A?

¢ Cudl debio ser, como minimo, el presupuesto mensual de un habitante que
en el ano A se encontraba entre el 25% de los habitantes de dicho lugar con
mayor presupuesto mensual?

Analice la concentracion en el reparto del total-del presupuesto mensual
entre los habitantes de la localidad.
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Ejercicio 2.5. Supongamos que, en el afo en curso, el salario medio mensual de los
trabajadores de una empresa es de 1.275 euros con una desviacion tipica de 300 euros.
Ademads, los salarios modal y mediano son de 800 y 975 euros, respectivamente. Se

pide:
a)

b)

¢)

d)

Si para el préximo afio se prevé una subida salarial del 7%, determine las
principales caracteristicas de la distribuciéon salarial, bajo el supuesto de que
la plantilla sea la misma y que no haya promociones.

Si en lugar de la subida a la que nos hemos referido en el apartado anterior,
la direccion de la empresa decide subir a todos sus empleados 200 euros,
¢ccudles serdn las principales caracteristicas de la nueva distribucion salarial?
¢Cudl de las dos subidas conduce a una situacién de menor dispersion sala-
rial?

Compare la concentracion en la distribucién salarial de este afio con la co-
rrespondiente a la que resulta tras una subida salarial del 7%.

Ejercicio 2.6. De una compaiiia aérea A se sabe que, en el ultimo mes, el 20% de sus
vuelos no presentaron retraso y que, durante este periodo, 200 vuelos de la compaiia
han registrado retraso.

El andlisis descriptivo, obtenido con el software R, correspondiente a la distribucién
de la variable RETRASO_A = Retraso en minutos de estos 200 vuelos es el que se pre-
senta a continuacion:

RETRASO_A
Min. : 3.00
1st Qu.:20.00
Median :31.00
Mean :31.04
3rd Qu.:44.00
Max. :59.00

n :200
sd :16.32779
var :266.5968

skewness :0.03586367
kurtosis :-1.180364

Para la compania A,

a)

b)

¢)

¢Cual es el retraso medio de los vuelos con retraso? ;Y del total de vuelos
de la compania?

Si el dltimo vuelo realizado se encuentra entre el 25% de los vuelos con
menos retraso de la distribucion de los vuelos con retraso, ¢cudl es el maxi-
mo retraso que puede haber presentado?

Si el dltimo vuelo realizado se encuentra entre el 20% de los vuelos con mas
retraso de la distribucién de los vuelos totales, ¢cudl es el minimo retraso
que puede haber presentado?

Otra compania aérea, B, presenta los siguientes resultados referidos a sus vuelos con

retraso:
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RETRASO_B
Min. : 5.00
1st Qu.:18.00
Median :51.00
Mean :43.94
3rd Qu.:64.00
Max. :75.00

n :80
sd :22.02659
var :485.1707

skewness :~-1.035863
kurtosis :-1.008031

d) ¢En qué compania, A o B, los retrasos presentan mds dispersién relativa?

e) Indique en qué compariia un vuelo con 15 minutos de retraso presenta peor
posicién relativa.

f) Realice los diagramas de caja (box-plot) correspondientes a las distribuciones
RETRASO_A y RETRASO_B.

g) Comente el tipo de asimetria y curtosis que presentan las distribuciones
RETRASO_A y RETRASO_B.

k) Si tras una politica de incentivos en la comparfiia A el retraso de los vuelos
ha experimentado una reduccién del 5%, ¢cudl serd la nueva media aritmé-
tica de los vuelos con retraso y su desviacion estdndar? y ¢cudl serd la media
del total de vuelos?

Ejercicio 2.7. Las siguientes estadisticas son relativas a los precios por habitacion doble

y noche en sendos grupos de hoteles pertenecientes a los municipios de Torremolinos
y Marbella en una determinada semana (Tabla 2.44).

Tabla 2.44. Tabla de precios por habitacién doble y noche en Torremolinos y Marbella

Precio habitacion Hoteles en Precio habitacion Hoteles en
doble/noche (€) Torremolinos (%) doble/noche (€) Marbella
8

0-40 14.3 0-65

40-55 65-100 6
55-65 28.6 100-150
65-150 Mas de 150 3
Total Total 21

Fuente: www.booking.com y elaboracién propia

Ademds, se sabe que:

— E147,6% de los hoteles del grupo de Torremolinos tienen un precio por habita-
cion doble inferior a 55 euros.

— El precio medio por habitaciéon doble en el grupo de hoteles de Marbella es de
88,3 euros.
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— La desviacién tipica del precio por habitacién doble en el grupo de hoteles de
Marbella es de 56,87 euros.

Se pide:

a)

b)
¢)

d)

e)

Indique la poblacién, los elementos y el tipo de variable analizada que se
deducen de la tabla estadistica de Marbella.

Complete las dos tablas estadisticas.

Calcule el precio medio por noche de una habitaciéon doble en el grupo de
hoteles de Torremolinos.

¢En cudl de los dos grupos de hoteles es mas representativo el correspon-
diente precio medio?

Un turista tiene la posibilidad de reservar una habitacién doble en un hotel
del grupo de Torremolinos a un precio de 70 euros/noche o reservarla en
otro del grupo de Marbella al precio de 85 euros/noche. ;Qué hotel le ofre-
ce un mejor precio relativo? Justifique su respuesta.

Los empresarios del grupo de Marbella han decidido incrementar sus precios,
pero dudan entre efectuar una subida constante de 15 euros/noche en ha-
bitaciéon doble o realizar un incremento de un 2,5% en el precio. ;Cual de
las dos medidas conduce a una menor dispersién de los precios? Justifique-
lo numéricamente.



En este tema abordamos el anélisis estadistico de un conjunto de datos relativos a dos
variables que han sido observadas, simultdaneamente, sobre los distintos elementos de
una poblacion. El objetivo basico del tema es proporcionar técnicas que permitan cuan-
tificar el grado de relaciéon o dependencia existente entre dichas variables y describir el
comportamiento conjunto de las mismas, con la finalidad practica de predecir, en el
contexto general del que los datos proceden, el comportamiento de una de ellas (la que
se considera dependiente o enddgena) a partir de los valores observados de la otra (que
se considera independiente o exdgena).

'3.1. Presentacion de los datos

El resultado de la observacién simultdnea de dos variables sobre un mismo elemento
de la poblacién es un par de nimeros. La informacion relativa a los N pares de obser-
vaciones se suele disponer en forma de tabla de doble entrada, que recibe el nombre
de tabla de correlaciéon o de contingencia (Tabla 3.1). Para formar dicha tabla, dis-
ponemos en el margen izquierdo de la misma, los distintos valores observados de una
de las variables (X) y en el margen superior los de la otra (Y). Dentro de la tabla, en
las casillas que se forman al combinar los valores de ambas variables, figura el nimero
de veces que ha sido observado el par que corresponde a esa casilla.

Tabla 3.1. Distribucién conjunta

IS I N R PR R VR

ny, n,, . y; aae Ny, n,
Ny Ny, . Ty .- N n,
”ue Ry ELTY - e L2 LYY
ny, n;, e Ny . Ny I
Ny, n, e n, . n, n,
o, n, n; e s N
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En la tabla anterior hemos representado con x;, i = 1,..., r, a los distintos valores de
X ycony,j=1,...,s, alos distintos valores de Y. Ademads:

— N representa el nimero total de observaciones.

— ny es la frecuencia conjunta del par (x;y;) o ntimero de elementos en los que
se ha observado el valor x; de X y, simultdneamente, el valor y; de Y.

— n; es la frecuencia marginal de x; o namero de elementos en los que se ha
observado el valor x; de X.

— n; es la frecuencia marginal de y; o nimero de veces que se observa el valor
y; de Y.

Es claro que las frecuencias marginales se obtienen a partir de las conjuntas me-
diante

S

nFZnﬁ

=1

I

an ny

i=1

Las frecuencias conjuntas y marginales, ademas de las relaciones anteriores, cumplen

iinﬁ:inj_:in_j: N

=1 J=) 1=1 =t

Como en el caso de estadisticas de una variable, la frecuencia relativa (f) se define
como la proporcién del total (N) que representa cada frecuencia absoluta. Ahora, aso-
ciadas a los tres tipos de frecuencias absolutas que aparecen en la tabla de contingencia,
tenemos

Multiplicando por 100 las frecuencias relativas, se obtienen los porcentajes: p;, p;
Y Py

Observacion. El tratamiento de los datos procedentes de la observaciéon conjunta de
dos atributos o de un atributo y una variable seria similar, con la diferencia de que el
resultado de la observacion seran pares cuyos componentes no son necesariamente de
naturaleza numeérica. En ese caso, en el margen (o margenes) de la tabla
correspondiente(s) al (alos) atributo(s) dispondremos las distintas modalidades que han
sido observadas.

Por otra parte, en cuanto a las distribuciones bidimensionales en las que interviene
alguna variable, hemos de sefialar que los valores de la misma pueden venir agrupados
en intervalos. En ese caso, en el margen correspondiente apareceran los distintos inter-
valos o clases que contienen a las observaciones de dicha variable.

Los distintos valores o intervalos de la variable X junto con sus correspondientes
frecuencias marginales, (x;, n;), i = 1,..., r, forman una distribucién de frecuencias de
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una variable: la distribucion de frecuencias de X considerada al margen de la otra va-
riable o con independencia de ella. Esta distribucién se llama distribucién marginal
de X. De manera andloga, al considerar los distintos valores de Y acompariados de sus
correspondientes frecuencias marginales, (y;, n;), j = 1,..., s, se-obtiene la distribucion
de frecuencias de Y que, en este contexto, recibe el nombre de distribucién marginal
de Y.

Las distribuciones marginales asociadas a la variable bidimensional (X, Y) que figu-
ra en la Tabla 3.2 son las siguientes:

Tabla 3.2. Distribuciones marginales

“ Frecuencias Y Frecuencias
B n,
N - -
A n,

Otras distribuciones de frecuencias de una variable asociadas a una bidimensional
son las denominadas distribuciones condicionadas.

En una distribucién bidimensional, (X,Y), llamamos distribuciones condicionadas a
las distribuciones de frecuencias de la variable Y (X) sobre cada uno de los subconjun-
tos de elementos en los que ha sido observado cada uno de los distintos valores de X
(Y)-

Concretamente, asociada al valor x; de la variable X tenemos la distribucion de
frecuencias de Y condicionada por el valor x; de X, Y/X = x;, que, con la notacién in-
troducida en la Tabla 3.1, es la que viene dada en la siguiente tabla.

Tabla 3.3. Distribucién condicionada de Y por el valor x; de X

Y1 Niq
Y2 0
vap e
Y; 0y
YS nis
n

Observemos que hay una distribucién condicionada de Y por cada uno de los dis-
tintos valores observados de X. En nuestro caso, tenemos «r» distribuciones condicio-
nadas de Y.

De manera andloga se definen las distribuciones condicionadas de X por los distin-
tos valores observados de Y. Dado el valor y; de Y, la distribucion condicionada de X
por el valor y; de Y, X/Y=y;, es la que figura en la Tabla 3.4.
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Tabla 3.4. Distribucion condicionada de X por el valor y, de Y

T BT

X, ny;
X, Oy;
nij
]

n

Cuando, como en el caso que recoge la Tabla 3.1, la variable Y presenta «s» valores
distintos, tenemos «s» distribuciones condicionadas de X, una por cada uno de los dis-
tintos valores de Y.

Las distribuciones marginales y condicionadas son distribuciones de una variable y
su analisis descriptivo se basa en lo estudiado en el Capitulo 2.

Observacion. Cuando se trabaja con pocas observaciones, en lugar de presentar los
datos en forma de tabla de doble entrada, se presentan en dos columnas que contienen
a todos los pares de valores observados (distintos o no), uno por cada elemento de la
poblacién que haya sido observado.

X, Yi
X, Y2
X Y
XN Yn

Ejemplo 3.1. En la Tabla 3.5 figura la distribucién de frecuencias conjunta del gasto
medio semanal y el niimero de dias que acuden mensualmente al supermercado las
1.200 familias de un determinado barrio de la ciudad.

Tabla 3.5. Distribucién conjunta

0 A N S O B

100-150

150-175 70 25 40 55 45 65

175-225 50 25 85 75 90 %3

225-300 20 25 15 15 15 10

1.200
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Distribuciones marginales

Tabla 3.6. Distribucién marginal del gasto medio semanal

Gasto medio semanal (€) | N.° de familias

100-150 400
150-175 300
175-225 400
225-300 100
1.200

Tabla 3.7. Distribucion marginal del nimero de dias/mes

Numero de dias/mes N.° de familias

5 165
125
215
235
235
225

1.200

[
o= 0 ® N

Algunas distribuciones condicionadas

Tabla 3.8. Distribucion del gasto entre las familias que acuden 9 dias al mes al supermercado

Gasto (€)/N.° de dias/mes = 9 dias N.° de familias

100-150 90 90/235=0,383

150-175 55 55/235=0,234

175-225 75 75/235=0,319

225-300 15 15/235=0,064
235 1

Tabla 3.9. Distribucién del gasto entre las familias que acuden 7 dias al mes al supermercado

Gasto (€)/N.° de dias/mes = 7 dias | N.° de familias

100-150 50 0,4
150-175 25 0,2
175-225 25 0,2
225-300 25 0,2

125 1

3.2. Relaciones entre variables
e independencia estadistica

Definicion. Dos variables X e Y son estadisticamente independientes si las distribucio-
nes de frecuencias condicionadas satisfacen alguna de las siguientes condiciones:
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(i) Fijadoi
(ii) Fijado j

L..., r, f, =1 para todo j=1,..., s.
i=

J
L....s f,; =1, para todo i =1,..., r.

En el apartado i) afirmamos que todas las distribuciones condicionadas de Y son
iguales y coinciden con la marginal de Y. En el apartado ii) afirmamos que todas las
distribuciones condicionadas de X son iguales y coinciden con la marginal de X.

Observacion. Para establecer la igualdad de las distribuciones condicionadas entre si y
con la marginal correspondiente, es necesario recurrir a las frecuencias relativas o a los
porcentajes porque, en general, son distribuciones definidas sobre poblaciones (o con-
juntos de elementos) con distinto tamario.

Es facil ver que las condiciones i) y ii) de la definicién anterior son equivalentes y
que a su vez equivalen a la siguiente condicién:

.

(iii) Para cualesquieraiy j coni=l, ..., ryj=1, ..., s, f; =f f;

Aunque las condiciones i) y ii) son mas intuitivas, esta tltima condicién puede ser,
en ocasiones, mas facil de manejar para el andlisis de la independencia a partir de la
tabla de correlacién o contingencia.

Cuando se comprueba que dos variables, observadas conjuntamente sobre una po-
blacién, son estadisticamente independientes, no tiene sentido un analisis posterior de
su distribucién conjunta y se analizan solo las distribuciones marginales de cada una de
esas variables. En otro caso, es decir, si las variables estan relacionadas o son depen-
dientes, estaremos interesados en el andlisis de la variacién conjunta de esas dos varia-
bles, que englobaria el andlisis de la covarianza, la correlacién y la regresion.

3.3. Asociacidn entre variables cuantitativas

Las situaciones mas comunes de asociacién entre dos variables son las siguientes:

1. Dependencia causal unilateral. Una de las dos variables (X) influye en
la otra (Y), pero no al revés. En esta situaciéon, X recibe el nombre de va-
riable explicativa, independiente, causa o exdgena, mientras que de Y
diremos que es la explicada, dependiente, efecto o endégena.

2. Interdependencia. La influencia entre las variables es reciproca y se pro-
duce en las dos direcciones.

3. Dependencia indirecta. Las variables X e Y presentan una sincronizacion en
su variacion debido a una tercera variable (Z) que influye en las dos.

4. Covariacion casual o espuria. Se produce cuando las variables, de las que
se sabe que no tienen ningun vinculo, varian de manera sincronizada; es
decir, la sincronizacién es casual o accidental.

El analisis estadistico de la covariacion o variacion conjunta de dos variables no se
ocupa de la deteccion del tipo de covariacion existente entre un par de variables relaciona-
das o dependientes, sino que se limita a cuantificarla a través de medidas de asociacion
como la covarianza y el coeficiente de correlaciéon lineal simple. Si, ademas, hay
constancia de que la covarianza responde a una dependencia causal unilateral, es posible
representar mediante una forma funcional a dicha covariacién, lo que estaria dentro del
denominado andlisis de regresién. Este andlisis tiene la finalidad practica de describir
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dicha relacién y poder realizar predicciones sobre la variable que se considera dependiente
o explicada a partir de valores conocidos para la independiente o explicativa.

El andlisis estadistico de la covariacion puede comenzar con la representacion gra-
fica del diagrama de dispersién o nube de puntos de la distribucién bidimensional
(X, Y). Esta grdafica resulta al representar sobre unos ejes cartesianos los puntos de
coordenadas x e y correspondientes a los diferentes elementos de la poblacién o mues-
tra. El conjunto de puntos que resulta se denomina nube de puntos o diagrama de
dispersion. La inspeccién visual de dicho gréafico nos proporciona informacién sobre:
si existe o no relacion entre las variables; si la relacién, en caso de que exista, es lineal
o no; si las variables varian en el mismo sentido o no; etc.

En la Figura 3.1 aparecen diferentes graficos que muestran las nubes de puntos co-
rrespondientes a cuatro situaciones distintas. El Grafico a) muestra una relacion lineal
creciente entre las variables X e Y (valores elevados de Y se asocian a valores elevados de
Xy valores pequenos de Y se asocian a valores pequenos de X). Decimos que la asociacién
es lineal creciente o directa porque la nube de puntos se asemeja a una recta con pen-
diente positiva. El Grafico b) muestra una relacién lineal decreciente entre las variables
X e Y (valores altos de X estdn asociados a valores bajos de Y y viceversa). Decimos que
la asociacion es lineal decreciente o inversa porque la nube de puntos se asemeja a una
recta con pendiente negativa. Nétese que en la nube de puntos del Grafico b) se aprecia
una mayor dispersiéon que en la correspondiente al Grafico a). El Grafico ¢) muestra
una relacién no lineal (en este ejemplo, la nube de puntos se asemeja a una parabola) y
el Grafico d) parece representar ausencia de asociacién entre las variables X e Y.

Y Y
» . L ] . N
- C e M al . *
. . 4 ° .' - -. L
AL ) .: .- S . .w
LA R N
LI c e,
. - - " L] a .
. * . - ) » ..
I' v * M .l
X X
a) Asociacion lineal creciente o directa b) Asociacion lineal decreciente o inversa
con fuerte dispersion
Y Y
- - R - -
" *e L : " T ... *
¢ e . L ¢ . "
Y - - - - - -
. ., . * . .
: N ' . e
. % .
. " e . . Y-
X X
¢) Ausencia de asociacion d) Asociacién no lineal

Figura 3.1. Nubes de puntos
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Ejemplo 3.2. El nimero de dias al mes que acuden al supermercado y el gasto medio
semanal (en €) de 8 familias quedan recogidos en la Tabla 3.10 Represente la nube de

puntos y extraiga conclusiones.

Tabla 3.10. Gasto y nimero de dias que acuden al supermercado

NuUmero de dias/mes Gasto medio semanal (€)

3 55
4 54
5 54
5 53
6 53
6 52
7 51
8 50
Solucion
56 ]
55 L
54 o o
g 53 o o
]
Y o5 °*
51 ¢
50 - L3
46 T 1 Ll Ll '
] 2 4 6 8 10
Dias

Grafico 3.1. Diagrama de dispersion del Ejemplo 3.2

Como se puede apreciar en el grafico anterior, la relacién entre ambas variables es
lineal y decreciente con poca dispersion.

3.3.1. Medidas de asociacidon: covarianza y coeficiente de
correlacién lineal

Las medidas de asociacién son medidas numeéricas con las que se pretende resumir me-
diante un nuimero la intensidad de la covariacion existente entre las dos variables. La
covarianza y el coeficiente de correlaciéon lineal, basado en ella, son medidas de
asociacién que indican el grado de covariacion lineal entre las dos variables.
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Covarianza

La covarianza entre las dos variables X e Y que forman la bidimensional (X,Y) se re-
presenta mediante S, y se define como

siendo N el nimero total observaciones de (X, Y).

La expresion de la covarianza en términos de los distintos valores observados de X
y de Y es

S, = N
Es facil ver que
N _ N
2o(xi=%)(vi-9) Yoxi-v,
Sxy__l:l _1:1 —i‘?
N N

Y que

Xr:i:(xi-i)'(yi-?)'nu igxi'n'na

i=1 j=1 i=

Xy
R N N Y

Estas dos ultimas serdn las formulas que utilizaremos habitualmente para calcular
la covarianza, segin que trabajemos con datos de frecuencia unitaria (todos los pares)
o no (solo los pares distintos).

Observacién. La utilizacién de la covarianza como medida del grado de relacién lineal
existente entre dos variables se basa en la siguiente consideracién empirica: si en la
nube de puntos o gréfico de dispersion trazamos unos ejes cartesianos con origen en el
punto (X, ¥), el producto de las desviaciones (x; - X)-(y, - ¥) serd positivo si el punto
(x;, v;) esta situado en los cuadrantes primero o tercero y en otro caso sera negativo
(véase la Figura 3.2).

Como se puede apreciar en la Figura 3.2, si entre las dos variables existe relacion
lineal positiva o directa, la mayor parte de los puntos estardn situados en los cuadran-
tes I y Il y la covarianza serd, por lo tanto, positiva. Si, por el contrario, la relacion es
lineal pero inversa o negativa, la mayor parte de los puntos estardn situados en los
cuadrantes Il y IV y la covarianza sera negativa.
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n \"

x|
x

Figura 3.2. Descomposicion de la nube de puntos

Por ultimo, si no existe relacién lineal entre las variables, los puntos se extenderan
aleatoriamente en los cuatro cuadrantes, habrd compensaciones y la covarianza sera
cero o proxima a cero. Teniendo en cuenta estas consideraciones, un valor elevado de
la covarianza (positivo o negativo) se considera indicio de relacion lineal entre las va-
riables, mientras que un valor pequeiio, en términos absolutos, o nulo, refleja la ausen-
cia de este tipo de relacion.

La covarianza viene expresada en el producto de las unidades de medida en las que
vengan expresadas las variables X e Y, por lo tanto, se ve influida por cambios en las
unidades de medida y no es apta para realizar comparaciones. Por otra parte, como su
valor absoluto no esta acotado superiormente, un valor no nulo de la covarianza no sir-
ve para afirmar si la relacion lineal que existe entre las variables es mas o menos intensa.

Ejemplo 3.3. Obtenga la covarianza para la distribucién conjunta del niimero de dias
al mes que acuden al supermercado y el gasto medio semanal (en €) de las 8 familias
cuya informaciéon queda recogida en la Tabla 3.10.

Solucién. Para calcular la covarianza entre Dias (X) y Gasto (Y), S, utilizamos la
férmula

N
Exi'Yi

S =i=1 -%.V
TN 4

Los célculos necesarios para la obtencion de la covarianza son los que se indican en
la Tabla 3.11.
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Tabla 3.11. Célculos intermedios para la covarianza

Numero de dias/mes x, Gasto (€) y,

3 55 _ 165

4 54 216

5 54 270

5 53 265

6 53 318

6 52 312

7 51 357

8 50 400

Totales 4 422 2.303
Luego,

8
in *Yi

S =—i=1 —i-?:——

——=-2,25
¥ 8 8

2303 44 422
8 8
El valor no nulo de la covarianza indica la existencia de relacion lineal entre ambas
variables. Si, ademads, tenemos en cuenta el signo (negativo, en este caso) concluiremos
que dicha relacién lineal es decreciente o negativa; es decir, a medida que el nimero
de dias al mes que acuden al supermercado es mayor, el gasto medio semanal dismi-
nuye. La covarianza anterior esta expresada en €-dias.

Coeficiente de correlacion lineal

Si en la férmula de la covarianza expresamos las desviaciones en unidades de desvia-
cion tipica, dividiendo por S, y por S,, obtenemos el coeficiente de correlacion lineal X
e Y, es dedir, r,,

(- %)-(v:-7)

r =l=1 = s'xr
" N-S,-S, S-S

L ¥

El coeficiente de correlacion lineal es una medida relativa o adimensional del grado
de relacion lineal existente entre las dos variables y, por lo tanto, apta para comparar
la intensidad de la relacién lineal entre las variables de dos distribuciones bidimensio-
nales distintas. Ademas, se puede demostrar que este coeficiente toma valores entre -1
y 1, siendo:

* r,, = 1 si, y solo si, entre las dos variables existe una relacion lineal perfecta
y directa o positiva.

* r,, = -1 si, y solo si, entre las dos variables existe una relacion lineal perfecta
e inversa o negativa.

* Sir,, =0, y solo si, entre las dos variables no existe relacion lineal.

Ejemplo 3.4. Obtenga el coeficiente de correlacion lineal entre el gasto medio semanal
y el niimero de dias al mes que acuden al supermercado correspondiente al grupo de
familias cuya informacién se recoge en la Tabla 3.10.
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Solucion. Teniendo en cuenta la definicion del coeficiente de correlacién lineal,

ademas de lo ya calculado para la covarianza, es necesario calcular las desviaciones ti-
picas de cada una de las variables. La tabla con la informacién necesaria para su calcu-
lo es la que se muestra a continuacion.

Tabla 3.12. Calculos intermedios para el coeficiente de correlacién lineal

Namero de iacimes x| caxo <) . [

3 165 3.025
4 54 216 16 2916
5 54 270 25 2916
5 53 265 25 2.809
6 53 318 36 2.809
6 52 312 36 2.704
7 51 357 49 2.601
8 50 400 64 2.500
Totales 44 422 2.303 260 22.280

®

XZ
i
Gi_im <260 (44) 225

* 8
i 2
Yi 2
=5 _p- 22.280 _(422) - 24375

Por lo tanto, el coeficiente de correlacion lineal, r,,, resulta:

Sey -2,25
r. = =
8. S, 2,25-424375

7Y

=-0,96

El valor del coeficiente de correlacion lineal, que es muy préximo a 1 en valor absolu-
to, indica una fuerte relacion lineal entre las variables. El signo I{egativo del mismo
indica que la relacién es decreciente; es decir, a medida que el niimero mensual de
visitas al supermercado aumenta, el gasto medio semanal disminuye.

Observacion. El hecho de que el coeficiente de correlacion lineal sea cero o préximo
a cero indica ausencia de relacién lineal, no que las variables sean independientes. En
el siguiente ejemplo se muestra una distribucién de dos variables con covarianza nula
y que, sin embargo, no son independientes.

Ejemplo 3.5. Comprobar que las variables X e Y, cuya distribuciéon conjunta es la
que figura en la Tabla 3.13, no son independientes y, sin embargo, tienen covarianza
nula.
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Tabla 3.13. Distribucién conjunta del Ejemplo 3.5
1 2 1
2 1 1
1 2 1

12

Solucién. Para comprobar que las dos variables no son independientes, calcularemos
dos distribuciones condicionadas de X y comprobaremos que no son iguales.

Tabla 3.14. Distribucion condicionada de X/y = 0

-1 2 0,4
0 1 0,2
1 2 0,4

1

Tabla 3.15. Distribuciéon condicionada de Xfy = -1

-1 1 0.25
0 2 0,5
1 1 0,25

4 1

Estas dos distribuciones condicionadas de X no son iguales, luego las variables son

dependientes.
Para calcular la covarianza entre las dos variables, Syyr utilizamos la fé6rmula

3
szi-yj'nﬁ
i=1l j=1 —
S = 12 Y

3

La distribucién marginal de X viene dada por

Tabla 3.16. Distribucion marginal de X

PRI AT

-1 S
0 0
1 4

12

Para calcular la media de X, X, afiadimos una columna adicional que contenga los
productos x; n; (Tabla 3.17).
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Tabla 3.17. Distribucién marginal de X ampliada

De donde resulta que X =0 vy, por lo tanto, que el producto Xy =0.
Para calcular la media de los productos, completamos la tabla original con los pro-
ductos correspondientes a cada casilla (Tabla 3.18).

Tabla 3.18. Distribucién conjunta de X e Y ampliada

La media de los productos resulta al sumar todos los niimeros que aparecen enyre
paréntesis y dividir por el total de observaciones (en nuestro caso, 12), esto es

3 3

DD %ty ny

i=1 j=1 _1+0+(—1)+0+0+0+(—1)+0+1_0
12 12

Luego la covarianza es nula.

Ejemplo 3.6. Calcule la covarianza y el coeficiente de correlacion lineal entre las va-
riables X = «gasto medio semanal» e Y= «niimero mensual de dias que acuden al su-
permercado» cuya distribucién conjunta figura en la Tabla 3.19.

Tabla 3.19. Distribucién conjunta de X e Y

T -.--
7

BT - ., 0 s s
e e

70 25 40 55 45 65
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A partir de las distribuciones marginales de X e Y, obtenemos las tablas 3.20 y 3.21
que se muestran a continuacion.

Tabla 3.20. Distribucion marginal de X (ampliacién)

Gasto (€) N.° de familias _m

100-150 50.000
150-175 300 162,5 48.750
175-225 400 200 80.000
225-300 100 262,5 26.250
Totales 1.200 205.000
Luego
_ 205.000
X = ——=170,83 euros
1.200
Tabla 3.21. Distribucion marginal de Y (ampliacién)
Visitas mensuales (dias) N.° de familias m
S 165 825
7 125 875
8 215 1.720
9 235 2.115
11 235 2.585
13 225 2.925
Totales 1.200 11.045
Luego
_ 11.045 ,
y= =9,204 dias/mes
1.200

Para calcular la media de los productos, procedemos como en el ejemplo anterior,
pero haciendo uso de las marcas de clase para la variable X.

Tabla 3.22. Distribucion conjunta de X e Y (ampliacion)

| 25(15.625) 50(43.750)  75(75.000)- 90(101.250) 85(116.875) 5(121.875)

70(56.875) 25(28.437,5) 40(52.000) 55(80.437,5) 45(80.437,5) 65(137.312,5)
50(50.000)  25(35.000) 85(136.000) 75(135.000) 90(198.000) 75(195.000)
20(26.250) 25(45.937,5) 15(31.500) 15(35.437,5) 15(43.312,5) 10(34.125)

Totales 148.750 153.125 294.500 352.125 438.625 488.312,5
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Luego la covarianza entre las dos variables resulta

1 4 6 _
YD IRE ST
i=1 j=1 .
= ;(148.750 +153.125 + 294.500 + 352.125 + 438.625 + 488.312,5) —

~ 1.200
~170,83.9,204= 1837473 | 505 32- 9,46
1.200

Al ser distinta de cero, podemos concluir que existe relacion lineal entre las variables
y, teniendo en cuenta que el signo es negativo, diremos que la misma es inversa o de-
creciente; es decir, al aumentar el nimero mensual de visitas al supermercado, dismi-

nuye el gasto medio semanal.
Para cuantificar el grado de relacion lineal existente entre las variables, calculamos

el coeficiente de correlacion lineal. Para ello, son necesarias las desviaciones tipicas de
ambas variables, que vamos a calcular a continuacién (Tablas 3.23 y 3.24).

Tabla 3.23. Distribucién marginal de X (ampliacién)

100-150 50.000  6.250.000

150-175 300 162,5 48750  7.921.875

175-225 400 200 80.000  16.000.000

225-300 100 262,5 26250  6.890.625
1.200 205.000  37.062.500

fo R tH
2oLzl _ 52237062500y, g3 1 702,5278
1.200 1.200

S,=41.702,5278 = 41,26

Tabla 3.24. Distribucién marginal de Y (ampliacién)

Numero mensual de visitas (dias) | N.” de familias

5 165 825 4.125
7 125 875 6.125
8 215 1.720 13.760
9 235 2.115 19.035
11 235 2.585 28.435
13 225 2.925 38.025

Totales 1.200 11.045 109.505
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v;em 109.505
2_J= ¥y =———~9,204’= 6,5406
Y 1.200 1.200 .

S,=1/6,5406 = 2,55755

Luego el coeficiente de correlacion lineal, r,,, resulta

Lo Su _ -946
¥ S-S, 41,26-2,56

=-0,0896

De dicho valor, ademas de lo que se concluyé a partir de la covarianza, se deduce que
la relacién lineal existente entre las variables es muy débil, practicamente inexistente,
ya que el valor del coeficiente es muy préximo a cero.

3.3.2. Regresion lineal: estimacién, bondad de ajuste y prediccién

La regresion tiene por objeto expresar mediante una forma funcional la relacién de
dependencia causal que se presenta entre dos variables estadisticas X e Y, asumiendo
para una de ellas el papel de independiente, exdgena o explicativa (X) y para la otra
(Y) el papel de dependiente, enddgena o explicada. El propdsito es describir el tipo de
relacién que existe entre las variables y poder hacer predicciones para la variable ex-
plicada a partir de observaciones de la explicativa.

La regresion lineal, en particular, consiste en expresar la relacidon existente entre las
variables X e Y mediante una recta.

Concretamente, la recta de regresion que explica Y a partir de X

y;=a+bx;

es, de entre todas las rectas del plano, la que mejor se adapta a la nube de puntos (véa-
se la Figura 3a) segun el criterio de los minimos cuadrados; es decir, aquella que hace
N

minima a la suma Zef, siendo e, los errores cometidos al comparar, para cada x;, los

i=1
valores observados, y,, con los valores que proporciona la recta, y;’
e=v,-v,=v,~(a+bx),i=1..,N

La imposicién de este criterio (minimos cuadrados ordinarios) permite determinar los
parametros a y b de la recta de regresion a partir de los datos, obteniéndose
i) a=y-bx

S
ii) b ==

X
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Y4

. Ya

¥
<V

(a) (b)

Figura 3.3. Nube de puntos y recta de regresion

Interpretacién de los pardmetrosay b

e a: se le denomina término independiente y es la ordenada en el origen
de la recta de regresion; es decir, el punto de corte de la recta con el eje de
ordenadas. Representa el valor estimado para la variable explicada (Y)
cuando la explicativa (X) toma el valor cero. Tiene la misma unidad de
medida que Y y puede tener sentido o no en el contexto del enunciado.

e b: se le denomina coeficiente de regresion y es la pendiente de la rec-
ta de regresion. Representa el crecimiento (b > 0) o disminucién
(b < 0) que experimenta el valor estimado para la variable explica-
da (Y) por un crecimiento de una unidad en la variable explicativa
(X). El signo indica si la relacién lineal es creciente o decreciente. Si no
hay relacion lineal entre las variables, ya vimos que S,, = 0, por lo que,
b = 0. En este caso particular, la recta de regresion es horizontal. La unidad
de medida de la pendiente viene condicionada por las unidades de medida
de las variables X e Y.

Algunas propiedades descriptivas del método de minimos cuadrados ordina-

rios

 La recta de regresién que explica Y a partir de X pasa por el punto (X, V).
Esta propiedad estd implicita en la condicién i) expuesta anteriormente.

e La suma de los errores es siempre cero

N
Zei=0

i=1
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¢ Teniendo en cuenta la propiedad anterior, es facil deducir que la suma de los
valores estimados de Y coincide con la suma de los valores observados de di-
cha variable. Esto es

N N
2Y1=ZY1
i1 i1

Ejemplo 3.7. Especifique y estime, a partir de los datos de la Tabla 3.10, un modelo de
regresion lineal para explicar el gasto medio semanal en funcién del nimero mensual
de visitas al supermercado.

Solucién. La variable explicativa (X) debe ser el nimero mensual de visitas al super-
mercado, expresado en dias. La variable explicada (Y) sera el gasto medio semanal,
expresado en euros.

El modelo lineal que especificamos es

y;=a+bx;+e

Para estimar los valores de los pardmetros a y b a partir de los datos utilizamos las
expresiones i) y ii)
i) a=y-bx

S
ii) b =2

En el ejercicio anterior hemos calculado los valores de X, ¥, S,, v S;, siendo

X = 44 dias
8
y= 422 euros
8
S.y=—2,25 euros - dias

S3=2,25 dias’

Luego
7225 _ -1 euros/dias
2,25
4 44
a =£-(_1)-?= 58,25 euros

8

Por lo tanto, el modelo lineal estimado a partir de los datos es
Y. =Y. +e,, siendo y;=58,25-x,

El valor del coeficiente de regresién (-1) indica la disminucién media que experimen-
ta el gasto medio semanal por un incremento unitario en el niimero mensual de visitas
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al supermercado; es decir, por cada dia en que se incremente el niimero mensual de visitas
al supermercado, el gasto medio semanal disminuye, por término medio, un euro.

El valor del término independiente (58,25 euros) indica el valor estimado para el
gasto medio semanal cuando no se acude al supermercado.

En la Tabla 3.25 se presentan los valores estimados de Y (Gasto) a través de la rec-
ta de regresion. Por comparacion con los valores observados, podemos obtener los erro-
res que figuran, también, en dicha tabla.

Tabla 3.25. Valores observados de X e Y, valores estimados de Y y errores

NUmero de dias/mes x, Gasto (€) y, H e=yy

3 55 55,25 -0,25
4 54 54,25 -0,25
5 54 53,25 0,75
5 53 53,25 -0,25
6 53 52,25 0,75
6 52 52,25 -0,25
7 51 51,25 -0,25
8 50 50,25 -0,25
44 422 422 0
59
57 A ® Gasto observado @ Gasto estimado
55 4

Gasto (€)
w
w
1

51 4

bvw ¥ 1 ] 1 1
0 2 4 6 8 10
N.° de dias

Grafico 3.2. Nube de puntos y recta ajustada del Ejemplo 3.7

Bondad del ajuste y prediccion

Una vez estimada la recta de regresion, necesitamos una medida que nos describa has-
ta qué punto el ajuste realizado es aceptable o no. Ndtese que la recta trata de ajustar-
se a una determinada nube de puntos, pero si esta no toma una forma similar a una
linea recta, o bien su dispersién es muy elevada, el ajuste derivado de la linea de regre-
sion no sera aceptable. .
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¢Hasta qué punto podemos considerar bueno el ajuste de una linea recta? Una res-
puesta a esta cuestion se puede obtener a partir del cilculo del coeficiente de deter-
minacién. Para deducir su férmula, utilizaremos la descomposicién de la varianza de
la variable Y. .

El criterio de minimos cuadrados que se utiliza para estimar la recta de regresion
permite la siguiente descomposicion de la varianza de la variable dependiente del si-
guiente modo:

S1=S%+S?

Es decir, la variabilidad total de la variable dependiente, medida a través de su varian-
za, se descompone en la variabilidad explicada por la independiente a través del mode-
lo y la variabilidad residual o parte de la variabilidad de la dependiente que no viene
explicada por el modelo. Basandonos en esta descomposicion, podemos afirmar que el
modelo sera tanto mejor, cuanto mayor sea la variabilidad explicada Si,. o, equivalen-
temente, cuanto menor sea la variabilidad no explicada por el mismo (S2).

Ambas cantidades presentan el inconveniente de no ser adimensionales y de carecer
de una cota superior independiente de los datos, que nos permita decir si un ajuste es
mejor o peor que otro a partir de la comparacion de las correspondientes varianzas. Sin
embargo, si en la expresién de la descomposiciéon dividimos en ambos miembros por
Si resulta la expresion

_s..s
s
Y Y

2
El primer sumando, Sy , recibe el nombre de coeficiente de determinacién del
2
SY
ajuste y se representa por R?

Este coeficiente tiene las siguientes propiedades:

¢ Es adimensional, al ser cociente de varianzas que vienen en la misma uni-
dad. Representa la proporcién (o el porcentaje, en caso de que multiplique-
mos por 100) de las variaciones de Y que vienen explicadas por X a través del
modelo lineal estimado.

e De la igualdad anterior se concluye que 0 < R*< 1.

e El coeficiente de determinacion R? correspondiente a una regresion lineal
esta relacionado con el coeficiente de correlacion lineal mediante la igualdad
R*=r,2

El ajuste serd tanto mejor cuanto mas proximo a 1 esté el coeficiente de determi-
nacién. Si dicho coeficiente es nulo, el modelo estimado no explica nada.
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Cuando la recta de regresién ajustada se considera buena (R? suficientemente
préximo a 1), se puede utilizar para realizar predicciones sobre la variable endégena a
partir de valores observados de la ex6gena. Dado un valor de la variable exdégena, al
que representamos mediante x,,, la prediccion de la variable endégena vendrd dada por

y,=a+bx,

Dentro de la prediccién distinguimos entre interpolaciéon y extrapolacién. Si repre-
sentamos con X, al valor mds pequeno de la variable exdgena y con x,, al valor mas
grande, la prediccioén que se realiza para un valor, x,, comprendido entre los dos limi-
tes anteriores, recibe el nombre de interpolacién, mientras que la prediccién hecha
con un valor de la exégena fuera del recorrido [x,, — x,] se denomina extrapolacién.
En el Gréfico 3.3 se muestran los tipos de prediccion para el Ejemplo 3.7. En este caso,
X, =3, Xy = 8 y la linea recta muestra predicciones para valores de la exdgena que
van desde O hasta 9 dias. Por tanto, para valores de X entre 3 y 8 hablamos de inter-
polaciones, y para valores de X fuera de ese intervalo, es decir, parax =0, 1, 2y 9, de
extrapolaciones.

59 4

57 A

55 .
i
L
H
53 4 ; Extrapolaciéon
]
51 4 "
)
]
49 | ! Interpolacion '
' ‘
) 1
47 T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

® Gasto observado ® Gasto estimado

Grafico 3.3. Tipos de prediccién sobre el Ejemplo 3.7

La fiabilidad de la prediccién dependera de:

a) La bondad del ajuste: en igualdad de condiciones, cuanto mas elevado sea el
coeficiente de determinacién, mads fiable es la prediccion.

b) El tipo de prediccién: en igualdad de condiciones, una interporlacién siem-
pre resulta mas fiable que una extrapolaciéon. En el caso de una extrapola-
cién, cuanto mds nos alejamos de la nube de puntos, menos fiable es la
prediccién, ya que mayor es el riesgo de que la estructura de los datos, fuera
del recorrido utilizado para estimar, sea menos parecida a la que se presenta
dentro del mismo.
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¢) Elgrado de conocimiento de x,: para realizar la prediccion necesitamos co-
nocer el valor de la variable exdgena. En ocasiones, dicho valor no es cono-
cido y es necesario fijar uno como posible. Por tanto, la fiabilidad de la pre-
diccién, dependerd también, del grado de confianza que depositemos en ese
valor fijado para la exégena.

Ejemplo 3.8. Analice la bondad del modelo estimado en el Ejemplo 3.7.

Solucién. La bondad del modelo la medimos mediante el coeficiente de determinacién (R?).

Para el ajuste lineal, R%= r?, por lo tanto, basindonos en el valor del coeficiente de
correlacion lineal que se calculé en el Ejemplo 3.4, R* = 0,96 = 0,92, que estd muy
préximo a 1, lo que indica que el ajuste es bastante bueno. El 92% de las variaciones
en el gasto medio semanal familiar vienen explicadas por las variaciones en el ntimero
mensual de visitas al supermercado a través del modelo estimado.

Ejemplo 3.9. Utilice el modelo estimado en el Ejemplo 3.7 para estimar el gasto medio
semanal de una familia que a lo largo del mes ha acudido 9 dias al supermercado. Co-
mente la fiabilidad de la prediccion.

Solucién
y;=58,25-9 =49,25 euros

Mediante el modelo ajustado, estimamos que el gasto medio semanal de una fami-
lia que a lo largo del mes ha acudido 9 dias al supermercado es de 49,25 euros.

Se trata de una extrapolacidn, para un valor préoximo al recorrido de la exdgena, a
partir de un modelo con un coeficiente de determinacién elevado. Por tanto, la prediccién
puede considerarse bastante fiable.

3.4. [Ejercicios

Ejercicio 3.1. La Tabla 3.26 recoge el nimero de vehiculos importados por Espaia
durante el ano 2010 (expresado en unidades). En la misma se clasifican las importacio-
nes de vehiculos segiin pais de procedencia y tipo de vehiculo.

Tabla 3.26. Importacion de vehiculos en Espana en 2010

P nci . ;
rocedencia Turismos Camiones Tractores

Alemania 116.693 5.081 11.908

1.201 145 348

146.859 6.791 2.080

Italia 43.463 7.011 3.793
Japon 37.952 1.561 1.243
Paises Bajos 2.070 220 1.244
Reino Unido 57.896 2.601 554

2.364 17 0
Otros paises 168.849 21.463 7.427

Fuente: Comercio Exterior, Principales Resultados, INE (2010)



92 Estadistica Descriptiva

Se pide:

a) Indique cudl es la poblacién a la que la tabla se refiere, cuél es el tamafo po-
blacional, cudles son los caracteres analizados y la naturaleza de los mismos.

b) Obtenga la distribucién de vehiculos importados procedentes de los distintos
paises sin tener en cuenta la tipologia de los mismos. ¢De qué pais o grupo
de paises se importé una mayor cantidad de vehiculos en términos porcen-
tuales?

¢) Obtenga la distribucién porcentual, segin procedencia, de los tractores im-
portados.

d) Determine la distribucién de frecuencias absolutas conjuntas para los vehi-

culos importados, bajo el supuesto de que la procedencia y el tipo de los
mismos fuesen independientes.

Ejercicio 3.2. Una sociedad de valores que opera en la Bolsa de Madrid clasifica a sus
inversores considerando dos caracteres: Perfil de riesgo del inversor (X) y Sexo (Y) del
mismo. La Tabla 3.27 muestra la distribucién porcentual por sexo de los inversores te-
niendo en cuenta su perfil inversor.

Tabla 3.27. Distribucién porcentual del perfil inversor por sexo

Poco Muy
arriesgado arriesgduo

W 82,09 59,46 22,64
m 17,91 40,54 77,36

Se pide:

a) ¢Coémo se denomina a las distribuciones que se presentan en la tabla ante-
rior?

b) Interprete el dato correspondiente a un hombre con perfil inversor muy
arriesgado.

¢) Sabiendo que la sociedad de valores tiene una cartera de clientes formada
por 10.930 inversores de los cuales un 61,30% tienen un perfil de poco
arriesgado en sus inversiones bursatiles y un 33,85% tienen un perfil arries-
gado, obtenga el nimero de inversores hombres y mujeres que posee la
sociedad.

d) Elabore la tabla de frecuencias relativas conjuntas de los inversores atendien-

do al sexo y al perfil inversor.

Ejercicio 3.3. Se desea especificar un modelo de regresién lineal simple (modelo RLS)
para explicar el consumo de combustible en calefaccién de casas unifamiliares (no ado-
sadas) durante el mes de enero. Se dispone de una muestra de 15 casas construidas por
la misma empresa en diferentes urbanizaciones. En cada una de estas casas se han ob-
servado las siguientes variables:

e CON: Consumo mensual de combustible en calefacciéon (en litros).
¢ TEM: Temperatura atmosférica promedio diaria (en °C).
* ESP: Espesor de la capa de aislamiento de la vivienda (en cm).

Los valores observados de estas variables son los que figuran en la Tabla 3.28.
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Tabla 3.28. Valores de las variables CON, TEM y ESP

CON TEM
1.100 14
1.456 8
656 14
164 25
376 21
924 13
1.468 6
1.204 2
952 8
484 20
124 22
812 16
1.764 7
1.292 14
208 17

A partir de dicha informacién se pide:

7,5
7,5
25
15
15
15
15
25
25
7.5
25
15
7,5
7,5
25
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a) Vector de medias, matriz de varianzas y covarianzas y matriz de coeficientes
de correlacion para el conjunto formado por esas tres variables.

b) Indique cual de las dos variables, TEM o ESP, proporciona un modelo RLS
con mayor capacidad explicativa del comportamiento de la variable CON.

¢) Para explicar el comportamiento de la variable CON, utilizando el programa

R, se han ajustado las siguientes rectas:

Coefficients:

Estimate Std. Error
(Intercept) 1381.17 299.23
ESP -32.56 17.22

Coefficients:

Estimate Std. Error
(Intercept) 1783.54 176.95
TEH -66.52 11.64

t value
4,616
-1.891

t value
10.079
-5.717

Pr(>|t|)
0.000484
0.081068

Pr(>|t])
1.64e-07
7.09e-05

L

*TER
*TE

Especifique la ecuacion correspondiente a cada una de las rectas estimadas
e indique qué porcentaje de la variacion total observada en CON queda ex-

plicado mediante cada una de ellas.

d) Utilizando la recta con mayor capacidad explicativa, indique cudl sera el
consumo estimado de una vivienda situada en una localidad donde TEM =
15°C y ESP = 15 cm y el de una vivienda situada en una localidad con TEM

= -5°C y ESP = 25 cm. Razone cudl de las dos predicciones es mas fiable.
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e) Obtenga la prediccion del valor de CON para la tercera vivienda observada.
Explique la discrepancia entre el valor observado de CON y la prediccién.
¢.Como se denomina a dicha prediccién? ;Es fiable?

Ejercicio 3.4. Con 72 datos mensuales anteriores a enero de un determinado ano (A)
que, sobre viajeros y grado de ocupacion por plazas para Andalucia y Espana, ofrece la
Encuesta de Ocupacion Hotelera (EOH) que elabora el INE, se han estimado las rectas
de regresion minimo-cuadraticas para explicar, mediante un modelo lineal, las varia-
ciones en el grado de ocupacién a partir de las variaciones en el nimero de viajeros.
En el Grafico 3.4 se presentan las nubes de puntos y las rectas ajustadas (yA e y,:) para
Andalucia y Espafa, respectivamente.

90
20 Ya*= bx + 13.194
RZ = (7 S,

70
60
504 e
40 A °®
30

ye*= 0,6612x + 21,318
R? = 0,784

20 o

Grado de ocupacion (en %)
e

10 4

0 lJ 1 1 1
0 20 40 60 80 100
Viajeros (en cientos de miles)

Grafico 3.4. Vvariaciones en el grado de ocupacion hotelera

Se pide:

a) Indique el significado, tanto matematico como en el contexto del enunciado,
de los pardmetros de la recta estimada para Espafia, y.=0,6612x + 21,318.

b) Indique el porcentaje de las variaciones en el grado de ocupacién hotelera
en Espafia que no vienen explicadas por las variaciones en el nimero de
viajeros a través del modelo lineal estimado.

¢) Sien el periodo utilizado para la estimacién, por término medio, mensual-
mente visitaron Espana 5.097.323 viajeros, ¢cudl fue, por término medio, el
grado de ocupacién mensual en Espafia durante ese periodo?

d) Determine, haciendo uso de los datos auxiliares que se le facilitan a continua-
cion, la pendiente de la recta estimada para Andalucia y el coeficiente de deter-
minacién de dicho ajuste, sabiendo que el grado de ocupacién hotelera viene
expresado en tantos por ciento y el nimero de viajeros en cientos de miles.

Zy,-3855 85; Zx 689,41626; y:= 215.900,59;

Ex = 6.992,4543; Zx =38.569,275
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Estime el grado de ocupacién hotelera en enero del afio A, tanto para Espa-
fla como para Andalucia, teniendo en cuenta que el nimero de viajeros en
enero del ano A en Espana y Andalucia ascendié a 3.356.718 y 656.711
viajeros, respectivamente.

Ejercicio 3.5. Haciendo uso de los datos anuales sobre las ventas de una empresa en
el periodo 1999-2006, se desea analizar la relacion entre las ventas en Andalucia (en
millones de euros), que figura en la Tabla 3.29 con el nombre de V_AND, y las ventas
en Espana (en millones de euros), que figura con el nombre de V_ESP.

Se sabe ademds que, para el periodo considerado:

La media anual de las ventas en Andalucia fue de 12,26 millones de euros.
La media anual de las ventas en Espana fue de 64,96 millones de euros.

El coeficiente de correlacién lineal simple entre las dos variables ascendi6 a
0,9937.

Tabla 3.29. Relacién entre las ventas de Andalucia con respecto a Espana

d)

e)

(en millones de euros)

1999 113,9 3.432,7
2000 124,7 3.514,4
2001 127,9 3.588,5
2002 130,1 3.584,3
2003 140,5 3.910,2
2004 157,1 4.466,4
2005 185,8 4.988,5
2006 241,1 6.729,2
Total 1.221,07 34.214,12

Estime una recta de regresién que permita explicar el comportamiento anual
de las ventas en Andalucia a partir de los datos anuales correspondientes a
Espana.

Explique el significado, matemadtico y econémico, de los pardametros estima-
dos en el apartado anterior.

¢Qué porcentaje de las variaciones en las ventas anuales correspondientes a
Andalucia no viene explicado por las variaciones en las ventas anuales co-
rrespondientes a toda Espana a través del modelo lineal estimado?

¢A cudnto asciende el error cometido en la estimacién, a partir de la recta
de regresion, de las ventas en Andalucia en el afno 2006?

Obtenga una prediccién de las ventas en Andalucia para el afio 2010, supo-
niendo que las ventas en Espafa para ese ano fuesen de 62.530.000 euros.
Comente la fiabilidad de la prediccién.
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Ejercicio 3.6. Se desea explicar, mediante un modelo lineal, el comportamiento del gra-
do de ocupacién por plazas en Andalucia (%) en los doce meses de un determinado afio.
Con este fin, nos planteamos utilizar las observaciones mensuales correspondientes a dos
posibles variables explicativas: nimero mensual de pernoctaciones (en millones) o nu-
mero mensual de viajeros (en millones de personas). Los graficos correspondientes a las
nubes de puntos y a las dos posibles lineas de regresién figuran a continuacion:

ocopacion 80,0
(%) < 70,0 ¢
i N
@ 60,0
80,0 B *
a 50,0 *
70,0 <0 o ¢
60,0 Eo 40,0
50,0 S 3
20,0 3 00
30,0 g5 20,0
20,0 10,0
10,0 '
0,0 + 0,0 "
0,0 2,0 4,0 6,0 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
Pernoctaciones (millones) Viajeros (millones)

Grafico 3.5. Comportamiento del grado de ocupacién por plazas en Andalucia

Se sabe ademas que

D Yi=5986; ) x,=4L3; )y, x,=2.209,5 Y y;=31270,3; )  x;=158,1

donde X son las pernoctaciones en millones.

Por otra parte, en cuanto a la recta de regresion que explica el grado de ocupacién
hotelera (Y) en funciéon del nimero de viajeros, se han hecho los calculos correspon-
dientes y se sabe que:

i) El grado de ocupacién hotelera asciende a 6,3% cuando el namero de via-
jeros es cero.

ii) Cuando el nimero de viajeros aumenta en un millén de personas el grado
de ocupacién hotelera aumenta en 38,4 puntos porcentuales.

iii) El 17,8% de las variaciones en el grado de ocupacion hotelera no vienen
explicadas por el nimero de viajeros a través del modelo lineal.

Se pide:

a) Usando solo la informacién de los graficos, ¢qué variable cree usted que po-
dria explicar mejor el grado de ocupacién hotelera? Justifique su respuesta.

b) Estime la recta de regresiéon que explica el grado de ocupacién hotelera en
funcién de las pernoctaciones.

¢) Utilice la informacion de los puntos i) y ii), para determinar los parametros
de la recta que explica el grado de ocupacién hotelera en funcién del nime-
ro de viajeros.

d) Se sabe que el coeficiente de determinacién (R?) de la recta de regresién que
explica el grado de ocupacién hotelera en funcién de las pernoctaciones as-
ciende a 0,994. ;Cual es el valor del Coeficiente de Determinacion (R?) de
la otra recta de regresi6on?



Capitulo 3. Analisis conjunto de dos variables 97

e) Teniendo en cuenta el apartado anterior y sabiendo que el niimero de per-
noctaciones para el mes de enero del ano siguiente al que corresponden las
observaciones asciende a 2.200.000 pernoctaciones y que el niimero de via-
jeros para dicho mes asciende a 800.000 personas, obtenga una predicciéon
del grado de ocupacion hotelera para dicho mes utilizando el modelo mas
adecuado.

Ejercicio 3.7. Con los datos que, sobre la Renta Nacional Disponible (RND) en 10'?
euros y sobre los Gastos internos totales en actividades de I+D (GI+D) en 10° euros,
proporciona el Instituto Nacional de Estadistica para el periodo 2000-2009, se ha ela-
borado la Tabla 3.30.

Tabla 3.30. Renta Nacional disponible y Gastos internos
en |+D para el periodo 200-2009

| Ados | aiD | _RWD

2000 5,7 0,54
2001 6,2 0,58
2002 7,2 0,62
2003 8,2 0,67
2004 8,9 0,71
2005 10,2 0,76
2006 11,8 0,82
2007 13.3 0,87
2008 14,7 0,89
2009 14,6 0,85

Con los datos de la tabla se ha estimado la recta de regresiéon que permite expli-
car el Gasto en I+D a partir de la Renta Nacional Disponible en el periodo considerado.
En el Grafico 3.6 se han representado los datos y la recta estimada.

Renta Nacional Disponible y Gastoen | + D
16
8
e db ’
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g © \
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Renta Nacional Disponible en 102 euros

Grafico 3.6. Recta de regresion del Gasto en |+D sobre la Renta Nacional Disponible
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Se pide:

a) Dado que el valor de la pendiente es 26,23, demuestre que el valor del tér-
mino independiente es —-9,09.

b) Interprete los valores de los pardmetros del modelo lineal estimado en el
contexto del enunciado.

¢) Utilice la recta estimada para hacer una prediccién sobre el gasto en I+D en
2010 sabiendo que la renta nacional disponible para dicho ano ascendi6 a
854.880 millones de euros.

d) Analice la fiabilidad de la predicciéon obtenida en el apartado anterior e in-
dique qué porcentaje de las variaciones en el gasto anual en I+D no viene
explicado por las variaciones en la renta anual nacional disponible a través
dcl modclo estimado.

Ejercicio 3.8. Partiendo de los datos anuales, desde 2003 hasta 2011, de los precios
de las acciones de BBVA, del indice IBEX 35 y de los tipos de interés de la Deuda
del Estado a 3 anos, se han calculado las correspondientes rentabilidades de las ac-
ciones BBVA (R_BBVA), del indice IBEX 35 (R_IBEX35) y de la Deuda del Estado a
3 anos (R_DEUDA_E). Los datos, para los afios 2004-2011, figuran en la Tabla 3.31.

Tabla 3.31. Rentabilidad de las acciones de BBVA, IBEX35 y Deuda del Estado a Bonos
(2004-2011)

[ ARos | R_BBVA R_IBEX35 R_DEUDA_E

2004 27,04 19,82 1,39

2005 21,87 18,89 -10,20
2006 28,35 22,05 31,25
2007 5,46 18,78 16,98
2008 -34,75 -23,77 -5,87
2009 -13,71 -15,14 =35,57
2010 -2,83 1,06 16,65
2011 -18,55 -2,19 37,92

Nota: Rentabilidad de un activo = Ln (precio, /precio,.,)-100

Con los datos anteriores, se desea estimar la recta de regresién, conocida como mo-
delo CAPM (Capital Asset Pricing Model):

y,;=a+bx,+e

donde y; mide el exceso de rentabilidad de las acciones BBVA con respecto a la renta-
bilidad de la Deuda del Estado (R_BBVA - R_DEUDA_E) y x; mide el exceso de renta-
bilidad del indice IBEX 35 (R_IBEX35 - R_DEUDA_E). Los datos correspondientes a
estas variables son los que figuran en la siguiente Tabla 3.32.
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Tabla 3.32. Variables del exceso de rentabilidad de las acciones

[ Afos | v | x

2004 25,69917 . 18,47833
2005 32,06951 29,08936
2006 -2,901294 -9,194047
2007 -11,52368 1,801860
2008 -28,88106 -17,90856
2009 41,85659 40,42401
2010 -19,47858 -15,58075
2011 -56,46988 —40,10441

Represente la nube de puntos junto a la recta de regresién del modelo
CAPM.

Estime la recta de regresiéon antes mencionada.

Interprete el significado del término independiente y del coeficiente de re-
gresion. ¢Le parece razonable la estimacién obtenida del término indepen-
diente?

Obtenga una medida de la bondad del ajuste e interprete su significado.
Para el ano 2012 se estima que la rentabilidad del mercado (R_IBEX35) sera
del 10% v la rentabilidad del activo libre de riesgo del 15%. Obtenga una
prediccidn de la rentabilidad de las acciones de BBVA para el afno 2012.



Los ntmeros indices son la herramienta descriptiva que se utiliza para comparar dos
situaciones tomando una de ellas como referencia. Su conocimiento es necesario para
poder abordar, entre otros, la descripcion de la evoluciéon temporal de variables cuan-
titativas.

Comenzamos el tema con la definicion de indices simples, en serie o en cadena,
estudiando la relaciéon entre ambos y definiendo el concepto asociado de tasa de varia-
ciéon. Posteriormente, pasaremos a estudiar los indices sintéticos o complejos, que se
utilizan para resumir en un Unico indicador la variaciéon porcentual que, en conjunto,
experimentan varias variables cuantitativas. Distinguiremos entre indices complejos no
ponderados y ponderados, segiin queramos dar a todas las variables la misma impor-
tancia en la construccién del indice o no. Entre los diversos métodos existentes para la
construccién de indices complejos, estudiaremos los mas simples: el método de la media
aritmética y el método de la media agregativa.

A continuacién, tras abordar los problemas del cambio de base y el enlace de series
de ntimeros indices, se estudian el Indice de Precios al Consumo (IPC) y el Indice de
Precios al Consumo Armonizado, por su utilidad para el seguimiento de la situacién
econémica del pais, al cuantificar la inflacién sufrida por el consumidor general, asi
como algunos indices bursdtiles, por su especial relevancia en el ambito financiero.

Por ultimo, trataremos el problema de la deflacién de series econémicas, fundamen-
tal para la interpretacién de series que reflejan el valor de un bien o conjunto de bienes
en una unidad monetaria, ya que la deflacién permite apreciar la evolucién real de la
serie eliminando de la misma el efecto de la inflacion.

Ndmeros indices simples

Los nuimeros indices simples son relativos a una magnitud variable y se obtienen al
expresar los valores de la misma como porcentajes de uno de ellos que se toma como
referencia. Al valor de la variable que se toma como referencia se le denomina base
del indice. Dependiendo de si dicha referencia es fija 0 no, podemos hablar de: indices
en serie (referencia fija) e indices en cadena (referencia variable).

101
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Niimeros indices simples en serie

Si x, y X, son dos valores de una variable X, el valor del nimero indice en serie que le
corresponde al valor x, tomando como referencia o base fija el valor x, se representa
mediante 1 (X) y se define como

l(‘,(x)=%-100
0

Observacién. Aunque las observaciones pueden ser transversales o temporales, es mas
frecuente la utilizaciéon de los nimeros indices cuando se trabaja con datos temporales
y la terminologia estd adaptada a ese tipo de datos. En este sentido, la lectura que
hacemos del simbolo 1} (X) es «valor del indice de X para el periodo t toman-
do como base o referencia el valor en el periodo O».

Por otra parte, con los porcentajes se elimina la unidad de medida por lo que los
numeros indices facilitan las comparaciones entre distintas variables.

Ejemplo 4.1. En la siguiente tabla se presenta el nimero de mujeres activas en Espa-
fia desde el tercer trimestre de 2009 hasta el tercer trimestre de 2010. Obtenga los in-
dices simples con base en el tercer trimestre de 2009 que reflejan la evolucién porcen-
tual del nimero de mujeres activas.

Tabla 4.1. Mujeres activas

Trimestres ACHIGS
(Miles de mujeres)

2009-111 10.089,4
2009-1V 10.139,3
2010-1 10.213,3
2010-1I1 10.250,5
2010-II1 10.265,2

Fuente: EPA (INE)

Los indices pedidos son los que se presentan en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2. Mujeres activas (indices en serie)

T s Activos indices
(Miles de mujeres) Base en 2009-TIlI

2009-11I 10.089,4 100

2009-1v 10.139,3 100,4946
2010-I 10.213,3 101,2280
2010-II 10.250,5 101,5967
2010-IIT 10.265,2 101,7424

Fuente: Elaboracion propia a partir de la EPA (INE)

Estos indices reflejan la variacién porcentual que experimentan los distintos valores
de la variable con respecto al valor que se ha tomado como referencia. A la vista de la
tabla, podemos decir, por ejemplo, que el n.° de mujeres activas en Espafa en el tercer
trimestre de 2010 es un 1,74% superior al existente en el mismo trimestre del ano an-
terior.
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En el ejemplo anterior hemos calculado los indices correspondientes a cada valor
tomando siempre como referencia o base el valor del tercer trimestre de 2009. De
acuerdo con la definicién, los indices que, como los anteriores, se obtienen para una
serie de datos respecto de una base (o periodo de referencia) fija se llaman indices
en serie.

Numeros indices simples en cadena

Cuando el indice correspondiente a cada dato se calcula tomando como referencia o
base el dato inmediato anterior, se obtienen los indices en cadena. Para series de ob-
servaciones temporales, estos indices reflejan la variacién porcentual que experimenta
la variable entre cada dos observaciones consecutivas.

Concretamente, si X, y X,., son los valores observados de una variable X en dos
instantes consecutivos, el indice en cadena que le corresponde al valor x, se representa
mediante IC'(X) y se define como

IC'=

Ejemplo 4.2. Los indices en cadena correspondientes a los datos en los que se basa el
Ejemplo 4.1 son los que figuran en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3. Mujeres activas (indices en cadena)

Trimestres Activos indices
(Miles de mujeres) en cadena

2009-I11 10.089,4

2009-1V 10.139,3 100,49
2010-I 10.213,3 100,73
2010-II1 10.250,5 100,36
2010-1II1 10.265,2 100,14

Fuente: Elaboracion propia a partir de la EPA (INE)

En este ejemplo los indices en cadena reflejan la variacién porcentual intertrimes-
tral del n.° de mujeres activas en Espafia. Por ejemplo, el valor del indice que corres-
ponde al segundo trimestre de 2010 es 100,36. Dicho valor refleja que en el segundo
trimestre de 2010 el n.° de mujeres activas fue un 0,36% superior al dato del trimes-
tre anterior.

Relaciéon entre indices en serie e indices en cadena

1. Los indices en cadena se pueden obtener a partir de los indices en

serie.
Xt .100 " ix
1ct(x)=2100= X - LX) o0
X1 X1 .100 lo (X)

X,



104 Estadistica Descriptiva

2. Los indices en serie se pueden obtener a partir de los indices en ca-

dena.
X X
15 (X)= Xejoo=Fe 20 72 % X j00=
XO xt—l xt-z xt—3 xl xo
IC(x) ICT'(X) ICT*(X) IC(X) IC'(X) 100
100 100 100 777 100 100

Ejemplo 4.3. Las siguientes series recogen los indices en cadena trimestrales para el
numero de parados en los sectores de la construccion y servicios en Espafa.

Tabla 4.4. Parados en construccion y servicios

IC Parados Construccion IC Parados Servicios

2009-1

2009-11 94,37 101,33
2009-111 88,64 95,84
2009-1V 98,79 100,70
2010-1 97,87 106,35
2010-11 87,71 95,91
2010-111 87,40 96,04

Fuente: Elaboracién propia a partir de la EPA (INE)

a) Determine, a partir de la tabla, la variacién porcentual que experiment6 el
numero de parados en el sector servicios en el periodo que va desde 2009-11I
hasta 2010-III y en el periodo que va desde 2009-I hasta 2010-I1I.

b) Sabiendo que en el segundo trimestre de 2010 el n.° de parados en el sector
de la construccién ascendié a 527,6 miles de personas, obtenga la serie tri-
mestral para el nimero de parados en el sector de la construccién, expresa-
da en miles de personas, desde el primer trimestre de 2009 hasta el tercer
trimestre de 2010.

Solucién. En el apartado a) debemos calcular

2010-m1
1

2010-001
2009-U1 el

(parados servicios) e 001" (parados servicios)

Teniendo en cuenta la relacién entre indices simples y en cadena, obtenemos que
2010-1 ICZOIO-II ICZOIO-I IC2009-IV

100 100 100 100
=0,9604 -0,9591-1,0635-1,007 -100 = 98,65

I 2010-11X
2009-11

100 =

(parados servicios) =

Por lo tanto, la variacién porcentual que corresponde al periodo 2009-111-2010-III es de
-1,35%. Del mismo modo

I 2010-11X
2009-1

ICZOIO—HI ICZOIO-H ICZOIO-[ IC2009-IV IC2009-III ICz009-II
= . . . . N .100 =

100 100 100 100 100 100
=0,9604 -0,9591-1,0635-1,007-0,9584-1,0133-100 = 95,8

(parados servicios) =
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Por lo tanto, la variacién porcentual que corresponde al periodo 2009-1-2010-1II es
de —4,2%.

Para el apartado b) lo mas comodo es obtener la serie de indices en serie con base
en 2009-1 para el n.° de parados en el sector de la construccion y, luego, utilizar el dato
absoluto del segundo trimestre de 2010 para obtener la serie pedida. Dichos indices son
los que se muestran en la Tabla 4.5.

Tabla 4.5. Parados en el sector de la construccién (indices en serie)

= Sove A IC Parados indices base 2009-I
Construccion (Parados Const.)
2009-1 - 100,00
2009-11 94,37 94,37
2009-111 88,64 83,65
2009-1V 98,79 82,64
2010-1 97,87 80,88
2010-11 87,71 70,94
2010-111 87,40 62,00

Fuente: Elaboracién propia a partir de la EPA (INE)

Como
Iooor (Parados construccion) =Zav0n 100 = 70,94
x2009-l
utilizando el dato para 2010-II, se obtiene que
5276 -100 =70,94
x2009~l

de donde se concluye que

X 30001 = 743,727 miles de parados

Por 1ltimo, utilizando el indice para cada trimestre y el valor en términos absolutos
para el primer trimestre de 2009, se obtienen los restantes datos, que se muestran en
la Tabla 4.6.

Tabla 4.6. Miles de parados en el sector de la construccién

Trimiastras IC Parados indices base 2009-1 Miles de parados
Construccion (Parados Const.) (Construccion)

2009-1 sus 100,00 743,727
2009-11 94,37 94,37 701,855
2009-111 88,64 83,65 622,128
2009-1V 98,79 82,64 614,616

2010-1 97,87 80,88 601,526
2010-I1 87,71 70,94 527,600
2010-111 87,40 62,00 461,111

Fuente: Elaboracién propia a partir de la EPA (INE)
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4.2. Tasas de variacion

Six,, es el valor de una variable X en el instante o periodo de tiempo t, y x,, el valor

de la misma en un instante o periodo posterior t,, la tasa de variacién de X en t, con

respecto a t,, Tasa;(x), se define como

X, —X
i ——1.100

Y

Tasa;? (x)=

Observemos que

Tasa;(x)= I3 (x) - 100

Dicha tasa serd positiva, negativa o nula, segiin que el valor de X en t, sea mayor,
menor o igual que el correspondiente a t;.

Es obvio que la tasa de variacion entre dos observaciones consecutivas de X,
Tasa|,(x), a la que representaremos con Tasa'(x), se calcula a partir del indice en
cadena mediante

Tasa' (x):ﬁ- 100 = IC* (x) - 100
X

t-1

Observacion. En general, hablaremos de tasa de variacion interanual, intertri-
mestral o intermensual, para referirnos a la tasa de variacion entre observaciones
consecutivas y correspondientes a anos, trimestres o meses, respectivamente.

También se suele utilizar la expresion tasa de variacién interanual correspon-
diente a un determinado mes (o trimestre) para referirse a la variacién porcen-
tual que experimenta la variable en un determinado mes (o trimestre) con respecto
al valor correspondiente al mismo mes (o trimestre) del afio inmediato anterior, cuan-
do se trabaja con series de datos mensuales o trimestrales correspondientes a distintos
anos.

Ejemplo 4.4. En la Tabla 4.7 se presenta el gasto total en viajes turisticos de los
residentes en Espana, por tipo de destino, para los afnos del periodo 2001-2004. Se
pide:

a) ¢Cual fue el incremento porcentual del gasto en viajes turisticos de los resi-
dentes en Espafia entre los afos 2001 y 2004?

b) Determine la variacién porcentual del gasto en viajes turisticos con destino
el extranjero de los residentes en Espana que corresponde a cada ano con
respecto al afio 2001.

¢) Determine las tasas de variacién interanual (%) para el gasto por viajes tu-
risticos con destino Espafia de los residentes en Espafia que corresponden a
los anos del periodo 2001-2004, sabiendo que el incremento porcentual que
dicho gasto experimenté en el aho 2001 con respecto al afio 2000 fue de un
16,2%.
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Tabla 4.7. Gasto total en viajes turisticos de los residentes en Espana

Datos absolutos (10¢ Euros)

Viajes turisticos 12.815,2 12.093,0 12.743,7 14.568,5

Destino Espaiia 9.896,0 9.274,6 9.828,5 11.154,3
Destino extranjero 2.919,2 2.814,4 2.915,2 3.414,2

Fuente: IET, Movimientos turisticos de los espafioles (Familitur)

Solucioén

. . 14.568,5
a) It (Gasto en viajes turisticos) =————-100 = 113,68

12.815,2

Por lo tanto,
Tasa ey (Gasto) = 13,68%

b) Obtenemos la serie de indices simples con base 2001 para el gasto en viajes
turisticos con destino el extranjero y, a partir de ella, restando 100 a cada
indice se obtienen las tasas pedidas. Dicha serie y las correpondientes tasas
se presentan en la Tabla 4.8.

Tabla 4.8. Gasto en viajes turisticos con destino el extranjero (indices y tasas)

S 00 | ooz | 2008 | 200a

Gasto (destino extranjero) 10° €  2.919,2 2.814,4 2.915,2 3.414,2

 Erind 100 96,41 99,86 116,96
Tasajns 0 -3,59 -0,14 16,96

¢) Las tasas de variacion interanual, que se calculan a partir de los indices en
cadena, son las que se muestran en la Tabla 4.9.

Tabla 4.9. Gasto en viajes turisticos con destino Espana (indices en cadena)
e o T o0 | 002 | 200 |
Gasto (destino Espafia) en 10° € 9.896,0 9.274,6 9.828,5 11.154,3
ICAdfe 116,2 93,72 105,97 113,49
Tasa interanual 16,2 —-6,28 5,97 13,49

Ejemplo 4.5. En la Tabla 4.10 figura el nimero de hipotecas inmobiliarias constituidas para
fincas rusticas entre los meses de Junio de 2004 y Diciembre de 2004. Determine las tasas
intermensuales de variacion correspondientes al n.° de hipotecas para fincas rusticas. Sa-
biendo que el n.° de hipotecas para fincas rudsticas en el mes de agosto de 2005 ascendi6
a 3.940, obtenga la tasa de variacidn interanual correspondiente al mes de agosto de 2005.

Tabla 4.10. Namero de hipotecas rusticas

| [2004-06 200407 200408 | 2004-09 | 2004-10 | 200411 | 200412 |
Hipotecas 4.155 3.836 3.380 4.212 4.119 3.927 3.801

Fuente: Boletin Mensual de Estadistica, INE
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Soluciéon

Tabla 4.11. indices en cadena y tasas intermensuales (hipotecas rusticas)

Hipotecas 4.155 3.836 3.380 4212°° 4.119 3.927 3.801
IC(Mes) A 92,32 88,11 124,62 97,79 95,34 96,79
Tasa (Mes) vee -7,68 -11,89 24,62 -2,21 -4,66 -3,21

Teniendo en cuenta que en agosto de 2005 se constituyeron 3.940 hipotecas rusticas, po-
demos calcular la tasa de variacion interanual correspondiente a agosto del ano 2005.
Hipotecas (2005-08)

: -100 - 100=
Hipotecas (2004-08)

Tasa interanual(2005-08) =

m 100 -100=

3.380
=116,57 - 100 =16,57%

4.2.1. Tasa media de variacion

Llamamos tasa media de variaciéon de la variable X en el periodo [t,t+k] (o, tasa
media de crecimiento acumulativo en el periodo [t,t+k]) a la tasa T, que permite
obtener la observacién en el instante o periodo t+k, x,,,, partiendo de la observacién
X,, en el instante o periodo t, y aplicando, entre instantes o periodos consecutivos, un
crecimiento porcentual constante e igual a T.

Teniendo en cuenta la definicién anterior y representando con «y» a las observa-
ciones auxiliares intermedias, se tiene que

T, 100 + T,
Yt¢1=xt+m'xt (—) X,

T, 100+T;, 100+T,
Y=Yt m (—’ _( 100 ’ * Xy

T, 100+T, 100+T, |’
Y= Yot 100 Y = "'ia(')_" Yoz = "W Xy
N ( 1oo+Tk)_ _ (1oo+Tk)‘jX
t+k T X vk~ 1 100 t+k-1 100 t+k-1 100 t

Como queremos que se cumpla y,,, = X, debe ser

_( 100+ T, |*
t+k 100

y. por lo tanto

X _100+T,

100
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T, =100- k’ Xk _100
xl

Ejemplo 4.6. Basandose en los datos de la Tabla 4.10, determine la tasa media de va-
riacién intermensual que corresponde al n.° de hipotecas para fincas rusticas constitui-
das entre Junio de 2004 y Diciembre de 2004. Determine también, haciendo uso del
dato relativo a agosto de 2005, el crecimiento medio mensual acumulativo para el pe-
riodo agosto 2004-agosto 2005.

o, lo que es equivalente

Solucion

I,=100. 2201
4.155

—100 =100- £/0,9148 —100 =
=100:0,9853 -100 = 98,53 -100 = ~1,47%

Para determinar el crecimiento medio mensual acumulativo para el periodo agosto
2004-agosto 2005, calculamos la tasa correspondiente a ese periodo de 13 meses

T,,=100- 1 % -100 =100 - ¥/1,16568 —100 =

=100-1,012857 -100 =101,29 -100 =1,29%

4.3. NUumeros indices complejos

Los indices complejos o compuestos se emplean para resumir de forma conjunta las
fluctuaciones de un conjunto de N variables relacionadas entre si. Los dos métodos mas
simples para obtener este tipo de indices son: el método de la media aritmética y
el método de la media agregativa.

Consideremos la variable compleja X=(X,,...,Xy) que en los periodos base (T=0) y
actual (T=t) ha tomado los valores que se presentan en la siguiente tabla.

Periodo actual indices simples

X1o X1 l(‘)(xl):%-lﬂo
10
x,, X, I} (x,)==% . 100
i0
X X t —Xne
NO Nt lo(XN)——°100

X NO
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a.1) El indice complejo que se obtiene mediante el método de la media aritmé-
tica simple, 1;(x), se define como

if;(x):l‘t’(x‘) + lf,(x;)I+ et 15 (xy)

a.2) El indice complejo que se obtiene mediante el método de la media agrega-
tiva simple, (I,),(x), se define como

(IA );(X)—

X0t Xyt oo + Xy

Xyt Xt oo ¥ Xy 00

Observemos que este tiltimo tipo de indice complejo solo tiene sentido si las
distintas variables vienen expresadas en la misma unidad de medida.

Cuando se quiere incorporar al indice complejo la importancia relativa que cada
una de las magnitudes simples tiene dentro del conjunto formado por todas ellas, se
introducen pesos o ponderaciones que varian de una magnitud a otra y que pueden
ser dependientes o no del instante en el que se calcula el indice, los indices complejos
asi obtenidos se denominan indices complejos ponderados.

Los casos mas simples de indices complejos ponderados son los siguientes:

b.1) El indice complejo que se obtiene mediante el método de la media aritmé-
tica ponderada, (Iw)o(x), con pesos o ponderaciones {w,lwz,...,wN}, se
define como

(i )t(x)=l;(x1)-wl+ 16(x,) Wy + e + 15 (%) Wy
W+ W,+ .+ Wy

b.2) El indice complejo que se obtiene mediante el método de la media agrega-
tiva ponderada, (I,,,),(xX), con pesos o ponderaciones {w,wy,wy }, se
define como

(Taw ): (x)=

X0 Wi+ X0 W, + i+ Xy Wy

Xig "Wy Xg Wyt e+ X "Wy o0

Ejemplo 4.7. En la Tabla 4.12 se recoge el nimero mensual de hipotecas inmobiliarias
constituidas para fincas de naturaleza urbana, atendiendo a la clasificaciéon de dichas
fincas en viviendas, solares y otras, desde enero hasta agosto de 2010. Utilice la infor-
macién contenida en dicha tabla para obtener una serie de nimeros indices complejos,
mediante el método de la media agregativa simple, que refleje la evolucién intermen-
sual del n.° total de hipotecas constituidas para fincas de naturaleza urbana.

Tabla 4.12. Numero de hipotecas inmobiliarias constituidas

Hipotecas para fincas de naturaleza urbana

Viviendas Solares Otras
2010-01 53.747 3.625 28.164
2010-02 54.813 3.830 24.875
2010-03 53.513 3.543 24.175
2010-04 50.342 3.034 22.352
2010-05 55.755 3.083 25.487
2010-06 55.143 3.007 25.140
2010-07 55.570 2.277 22.348
2010-08 50.223 3.095 20.833

Fuente: INE, Boletin Mensual de Estadistica
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Solucion

Obtendremos, en primer lugar, el total de hipotecas para fincas urbanas que correspon-
de a cada mes y, a partir del mismo, elaboraremos los indices en cadena que reflejaran
las variaciones intermensuales (Tabla 4.13).

Tabla 4.13. indices complejos en cadena

Hipotecas para fincas de naturaleza urbana

Tasas de variacion

Vivienda Solares Otras Total IC(Total)
(Intermensuales)

2010-01 53.747 3.625 28.164 85.536 vew e

2010-02 54.813 3.830 24.875 83.518 97,64 -2,36
2010-03 53.513 3.543 24.175 81.231 97.26 -2,74
2010-04 50.342 3.034 22.352 75.728 93,23 -6,77
2010-05 55.755 3.083 25.487 84.325 111,35 11,35
2010-06 55.143 3.007 25.140 83.290 98,77 -1,23
2010-07 55.570 2.277 22.348 80.195 96,28 -3,72
2010-08 50.223 3.095 20.833 74.151 92,46 -7,54

Fuente: Elaboracion propia a partir del Boletin Mensual de Estadistica (INE)

4.3.1. indices complejos de precios, cantidades y valor

En este epigrafe nos centraremos en el estudio de algunos indices complejos ponderados
concretos (Laspeyres, Paasche y Fisher) para precios, cantidades y valor. La notacién
que vamos a utilizar es la que queda recogida en el siguiente cuadro.

Cuadro 4.1. Notacién

Precio Cantidad Valor Ponderacion
Tiempo t pi: qil vi:=pit qit wit
Tiempo 0 Pio Qio Vio=Pio dio Wio
fndices t(s t: t(e
simples po (l) qo (l) VO (l)

Indices complejos ponderados de precios

Precios de Laspeyres (P,:O): es un indice de precios complejo ponderado, obtenido
por el método de la media aritmética ponderada de los indices simples. Las ponderacio-
nes son fijas en el tiempo y coinciden con el valor de los distintos bienes en el instante

que se toma como referencia o base. Concretamente
N

. P p P
Zp(t)(l)'wio = 'pm‘Qm'*'i'pzo'Qm"'"'*' = *Pno * Ano
Pi,o - i=1ﬁi = P 20 No .100 =
E W, P10 *Qiot Pzo + -« + Pro " Ao

i=1

i=N
Z Pi " dio
i=1

=-EL_______.100

i=N

Z Pio " dio
i=1
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Observacion. El indice de precios de Laspeyres también puede verse como un indice
complejo ponderado obtenido por el método de la media agregativa ponderada de los
precios de los distintos bienes, utilizando como ponderacién para cada bien la cantidad
correspondiente al mismo en el instante tomado como referencia o base.

Precios de Paasche (P;,o): es un indice de precios complejo ponderado obtenido por
el método de la media aritmética ponderada de los indices simples, pero las pondera-
ciones son variables en el tiempo y coinciden con el valor de los distintos bienes en el
instante para el que se calcula el indice a precios del instante que se toma como refe-
rencia o base. Esto es

N
. P
sz (i) - w, P . P1o 'qn"'h “Pao " Qaet oo+ Pro * O

P;o — =1 _ — P P2o NO .100 =

’ Zw Pio " Qiet P2 "z oo+ Pro " e

it
=1

i=N

Z Pi "4
==L .100

Zpio *q;,

i=1
Observacion. Como en el caso anterior, este indice puede verse también como un in-
dice complejo ponderado de precios obtenido mediante el método de la media agrega-
tiva ponderada, donde las ponderaciones son las cantidades de los distintos bienes en
el instante para el que se calcula el indice.

Precios de Fisher (P;,o): se define como la «media geométrica» de los indices de pre-
cios de Laspeyres y Paasche; es decir

(PFt,o ) = Plt,o : P;,o

Indices complejos ponderados de cantidades

Cantidades de Laspeyres: indice complejo ponderado de cantidades, obtenido por el
método de la media aritmética ponderada de los indices simples. Las ponderaciones son,
para los distintos bienes, el valor del bien en el periodo base.

S q q q
§ :q; (l) ‘W, Py Qe t 2. | TR PP S Pro * Ao
t _ it _ b P Ao . -
Q== 100 =
Pro *Qiot P2 Q2o + oo+ + Pro * Ao

Zwi

i=1
i=N
Z Pio * dic
=
=N
E Pio *dio
i=1
Cantidades de Paasche: indice complejo ponderado de cantidades, obtenido por el método

de la media aritmética ponderada de los indices simples. Las ponderaciones son, para los
distintos bienes, el valor del bien en tiempo actual con cantidades del tiempo base.

-100
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- q q q
tho (1)-w, 'q_n"plt "ho"'q_::"pz; ! P +EN_t'pm *Ano

Qo =5 == No -100 =
w, Py * it Pz *Qzo + oo + Prye * Ao
i=1
=N
Z Pi -9
= 100

E Pit *Qio

i=1

Cantidades de Fisher: indice complejo ponderado que se define como la media
geométrica de los indices de cantidades de Laspyres y Paasche; es decir,

Q;,o =y Q;.,o : Q;,o

indice complejo de valor

Los valores de un conjunto de N bienes se expresan en unidades monetarias y, por
tanto, son comparables. Si los valores estan expresados en una unidad comun, el in-
dice complejo de valor se obtiene por el método de la media agregativa simple

i=N
z P9

-100 = =L -100

i=N

Z pioqio

i=1

viz Prie + P2z + oo + Pl
t=
Pi0Qi0 T P20z + -« + Prolro

Relaciones entre el indice complejo de valor y los indices de precios y canti-
dades de Laspeyres, Paasche y Fisher

Cuando se trabaja con un tnico bien, en términos absolutos, valor es igual a precio por
cantidad

Vie= Pi " bie
Sin embargo, en términos porcentuales (indices), lo que se cumple es
t: t (e
Vé(i)=h-100=&.h.100=f%(l)—Qo(l)
Vio Pio Do 100

Analogamente, cuando se trabaja con un conjunto de N bienes y sus indices complejos
asociados de precios, cantidades y valor, se cumplen las siguientes relaciones:

vt = Pl:o 'Q;,o - Pl:,() 'Q;_,o - P;,o 'Qtr,o
0 100 100 100

Ejemplo 4.8. Supongamos que los precios y cantidades relativos a tres bienes A, By
C en el periodo 2007-2009 son los que figuran en la Tabla 4.14.
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Tabla 4.14. Precios y cantidades de los bienes A, By C

I S I S S
e | Caniasd | rocio | Cantidad | preco | Cantidad
8 4 7 3

2007 2 25
2008 3 7 6 % 4 30
2009 4 8 8 7 4 35

Determine los indices complejos de precios y cantidades para el conjunto de los tres
bienes, en el afio 2009 tomando como referencia o base 2007, mediante los métodos
de Laspeyres, Paasche y Fisher. Obtenga el indice complejo de valor para 2009 toman-
do como base 2007 y compruebe que se cumplen las relaciones antes enunciadas.

Solucién. El resultado de aplicar las férmulas correspondientes a los indices pedidos es
el que se muestra en la Tabla 4.15.

Tabla 4.15. indices complejos para los bienes de la Tabla 4.14

Anos Prec|os Catidaes Pfecjos ma Cantidades

2007 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
2008 139,50 110,92 138,64 110,24 139,07 110,58
2009 157,98 125,21 153,02 12%,28 155,48 123,23

En cuanto al indice complejo para el valor en 2009 tomando como referencia el valor
de 2007, se puede comprobar que el mismo asciende a 191,6 y que, ademads de a partir
de los datos originales, se puede obtener a partir de cualquiera de las igualdades antes
enunciadas.

aws _ Plnen - Qoo _ Poowr - Qo _ 157,98-121,28 _153,02-12521 _ 0.
2007 — = = - = 4
100 100 100 100
s _ Peany - Qeoor _15548-123,23 _ .
2007 ~ - - 4
100 100

4.4. Enlace y cambio de base

4.4.1. Cambio de base

Para facilitar comparaciones o realizar determinados cdlculos puede resultar convenien-
te modificar la base de una serie de indices ya calculados. Para ello, basta tener en
cuenta que:
— El indice toma el valor 100 en el instante o periodo que se toma como nueva
base.
— Los restantes valores del indice deben transformarse en la misma proporcién que
el correspondiente a la nueva base.
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— La relacién entre los indices de la nueva serie, con base en T=i, y los de la anti-
gua, con base en T=0, es

e 10
L
indice (Base en T=0) | indice (Base en T=i)
0 100 Iy
1 I, I
i I I
i I, 100
t I, I

Ejemplo 4.9. Transformar la serie de indices con base 1999 que se muestra en la Tabla
4.16 en otra en la que los indices estén expresados en base 2005.

Tabla 4.16. indices en serie con base en el dato del afo 1999

m indices (Base 1999)

1999 100
2000 108
2001 115
2002 120
2003 128
2004 132
2005 145
2006 154

Solucioén. La relacién entre los indices con base en 1999 y los que tienen base en 2005
es la siguiente
It 100

oyt
2005 — 11999 200
1999

Teniendo en cuenta la relacién anterior, se obtiene el contenido de la Tabla
4.17.
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Tabla 4.17. indices en serie con base en el dato del afio 2005

indices (Base 2005)

1999 68,96
2000 74,48
2001 79,81
2002 82,76
2003 88,27
2004 91,03
2005 100

2006 106,21

4.4.2. Enlace de series de indices

Cuando disponemos de dos o mas series de nimeros indices relativas a una misma
magnitud variable (o conjunto de ellas) que han sido observadas en periodos de tiem-
po que se solapan, podemos obtener, a partir de ellas, una Unica serie (serie enlaza-
da) en la que se puede apreciar la evolucién del fenémeno en el periodo que resulta
de unir los correspondientes a las distintas series.

El enlace de las distintas series de indices se realiza expresdandolas en la misma
base. Para ello, se utiliza, si es necesario, la informacién relativa a los valores del na-
mero indice en los periodos de tiempo que son comunes a las distintas series.

Ejemplo 4.10. Enlazar las dos series de indices de precios que se dan a continuacién,
obteniendo una tnica con base en 1999, que refleje la evolucién porcentual del indice
de precios en el periodo completo (Tabla 4.18).

Tabla 4.18. indices de precios

| Afios | IP (Base 1999) IP (Base 2003)

1999

2000

2001 100

2002 105

2003 112 100

2004 120 110
- 2005 130 123

2006 133

2007 140

Solucién. Tenemos que calcular los indices de precios con base 1999 para los aftos 2004
a 2007. Para ello basta tener en cuenta la relacién

2003
I 1999

———

100

t _7qt
I1999 = Izoo; :

La serie enlazada, correspondiente al periodo 1999-2007, es la que se muestra en la
Tabla 4.19.
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Tabla 4.19. indices de precios con base en 1999

Canbs | 1P (Base 1999

) 1999 100
2000 105
2001 112
2002 120
2003 130
2004 143
2005 159,9
2006 172,9
2007 182

Alternativamente, podriamos haber enlazado las series anteriores fijando la base en el
afio 2003. En ese caso, la relacién que habria que aplicar para expresar los indices an-
teriores a 2003 en base 2003 seria

L =1 100
2003 — 11999 '_12003

y la serie enlazada es la siguiente (Tabla 4.20).

Tabla 4.20. indices de precios con base en 2003

Cidos | 1P Gase 2002) |

1999 76,92
2000 80,77
2001 86,15
2002 92,31
2003 100
2004 110
2005 123
2006 133
2007 140

45, Deflacion de una serie de valores monetarios.
Indice implicito de precios

La inflaciéon (deflacion) es un fendmeno econémico que se caracteriza por una subi-
da (caida) generalizada y persistente de los precios monetarios de los bienes y servicios
que se producen y se consumen en el pais. Tanto la inflacién como la deflacién son
fendmenos que alteran o modifican el poder adquisitivo del dinero, también llamado
poder de compra.

Formalmente, para eliminar el efecto de la inflacién en una serie de valores moneta-
rios que son agregados de precios y cantidades para un conjunto de N bienes, es necesa-
rio dividir el valor de cada periodo por el indice de precios de Paasche correspondiente a
ese periodo para dicho conjunto de bienes, expresado en tanto por uno. A dicha opera-
cion se le llama deflaciéon de la serie y a la serie asi obtenida se le denomina serie de
valores a precios constantes. La terminologia que se emplea es la siguiente:
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Tabla 4.22. Consumo en términos nominales y en términos reales

nm Consumao (103 €) “ Consumo (10° €) en T.R.

1999 107 74,766

2000 1 10 113 97,345

2001 90 122 73,770

2002 100 128 78,125

2003 120 136 88,235
a) En términos corrientes

b)

120
TV 19992003 =E' 100 -100 = 50%

En términos constantes

88,235
TV, 40s. =——+100-100=18,015%
1999-2003 74,766 °

Las variaciones porcentuales interanuales las obtenemos a partir de los indi-
ces en cadena, que permiten comparar el dato de cada ano con el del ano
inmediato anterior. Estos indices y las tasas, que se obtienen restando al in-
dice 100, son los que se muestran en la Tabla 4.23.

Tabla 4.23. indices en cadena y tasas de variacién interanual

1999 - -
2000 137,5 37,5
2001 81,82 -18,18
2002 111,11 11,11
2003 120 20

indice de precios al consumo (IPC) e indice
de precios al consumo armonizado (IPCA)

El indice de Precios al Consumo (IPC) es un indice complejo que permite estudiar
la evolucién y los cambios mensuales en el conjunto de los precios de los bienes y ser-
vicios que consumen las familias de un pais.

La obtencién del IPC requiere de dos operaciones distintas que son complementa-

Determinacion cualitativa y cuantitativa de la cesta de la compra correspon-
diente a la familia media del pais. Esta cesta contiene la lista de los bienes y
servicios consumidos por la familia media durante un periodo de tiempo. En
Espana el proceso para determinar la composicién de la cesta de la compra y
su estructura de ponderaciones utiliza como fuente fundamental de informa-
cién la nueva Encuesta de Presupuestos Familiares (EPF), que desde el ano
2006 sustituye a la Encuesta Continua de Presupuestos Familiares y es de
periodicidad anual.
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¢ Proceso de recogida periddica de precios al consumidor para los bienes y ser-
vicios que intervienen en el indice.

Actualmente, el periodo de referencia del IPC espaiiol es el afio 2011; es decir, es
un indice con base en el ano 2011.

En el IPC se llama periodo de referencia de los precios al periodo con cuyos
precios se comparan los precios corrientes, es decir, al periodo elegido para el calculo
de los indices elementales. Con la férmula de calculo empleada para el IPC base 2011
(Laspeyres encadenado), el periodo de referencia de los precios varia cada aino y
es el mes de diciembre del afno inmediatamente anterior al considerado.

Segin figura en la Nota de Prensa del INE sobre el IPC base 2011 (http://www.
ine.es/prensa/np701.pdf), la estructura de ponderaciones de la base 2011 se ha ela-
borado a partir de la EPF como fuente principal de informacién. Ademas, se ha utiliza-
do informacién de otras fuentes, tales como la evoluciéon del consumo privado de la
Contabilidad Nacional, la evoluciéon de precios del IPC y otras fuentes de diferentes
sectores.

Figura 4.1. Ponderaciones del IPC

Ponderaciones de grupos (tanto por cien)

. Alimentos y bebidas no alcohdlicas 12,16 18,26
02. Bebidas alcohdlicas y tabaco 2,87 2,89 0,7
03. Vestido y calzado 8,59 8,34 -2,9
04. Vivienda 11,70 12,00 2,6
05. Menaje 6,84 6,67 -2,5
06. Medicina 3,21 3,14 -2,1
07. Transporte 14,74 15,16 2,9
08. Comunicaciones . 3,98 3,85 -3,3
09. Ocio y cultura 7,64 7.54 -1,3
10. Ensenanza 1,38 1,42 2,8
11. Hoteles, cafés y restaurantes 11,52 11,46 -0,5
12. Otros bienes y servicios 9,37 9,26 -1,2
TOTAL 100 100

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica (INE)

La cesta de la compra para el IPC con base 2011 esta formada por 489 articulos
distribuidos por grandes grupos. A modo de ejemplo, en la Figura 4.2 puede verse la
configuracién de la cesta de la compra para el IPC con base 2006, formada por 491 ar-
ticulos.

Las aplicaciones del IPC son numerosas y de gran importancia en los ambitos eco-
némico, juridico y social. Entre ellas cabe destacar su utilizacién como medida de la
inflaciéon. También se aplica en la revision de los contratos de arrendamiento de inmue-
bles, como referencia en la negociacion salarial, en la fijacién de las pensiones, en la
actualizacion de las primas de seguros y otros tipos de contrato, y como deflactor en la
Contabilidad Nacional (http://www.ine.es/daco/daco43/metoipc06.pdf, Metodo-
logia general IPC Base 2006, INE).
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Figura 4.2. Distribucion de la cesta de la compra segun los grupos

Numero de articulos IPC Base 2006

01. Alimentos y bebidas no alcohdlicas 176
02. Bebidas alcohdlicas y tabaco 12
03. Vestido y calzado 67
04. Vivienda 18
05. Menaje 60
06. Medicina 13
07. Transporte 31
08. Comunicaciones 3
09. Ocio y cultura 43
10. Ensenanza 7
11. Hoteles, cafés y restaurantes 23
12. Otros bienes y servicios 38
TOTAL 491
Fuente: INE

En el Grafico 4.1 se muestra la evolucion de las tasas de variacion interanuales del
IPC que corresponden a los distintos meses tabulados.

El Indice de Precios de Consumo Armonizado (IPCA) es un indicador estadis-
tico cuyo objetivo es proporcionar una medida comun de la inflacién que permita rea-
lizar comparaciones entre los paises de la Unién Europea (UE), y entre estos y otros
paises que no pertenecen a la UE. Es, como el IPC, un indice de precios de Laspeyres
encadenado y, en cada pais, cubre las parcelas que superan el uno por mil del total de
gasto de la cesta de la compra nacional (INE, Metodologia IPCA). En cuanto a las pon-
deraciones de los precios en los distintos grupos, en la Figura 4.3 se ofrecen las corres-
pondientes a 2012 para el IPCA.
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2012 Enero

M El Gltimo dato se refiere al indicador adelantado

Fuente: Nota de Prensa INE (junio 2012)

Grafico 4.1. Evolucién anual del IPC, Base 2011. indice General
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Figura 4.3. Ponderaciones del indice de Precios al Consumo Armonizado (IPCA)

Ponderaciones IPCA-2005=100 (conjunto nacional) por clases/subclases y periodo
Unidades tanto por mil

Ponderacion

IPCA 2012

Alimentos y bebidas no alcohélicas (01) 184.326
Bebidas aleohdlicas y tabaco (02) 29.469
Articulos de vestir y calzado (03) 84.457
Vivienda, agua, electricidad, gas y otros combustibles (04) 123.714
Mobiliario. enseres domésticos y gastos corrientes de conservacion

de la vivienda (05) 66.576
Sanidad (06) 31.607
Transporte (07) 144.565
Comunicaciones (08) 38.089
Ocio y cultura (09) 76.733
Educacion (10) 14.345
Restaurantes y hoteles (11) 138.19
Otros bienes y servicios (12) 67.927
Fuente: INE

4.7, indices bursatiles

Un indice bursatil es un tipo de indice que refleja el cambio en el tiempo del valor de
un conjunto de acciones de empresas que cotizan en bolsa. Los mas habituales son los
indices de valor calculados mediante la férmula:

i=N

Py -9
vi= Pi "Quet Pae "Gzt -+ P " 100 = ‘f:g?l“‘:-‘“_ 100,
Pio * Dot Pz * 2ot oo+ + Prvo * Ao me -q,
i=1

donde,
e p, es el precio o cotizaciéon de las acciones de la empresa i en tiempo t y p;,
el correspondiente en tiempo 0.
* q; es el numero de acciones de la empresa i en tiempo t y el correspondiente
en tiempo 0.

Los principales indices bursétiles en Espafia son: el indice General de la Bolsa de
Madrid (IGBM) y el IBEX 35.
El IGBM!

Este indice no estd integrado por un ntimero fijo de empresas, sino que su ntimero
podré variar semestralmente, en funcién de que las distintas companias cumplan o no
un conjunto de requisitos estipulados previamente.

! Informacién en http://www.bolsamadrid.es/esp/contenido.aspn?enlace=indices/igbm/sectores.htm.
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La ponderacién de cada valor se calcula en funcién de la capitalizacion bursatil del
ultimo dia del semestre anterior, entendiendo por tal el nimero de acciones de la em-
presa por su cotizacion.

Para el calculo diario del indice, se parte de los indices diarios de cada valor perte-
neciente al IGBM. El Indice Valor, en base 100, es el cociente entre la cotizacién del dia
de calculo y el llamado precio de referencia, que es el precio de cierre del dia anterior
a la modificacién de la composicién del IGBM, 31/12 y el 30/06 en las reuniones ordi-
narias del Comité encargado de la elaboracién y actualizacién de este indice.

A continuacion, se obtienen los Indices Subsectoriales como la suma de los Indices
Valores ponderados por su peso en el Subsector. A partir de estos fndices Subsectoriales
se obtiene el Indice del Sector, igualmente como la suma de los fndices Subsectoriales
ponderando por el peso de cada Subsector en el Sector.

El IGBM se obtiene como la suma ponderada, por el peso de cada sector en el IGBM,
de los Indices Sectoriales.

El IBEX 35°

El Indice se compone de los 35 valores cotizados en el Sistema de Interconexién Bur-
satil de las cuatro Bolsas Espanolas (Barcelona, Bilbao, Madrid y Valencia) que sean los
mas liquidos durante el periodo de control; es decir, en el intervalo de los seis meses
anteriores a la fecha de la revision. Para ver férmula de calculo y otra informacién re-
lativa al mismo http://www.ibex35.com/.

4.8. Ejercicios
Ejercicio 4.1. En la Tabla 4.24 figura informacion relativa al nimero de viajeros segiin

la categoria del establecimiento (nimero de estrellas de oro).

Tabla 4.24. Informacion relativa al n.° de viajeros segln categoria del establecimiento

Hoteles: estrellas de oro

5 Estrellas 4 Estrellas 3 Estrellas 2 Estrellas 1 Estrella

indices Viajeros (Miles) TV( ref. 2005 ) Viajeros (Miles) indices
2003 100 20.490,5 -8,4 6.626,3 100
2004 117,1 23.618,0 -5,3 6.855,0 101,6
2005 130,9 25.548,3 0 6.992,9 101,5
2006 165,3 31.385,6 17,9 7.398,8 107,8

Fuente: Encuesta de ocupacion hotelera. INE

Se pide:
a) ¢Cual es la tasa de variacion del niimero de turistas en hoteles de 4 estrellas
en el periodo 2004-20067?
b) ¢Cual es la variacién porcentual interanual del niimero de turistas en hote-
les de 5 estrellas en el afio 2005?
¢) Obtenga la serie de niimeros indices simples correspondiente al niimero de via-
jeros en hoteles de 3 estrellas, tomando como referencia el dato del ano 2003.

? Informacién en http://www.ibex35.com/.
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d)

€)

Obtenga las series de nimeros indices simples, tomando como referencia el
dato del ano 2003, para el numero de viajeros en hoteles de 4 y 2 estrellas,
respectivamente.

Construya una serie de indices complejos no ponderados, mediante el mé-
todo de la media aritmética simple, que refleje la evoluciéon porcentual, con
respecto al ano 2003, del nimero total de viajeros alojados en hoteles de
Andalucia en los anos del periodo considerado. Una vez elaborada, propor-
cione una estimacién de la variaciéon porcentual interanual del niimero de
viajeros alojados en hoteles de Andalucia en el afio 2004.

Basandose en la serie de indices complejos calculada en el apartado anterior,
estime las tasas de variacién interanual correspondientes al nimero de via-
jeros alojados en hoteles de Andalucia para los ainos del periodo 2004-2006.

Ejercicio 4.2. En la Tabla 4.25 figuran los datos anuales para el periodo 1999-2006 rela-
tivos al gasto medio diario de dos familias (A y B) residentes en Andalucia (expresado en
euros). En dicha tabla figura también la serie para esos afios del IPC de Andalucia.

Tabla 4.25. Datos anuales para el periodo 1999-2006
relativos al gasto medio diario de dos familias residentes en Andalucia

- Gasto medio diario (A) Gasto medio diario (B) IPC Andalucia

1999 34,2 43,2 93,6
2000 35,1 46,4 96,5
2001 37,7 47,5 100,0
2002 41,8 47,4 103,4
2003 42,3 52,0 106,5
2004 47,4 52,5 109,7
2005 49,4 55,2 113,3
2006 49,6 57,1 117,1
Se pide
a) Calcule, para el periodo considerado, la tasa de variacién del gasto medio
diario en términos corrientes de la familia A y comparela con la correspon-
diente a la familia B.
b) Obtenga la serie del gasto medio diario de la familia B, expresada en euros
constantes del ano 1999.
¢) Calcule para el periodo considerado, la tasa de variacién del gasto medio dia-

rio en términos constantes de la familia A. Interprete el resultado obtenido.

Ejercicio 4.3. En la Tabla 4.26 se detallan, en términos corrientes, los ingresos anuales de
un supermercado durante el periodo 2001- 2005, asi como el IPC facilitado por el INE:

Tabla 4.26. Ingresos anuales de un supermercado e tPC (2001-2005)

m Ingresos (10* euros) IPC

2001 40 100

2002 45 103,54
2003 44 106,68
2004 50 109,93

2005 55 113,63



Con esta informacion, se pide:

a)

b)
o
d)
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Obtenga los indices en cadena correspondientes a los ingresos anuales en
términos corrientes y dé las tasas de variacién interanuales de los mismos
para los anos del periodo 2002-2005.
Obtenga la tasa media de variacion interanual de los ingresos en el periodo
considerado, en términos corrientes.
Obtenga la serie de los ingresos anuales para el periodo considerado en tér-
minos reales o constantes del afno 2003.
Exprese la variacién porcentual experimentada por los ingresos en el perio-
do 2002-2005, tanto en términos corrientes como en términos constantes.
Comente los resultados obtenidos.

Ejercicio 4.4. Se dispone de la siguiente informacién (Tabla 4.27) del Indice de Precios
al Consumo en Espana (I.N.E.).

a)
b)

¢)
d)

Enero
Febrero
Marzo
Abril

Mayo
Junio

Julio
Agosto
Septiembre
Octubre
Noviembre

Diciembre

94,8
94,6
95,4
96,1
96,3
96,5
96,1
96,4
97,1
98,0
98,5
98,7

Enero
Febrero
Marzo
Abril

Mayo
Junio

Julio
Agosto
Septiembre
Octubre
Noviembre

Diciembre

Tabla 4.27. indice de Precios al Consumo en Espafia (2000-2001)

I I T

98,3
98,3
99,1
99,9
100,3
100,5
99,8
99,9
100,4
100,9
101,1
101,4

Calcule la tasa de variacién interanual de los precios en el mes de junio de 2001.
Calcule la tasa de variacion intermensual de la inflacién en el mes de sep-
tiembre de 2001.
Calcule la inflaciéon acumulada en el mes de octubre de 2001.

Actualice a fecha 31 de diciembre de 2001 el precio de un producto que en
mayo de 2000 ascendia a 130 euros.

Ejercicio 4.5. En la Tabla 4.28 figuran los indices en cadena que proporcionan la evo-
lucién de los ingresos anuales de una empresa.

Tabla 4.28. indices en cadena de una empresa (2006-2010)

mﬂ indices en cadena

2006
2007
2008
2009
2010

102,50
98,60

105,00
108,30
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Se pide:

a)

b)
0

d)

Obtenga la variacién porcentual interanual de los ingresos de dicha empresa
en 2008.

Obtenga la tasa de variaciéon de los ingresos en el periodo 2006-2010.
Calcule la tasa media de variacién interanual acumulativa de los ingresos
para el periodo 2006-2010.

Sabiendo que los precios en el afio 2010 crecieron un 2,98% con respecto
al afio anterior, ¢cudl fue, en términos reales, la variacién porcentual inte-
ranual de los ingresos de la empresa en el afio 2010?

Ejercicio 4.6. Teniendo en cuenta la informacion que, sobre la evolucion mensual del
Indice de precios hoteleros, figura en la Tabla 4.29, responda a las cuestiones que se le

plantean.

Tabla 4.29. Evaluacién mensual del indice de precios hoteleros

indice de precios hoteleros

2006-09
2006-10
2006-11
2006-12
2007-09
2007-10
2007-11

Cinco Cuatro Tres Doisi Una
Total
, estrellas estrellas estrellas estrellas estrella
categorias
de oro de oro de oro de oro de oro
115,7 109,6 111,5 117,8 121,2 125,7
112,0 110,7 108,7 112,1 118,5 124,8
111,5 109,0 109,1 110,4 121,4 128,2
113,0 113,4 110,6 111,2 123.7 129,4
et "e rer ry e ey
119,3 112,2 114,1 122,2 127,4 134,2
113,9 113,6 BB oeongiobens ? 113,7 124,4 131,3
113,4 108,2 111,1 113,0 125,7 134,2

Fuente: Encuesta de Ocupacién en alojamientos turisticos, INE

a)

b)

¢)

d)

e)

Calcule, para los hoteles de cinco estrellas, la inflacién acumulada en no-
viembre de 2007.

Calcule el incremento porcentual de los precios en los hoteles de tres estre-
llas en el periodo octubre de 2006-noviembre de 2007.

Sabiendo que el incremento interanual de los precios en hoteles de cuatro
estrellas en el mes de octubre de 2007 fue de un 1,01% calcule el indice de
precios en dicho mes.

Calcule la variacién porcentual que experimentaron los precios hoteleros
entre septiembre y noviembre de 2007.

Obtenga, mediante el método de la media aritmética simple, un indice com-
plejo para el mes de noviembre de 2007 con base en septiembre del mismo
ano, que refleje la variacion de los precios hoteleros en su conjunto. Com-
pare la variacién porcentual de los precios que se deriva de este indice con
la obtenida en el apartado anterior.



Una serie temporal es una sucesién de observaciones temporales de una variable. Al
ser el tiempo una variable que conlleva un orden natural, las observaciones deberan
escribirse siguiendo dicho orden. A las series temporales también se las denomina
series cronolégicas o histéricas.

Tabla 5.1. Serie temporal

I 5
2 Y2
t Y
T-1 Y1
T Yr

Ejemplos
e Numero mensual de parados registrados en las Oficinas de Empleo en Espana
en el periodo 1998-2011.
e Serie trimestral del coste salarial total por hora de trabajo.
e Numero mensual de hipotecas constituidas para fincas urbanas.
e Numero trimestral de pernoctaciones en establecimientos hoteleros de la pro-
vincia de Mélaga en el periodo 2000-2009.

Entre los objetivos del analisis estadistico de una serie temporal destacamos:

e La descripcién de la evolucién pasada de la variable.
e La prediccién de los valores futuros de la misma a corto y medio plazo.

La forma mas simple de comenzar el analisis es mediante la representacién grafica
de la serie. En los ejes de coordenadas, reservamos el eje de abscisas para representar

127
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los distintos instantes o periodos de tiempo a los que se refieren las observaciones (t)
y el eje de ordenadas para los valores de la variable en dichos instantes o periodos (y,).
La representacion grafica de la serie se obtiene al unir mediante trazos rectos los puntos
(t, y,) correspondientes a observaciones consecutivas en el tiempo.

Ejemplo 5.1. La representacién grafica de la serie temporal correspondiente a los miles
de asalariados en el sector ptblico en Espaila en el periodo 1996-2009 (Tabla 5.2) es la
que se presenta en el Grafico 5.1.

Tabla 5.2. Asalariados en el sector publico en Espafia (miles)

Asalariados
en el sector publico (miles)

1996 2.322,8
1997 2.363,5
1998 2.328,2
1999 2.357,%
2000 2.441,475
2001 2.505,7
2002 2.591,6
2003 2.707,7
2004 2.800,375
2005 2.864,15
2006 2.882,175
2007 2.913,025
2008 2.958,65
2009 3.062,05

Fuente: Boletin Mensual de Estadistica (INE)
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Grafico 5.1. Miles de asalariados en el sector publico
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La simple inspeccién de la grafica de una serie temporal permite concluir que la
variable, en la mayor parte de los casos, no permanece constante, sino que sufre
variaciones a lo largo del tiempo. Dependiendo de como sean estas variaciones, las
series temporales pueden agruparse en dos categorias basicas: evolutivas y estacio-
narias. En el primer caso el nivel medio de la variable cambia sustancialmente a lo
largo del tiempo, mientras que en el segundo, el mismo permanece prdcticamente
constante.

Ejemplo 5.2.

¢ Serie Evolutiva. La serie correspondiente al ejemplo anterior.
¢ Serie Estacionaria. Serie de las temperaturas maximas anuales en Madrid
durante el periodo 1997-2008 (Tabla 5.3 y Gréfico 5.2).

Tabla 5.3. Temperaturas maximas anuales en Madrid (Retiro)

Temperatura Maxima en Madrid
(Retiro)

1997 36,5
1998 36,5
1999 37,3
2000 36,4
2001 36,4
2002 36,3
2003 38,6
2004 38,4
2005 38
2006 37,6
2007 36,9
2008 38
39
38,5 -
38 -
37,5 -
37
36,5 -
36
35,5
35 1 1 1 I 1 I 1 1 i ' 1 1
1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

Grafico 5.2. Temperatura maxima en Madrid
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La descripcion analitica de la serie se puede abordar siguiendo distintos procedimientos
o enfoques entre los que destacan:

¢ El enfoque causal: basado en la consideraciéon de que las variaciones en la
serie son consecuencia de las que se producen en otras variables de las que
aquella depende. El objetivo sera determinar tales variables y expresar me-
diante un modelo la forma en la que las mismas influyen en la serie.

¢ El enfoque clasico: basado en la idea de que en toda serie empirica hay pre-
sentes unas componentes tedricas o hipotéticas, que se pueden aislar para
conocer su evolucién temporal y de manera tal que las variaciones que a lo
largo del tiempo experimenta la variable son el resultado de la interaccién
entre sus componentes y de la evolucion individual de las mismas. Este sera
el enfoque que nosotros adoptaremos para el analisis.

Componentes no observables de una serie temporal

¢ Tendencia o tendencia secular (T,).

e Fluctuaciones estacionales o componente estacional (E,).
¢ Fluctuaciones ciclicas o componente ciclica (C,).

¢ Variaciones accidentales o componente irregular (I,).

Tendencia (T,). Refleja la evolucién de la serie a largo plazo.

e Para apreciarla es preciso que la serie temporal abarque bastantes afos.

¢ La tendencia expresa si, a largo plazo, la variable adopta un movimiento per-
sistente (creciente, decreciente o estacionario) que obedezca a una ley deter-
minada. Expresa, por lo tanto, si la serie es estacionaria o evolutiva.

Ejemplo 5.3. En el Grafico 5.3 se ha representado la serie temporal de las pernocta-
ciones de extranjeros en Malaga (Y,). La tendencia (variable no observable), que se ha
representado en el grafico mediante una linea recta, es creciente.
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Grafico 5.3. Pernoctaciones de extranjeros en Malaga (Tendencia)
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Fluctuaciones estacionales (E,). Son movimientos a corto plazo que se repiten pe-
riodicamente con periodicidad igual o inferior al afio.

¢ Generalmente se deben a factores climatoldgicos, a las costumbres de la po-
blacién, etc.

¢ Solo se presentan en series de observaciones con periodicidad inferior al ano
(mensual, trimestral, etc.)

e Son comunes en series de temperaturas, consumo de algunos productos, pre-
cios de productos agricolas y ganaderos y, por supuesto, en las relativas al
turismo.

Ejemplo 5.4. Volviendo al ejemplo de las pernoctaciones de extranjeros en Malaga
(Y,), en el Gréfico 5.4, y centrandonos en un pequefio tramo de la serie (2000-2003),
podemos apreciar claramente las fluctuaciones estacionales: sistemdticamente, el se-
gundo y tercer trimestre muestran un mayor volumen de pernoctaciones que el prime-
ro y el cuarto.
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Grafico 5.4. Pernoctaciones de extranjeros en Malaga (Componente Estacional)

Fluctuaciones ciclicas (C,). Son movimientos ondulatorios a medio plazo que se re-
piten, pero no tan regularmente como lo hacen las variaciones estacionales.

e Esta componente tiene un marcado cardcter econémico por ser, en general,
consecuencia de la alternancia entre periodos de prosperidad y depresion pro-
pia del sistema econdmico.

¢ Es la componente mds dificil de aislar. Por ello, en muchas ocasiones, si se
detecta y no es posible aislarla, se filtra la serie para eliminar las variaciones
estacionales, cuando estas existen, y a la componente resultante se le deno-
mina Tendencia-Ciclo.

Ejemplo 5.5. En el siguiente Grafico 5.5 podemos apreciar las componentes Tendencia
y Tendencia-Ciclo de las pernoctaciones de extranjeros en Mdlaga (Y,).
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Grafico 5.5. Pernoctaciones de extranjeros en Malaga (Tendencia y Tendencia-Ciclo)

Variaciones accidentales o irregulares (I,). La componente irregular de una serie
recoge las variaciones que quedan fuera del andlisis en las tres componentes anteriores.
Incluye tanto los movimientos provocados por factores fortuitos con un efecto signifi-
cativo (efectos de una huelga, de una catdstrofe natural...), como movimientos de me-
nor cuantia que pueden estar ocasionados por miiltiples factores no identificados.

Ejemplo 5.6. En el Grafico 5.6 podemos ver la componente «irregular» de las pernoc-
taciones de extranjeros en Malaga (Y,).
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Grafico 5.6. Pernoctaciones de extranjeros en Malaga (Componente Irregular)
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En una serie temporal pueden estar presentes todas las componentes o solo algunas
de ellas. Por ejemplo, en una serie de datos anuales no hay fluctuaciones estacionales.
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Asi, si sumamos los datos trimestrales de pernoctaciones de cada afo, podemos obtener
una serie anual en la que ya no hay variaciones estacionales (Gréfico 5.7).
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Grafico 5.7. Pernoctaciones de extranjeros en Malaga (datos anuales)

Finalmente, un tema relevante es el de la eleccién de la forma en la que las compo-
nentes se combinan entre si para dar lugar a la serie original (Y,).
Las hipdtesis mas frecuentes son:

e Hipétesis aditiva: Y, =T, + E, + C, + I,
e Hipoétesis multiplicativa: Y, =T, - E, - C, - I,
e Hipoétesis mixta: Y, = (T, + C, + L) - E,

Bajo la hipotesis aditiva, las cuatro componentes estan expresadas en la misma uni-
dad de medida que la serie Y,. En cambio, bajo la hipétesis multiplicativa, solo una
componente (generalmente la tendencia) estd expresada en la unidad de la serie y las
restantes son adimensionales y se expresan en tanto por uno o porcentaje respecto a la
tendencia. En el caso de la hipdtesis mixta solo la estacionalidad es adimensional.

En muchas ocasiones, el andlisis de una serie temporal estd encaminado al estudio
de solo una de las componentes; por ejemplo, la tendencia, y, para ello, es necesario
estimarla, eliminando previamente las restantes componentes que en la serie estén
presentes. Por ello, es necesario estudiar formas de aislar las componentes de una serie,
asi como formas de «filtrar» la serie para eliminar ciertas componentes. Las componen-
tes que analizaremos a continuacién son la tendencia y las variaciones estacionales.

5.1. Estimacion de la tendencia lineal

La regresion lineal, explicada con detalle en el Capitulo 3, es uno de los métodos que
se pueden emplear para la estimaciéon de la tendencia. En adelante, supondremos que
dicha tendencia es lineal, esto es, sigue una linea recta (creciente o decreciente). En el
Gréfico 5.8 se representan las pernoctaciones de extranjeros en Malaga (datos anuales)
junto a la tendencia lineal estimada.
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Grafico 5.8. Pernoctaciones de extranjeros en Malaga

Pero, ¢como estimamos la recta que va a representar a la tendencia de la serie?
Distinguiremos dos casos:

e Caso 1. En la serie original (y,) no se observan variaciones estacionales, ya
sea porque las observaciones se toman con periodicidad anual o superior o
porque la variable a la que la serie se refiere no esta afectada por este tipo de
movimientos.

e Caso 2. En la serie original (y,) estan presentes las variaciones estacionales.

5.1.1. Estimacion de la tendencia lineal cuando no hay
estacionalidad

El problema es formalmente analogo al de la regresion lineal entre dos variables que
ya hemos estudiado en el Capitulo 3. Suponemos que la serie original (y,) puede des-
componerse en la tendencia (y.*), que supondremos que es una funcion lineal de t, y
en un término residual (e,) que, bajo la hipétesis de integracién aditiva de las compo-
nentes, englobara a las variaciones ciclicas y a las irregulares o residuales. Esto es,

Hipétesis1: y =T, +C + 1, G+,

Hipdtesis2: y =y, +e,, siendo y,=a + bt y.=a+bt+ e,
H_/
Tendencia

Hipotesis 3: T,=y,

Observacion. Hemos de sefalar que aunque, asi visto, el problema es formalmente
andlogo al de la regresion lineal, donde el papel de variable explicativa (X) ahora lo
hace t, existe una diferencia conceptual importante: entre las variables t e y, no existe
dependencia causal, lo que si ocurria en el contexto de la regresion.

La estimacion de los parametros a y b que determinan la tendencia lineal, basada en
el criterio de minimos cuadrados ordinarios, resulta ser, como ya vimos en el Capitulo 3.
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La interpretacion de esos coeficientes es la misma que en regresion:

¢ a es la ordenada en el origen o valor estimado para la tendencia cuan-
do t=0. Se interpreta como el valor medio de la variable en ese instante.

¢ b esla pendiente de la tendencia lineal y se interpreta como la variacién
que, por término medio, experimenta la variable por un incremento
unitario en el tiempo.

La medida de bondad del ajuste de la tendencia lineal es (como vimos en el Ca-
pitulo 3) el coeficiente de determinacién, R? que podemos calcular a partir de su rela-
cién con el coeficiente de correlacion lineal entre las variables t e y,; es decir
sZ
R2= r‘l = LY.
Yu 2 2
S: 'S,

o mediante su relacién con las varianzas de y,, y,* y e, es decir,

2

RZ—_l:__-_l_

S, s’

R? representa, por lo tanto, la proporcién de las variaciones de la serie que quedan
englobadas en la tendencia a través de esa especificacion lineal, mientras que el cociente
2
S
2
SYl
representa al resto; es decir, la proporcién de las variaciones en la serie debidas a las va-
riaciones ciclicas, a lasirregulares o a la parte de tendencia que no queda recogida por el
modelo lineal. Basdndonos en lo anterior diremos que la tendencia lineal, asi obtenida,

es tanto mejor cuanto mas préximo a 1 sea su coeficiente de determinacién, R2,

La recta estimada, cuando se ajusta bien a la serie, se puede utilizar para describir
el comportamiento de la variable a largo plazo y para efectuar predicciones sobre la
variable a partir de las predicciones de la tendencia.

Ejemplo 5.7. La Tabla 5.4 contiene los datos anuales relativos al nimero de asalariados
en el sector publico en Espana, en millones de personas, para los afios del periodo 1996-
2009. Se pide:

a) Represente graficamente la serie original.

b) Estime, utilizando el método de minimos cuadrados ordinarios, la tendencia
lineal de la serie de asalariados en el sector publico y explique el significado
de los parametros.
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¢) Represente en el mismo grafico la serie original y la tendencia ajustada.

d) Obtenga una medida del grado de ajuste de la tendencia lineal estimada a la
serie original.

e) Realice una prediccion sobre el niimero de asalariados en Espaiia en el sec-
tor publico en el afio 2010 y diga qué fiabilidad le merece.

Tabla 5.4. Asalariados en el sector publico

Asalariados
en el sector publico (10°)

1996 2,32
1997 2,36
1998 2,33
1999 2,36
2000 2,44
2001 2,51
2002 2,59
2003 2,71
2004 2,8
2005 2,86
2006 2,88
2007 2,91
2008 2,96
2009 3,06

Solucion

a) La representacion grafica de esta serie es la que se muestra en el siguiente

gréfico.
3,2
3
2,8 4
2,6
2,4
2,2
2 I i 1 I I 1 I 1 | i 1 1 |
Yo ~ [e] [=)] o - o~ ™ < tmn [Yo] ~ [2) [=2]
[=2] [e)) [e)] [=)] o o o o o o o o o o
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Grafico 5.9. Millones de asalariados en el sector publico
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El modelo es
Y.=Y*+e,=a+bt+e

Para estimar los parametros a y b a partir de los datos, utilizamos las férmulas

S
b=
t
a=§t—b-{

Para obtener los valores de: f,_yt, S..Y S?, que son necesarios para la de-
terminacién de los parametros «a» y «b», completamos la Tabla 5.4 con las
columnas necesarias para los calculos intermedios (Tabla 5.5); es decir, una
columna para t?, otra para t-y, y una tltima para (y,)?. Basdndonos en dicha
tabla, obtenemos

28.035

t= =2.002,5

G- 2 -2_ 56140315

—2.002,5*=16,25
14

— 37,09 _

=Et.yt_.{.§ _ 74.286,81

. 2 =2.002,5-2,6493 = 0,9775

Tabla 5.5. Millones de asalariados en el sector publico (calculos)

Eeocaee o |y e b g L s

Totales

1996 2,32 3.984.016 5,3824 4.630,72
1997 2,36 3.988.009 5,5696 4.712,92
1998 2,33 3.992.004 5,4289 4.655,34
1999 2,36 3.996.001 5,5696 4.717,64
2000 2,44 4.000.000 5,9536 4.880
2001 2,51 4.004.001 6,3001 5.022,51
2002 2,59 4.008.004 6,7081 5.185,18
2003 2,71 4.012.009 7.3441 5.428,13
2004 2,8 4.016.016 7,84 5.611,2
2005 2,86 4.020.025 8,1796 5.734,3
2006 2,88 4.024.036 8,2944 5.777,28
2007 2,91 4.028.049 8,4681 5.840,37
2008 2,96 4.032.064 8,7616 5.943,68
2009 3,06 4.036.081 9,3636 6.147,54
28.035 37,09 56.140.315 99,1637 74.286,81

A partir de los calculos anteriores, concluimos que el valor del pardmetro «b» es:

Y,

teniendo en cuenta que



138

Estadistica Descriptiva

¢)

d)

obtenemos que el valor del pardmetro «a» es
a=y,-b-t=2,6493-0,06-2.002,5=-117,5

Por lo tanto, la tendencia lineal estimada es
y.=-117,5+0,06 -t
o.t. = 0; u.t. =1 ano

donde o.t. = 0 y u.t. = 1 ano indican que el origen del tiempo se ha toma-
do en el afio cero y que la unidad temporal con la que se trabaja es el ano.
El significado matemadtico del pardmetro «b» es el de pendiente de la recta.
Es decir, el incremento que experimenta Y* cuando t aumenta en una uni-
dad. En este caso, el incremento es de 0,06 millones por cada unidad de
tiempo.

En cuanto al significado econémico, esto es, atendiendo a lo que representa
la variable, seguin la tendencia estimada, el nimero de asalariados en el sec-
tor publico en el periodo temporal observado aumenta cada ano 0,06 millo-
nes, por término medio.

El significado matemdtico del pardmetro «a» es el de valor de Y,*
cuando t=0, es decir, el punto de corte de la recta con el eje de orde-
nadas. En nuestro caso, Y * = -117,5. En el contexto del enunciado no
admite una interpretacién, dado que no tiene sentido hablar de un niimero
negativo de asalariados en el sector publico.

Como medida del grado de ajuste de la tendencia estimada calculamos el
coeficiente de determinacién, R2. En nuestro caso, con los calculos ya reali-
zados la forma mads simple de obtenerlo es a partir de su relacién con el
coeficiente de correlacién lineal. Esto es

ty. 3 _)2
— T _¢.
- Sf“ _ (Z T Ye

“sts), '(&_Ez) (Z_Y_:__-Y-z)
T T ‘

Como
S, =1,578  $!=16,25

2
—2 99,1637
S} = ETYt -y = 11:3 - 1,6493’= 0,0643

resulta que
Ri= 0,9775° _
16,25-0,0643
y, al ser muy préximo a 1, se concluye que la tendencia lineal estimada se
ajusta bastante bien (o representa bastante bien) a la serie original.

’

En el siguiente grafico se han representado la serie original y la tendencia
lineal estimada. En el mismo se observa el grado de ajuste de la recta esti-
mada a la serie original.
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Grafico 5.10. Millones de asalariados en el sector publico y tendencia lineal estimada

e) La prediccion para el ano 2010, basada en la tendencia lineal estimada, se
calcula sustituyendo en la expresion de la recta el valor de la variable t por
2010. Concretamente

Y ;000 = -117,5+ 0,06 - 2010 =3,1 millones de asalariados

(Es fiable dicha prediccién?

La fiabilidad de dicha prediccién viene avalada por el elevado coeficiente de determi-
nacion y por la cercania del afo para el que se hace la prediccion al intervalo de afios
que hemos utilizado en la estimacion de la tendencia.

Como norma a seguir, una predicciéon hecha con una tendencia lineal diremos que
es fiable si el valor del coeficiente R? es elevado (Si R*20,75, el ajuste de la tendencia
lineal es bueno y si R?>0,95, el ajuste es muy bueno) y el valor de t estd entre los uti-
lizados para la estimacién o préximo a ellos.

En nuestro caso, el valor de t es préximo a los utilizados y el valor del coeficiente
R? es elevado, luego la prediccion es fiable.

Observacion. Como paso previo a la estimacién de la tendencia, podriamos haber
cambiado el origen del tiempo, para facilitar los calculos. En este sentido, los cambios
mas usuales son:

e Situar el origen en el primer ano de la serie (t= 0 en 1996)
e Situar el origen en el centro de los datos (t= 0 en 2002,5)

Los célculos intermedios necesarios para la estimacion de la tendencia cuando se
lleva a cabo un cambio como los anteriormente descritos, asi como los resultados ob-
tenidos para los datos del ejemplo anterior, se presentan a continuacion.
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t=0 en 1996

Tabla 5.6. Célculos intermedios para la estimacion de la tendencia

—--

0 2,32 5,3824
1 2,36 1 2,36 5,5696
2 2,33 4 4,66 5,4289
3 2,36 9 7,08 5,5696
4 2,44 16 9,76 5,9536
5 2,51 25 12,55 6,3001
6 2,59 36 15,54 6,7081
7 2,71 49 18,97 7.3441
8 2,8 64 _22,4 7,8400
9 2,86 81 25,74 8,1796
10 2,88 100 28,8 8,2944
11 2,91 121 32,01 8,4681
12 2,96 144 35,52 8,7616
13 3,06 169 39,78 9,3636
Totales 91 37,09 819 255,17 99,1637

Teniendo en cuenta los datos de la tabla anterior, resulta

T 14
F.=22Yt 3709, 103
T 14
doty, - — 25517
Sy, = St - Ty =T - 6,5:2,6493 21,006

-
s? 2 -t'= 8149 6,5°=16,25

Luego los valores estimados de los parametros de la recta que representa a la ten-
dencia son, en este caso

y, teniendo en cuenta que a =y,- b-t, determinamos el valor del pardmetro «a», que
resulta ser

a=2,6493 - 0,06-6,5 = 2,2593

Por lo tanto, la tendencia lineal estimada es

y: =2,2593+0,06-t
o.t. =1996; u.t.=1 ano
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donde, o.t. = 1996 y u.t. = 1 aflo nos indican que el origen del tiempo se ha especifi-
cado en el afio 1996 y la unidad temporal con la que se ha trabajado es el afio, respec-
tivamente.

En cuanto al significado del pardmetro «b», es la pendiente de la recta estimada que
representa a la tendencia anual de los asalariados en el Sector Publico en Espaifia. En
el caso que nos ocupa es, como en el estudiado antes, el crecimiento anual que, por
término medio, experimentan los asalariados en el Sector Publico en Espana; es decir,
los asalariados en el Sector Publico se incrementan cada afio, por término medio, en
0,06 millones de personas. En cuanto al significado del pardmetro «a», ordenada en el
origen, para este ejemplo concreto representa el valor estimado para el nimero de asa-
lariados en el Sector Publico en Espafia en el afio 1996. En nuestro caso, 2,2593 millo-
nes de personas.

t=0 en 2002,5
En este caso, los datos y cdlculos basicos para la estimacién de la tendencia lineal

son los que se muestran en la Tabla 5.7.

Tabla 5.7. Célculos intermedios para la estimacion de la tendencia

IR VU B TR TR

:6,5 2,32 42,25 -15,08 5,3824
-5,5 2,36 30,25 -12,98 5,5696
-4,5 2,33 20,25 -10,485 5,4289
-3,5 2,36 12,25 -8,26 5,5696
-2,5 2,44 6,25 -6,1 5,9536
-1,5 2,51 2,25 -3,765 6,3001
-0,5 2,59 0,25 -1,295 6,7081
0,5 2,71 0,25 1,355 7,3441
1,5 2,8 2,25 4,2 7.84
2,5 2,86 6,25 7,15 8,1796
3,5 2,88 12,25 10,08 8,2944
4,5 2,91 20,25 13,095 8,4681
5,5 2,96 30,25 16,28 8,7616
6,5 3,06 42,25 19,89 9,3636
Totales 0 37,09 227,5 14,085 99,1637

Teniendo en cuenta los datos de la tabla anterior, resulta

T 14
— DY 37,09
Y= S = =T =2,6493
t - =
o = 2ty .= 14,085 _ §.2,6493 = 1,006
Yo T

-
S?= Z - t2=227's- 0°=16,25
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Luego, en este caso, los valores estimados de los parametros de la recta de tendencia
son:

y, teniendo en cuenta que a = y,- b-t, determinamos el valor del pardmetro «a», que
resulta ser:

a=2,6493-0,06-0=2,6493

Por lo tanto, la tendencia lineal estimada es

Y.=2,6493 + 0,06 -t
o.t. =2002,5; u.t. =1 ano

donde, o.t. = 2002,5 y u.t. = 1 ano indican que, en este caso, el origen del tiempo se
ha tomado en julio de 2002 y la unidad temporal con la que se ha trabajado ha sido el
ano, respectivamente.

En cuanto al significado del parametro «b», pendiente de la recta estimada para
representar a la tendencia anual de los asalariados en el Sector Publico en Espaiia, re-
presenta, como en el caso estudiado antes, el crecimiento anual que, por término me-
dio, experimentan los asalariados en dicho sector en el periodo analizado; es decir, en
dicho periodo los asalariados en el Sector Puiblico se han incrementado cada afo, por
término medio, en 0,06 millones de personas. En cuanto al significado del parametro
«a», ordenada en el origen, para este ejemplo concreto representa el valor estimado,
en millones de personas, para el nimero de asalariados en dicho sector en julio de
2002.

5.1.2. Estimacién de la tendencia lineal cuando hay estacionalidad

Para estimar la tendencia lineal cuando en la serie se observan variaciones estacionales,
es necesario el filtrado previo de la misma para eliminar dicha componente; después de
ello, se puede estimar la tendencia de la nueva serie siguiendo el mismo procedimien-
to que en el caso precedente, ya que la serie filtrada solo contiene tendencia, ciclos y
variaciones irregulares.

¢Cémo eliminamos la componente estacional de la serie original?

Ello dependera del tipo y la cantidad de datos de que dispongamos. Asi,

¢ Si la variable a la que la serie se refiere es una variable flujo y dispo-
nemos de las observaciones relativas a un nimero suficientemente
grande de afos (suponiendo que el periodo de las variaciones estacionales
sea el ano), la forma mas cémoda de eliminar la componente estacional es
mediante la agregacion de los valores relativos a un mismo ano. De este modo,
pasamos a una serie de datos anuales que, por lo tanto, no contiene compo-
nente estacional.
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¢ Si la variable a la que la serie se refiere es una variable stock y dispo-
nemos de las observaciones relativas a un nimero suficientemente
grande de anos (suponiendo que el periodo de las variaciones estacionales
sea el ano), la forma mas comoda de eliminar la componente estacional es
mediante el promedio de los valores relativos a un mismo afo, pasando de
este modo a la serie de datos anuales en la que no esta presente la compo-
nente estacional. Basandonos en la serie de datos anuales, estimamos la ten-
dencia lineal como en el caso anterior.

e En otro caso (pocos datos), para eliminar la componente estacional con ob-
jeto de estimar una recta que represente el comportamiento de la variable a
corto o medio plazo, (con pocos datos seria una tendencia a corto plazo, que
puede ser 1til con fines predictivos), es necesario filtrar la serie haciendo uso
de una estimacién de la componente estacional.

Ejemplo 5.8. Disponemos de los datos mensuales sobre ingresos por turismo (miles
de euros) en Espaia para los afios del periodo 1990-2006. La representacion grafica de
dicha serie temporal es la que figura a continuacion.
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Grafico 5.11. Evolucion temporal de los ingresos por turismo

En el grafico anterior se aprecia que la variable ingresos por turismo en Espaiia tie-
ne un marcado caracter estacional. En este caso, disponemos de las observaciones men-
suales relativas a diecisiete anos. Numero de anos suficiente para estimar la tendencia
a largo plazo. Para llevar a cabo dicha estimacion, agregamos los datos mensuales rela-
tivos a un mismo afo y transformamos la serie en una de datos anuales (en esta ya no
estd presente la componente estacional) y estimamos la recta que representa a la ten-
dencia como en el caso ya estudiado.

La representacion grafica de la serie de datos anuales, en miles de millones de euros,
junto con la tendencia lineal estimada es la que figura en el siguiente grafico.
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Grafico 5.12. Evolucion temporal de los ingresos por turismo

5.2. Estimacion de la componente estacional

En el analisis clasico de series temporales es frecuente el interés por aislar la compo-
nente estacional de la serie con el objeto de realizar un analisis especifico de dicha
componente o de utilizarla con fines predictivos.

El método mas simple para aislar la componente estacional es el de la razén a la me-
dia mévil, que estd basado en la hipétesis de integracién multiplicativa de las componen-
tes y en la idea de que la serie de medias méviles (MM,) que se obtiene asignando a cada
observacion el promedio de las que le anteceden y preceden hasta hacer el total de un afno
(si el periodo de las variaciones estacionales es ese) y de modo que ella sea la central (o esté
entre las dos centrales), es una suavizacién de la serie original que solo contiene a la com-
ponente mixta Tendencia - Ciclo. Esto es, identificamos T, — C, con MM,.

Bajo la hipétesis multiplicativa, dividiendo la serie original (y,) por la serie MM,,
obtenemos la componente estacional afectada de las variaciones irregulares; es decir,

Y. - Tt'Ct 'Et 'It
MM, T, -C,

= E, -1,= IEVE,

A los diferentes valores de IEVE, se les denomina indices especificos de variacion
estacional porque son proporciones (o porcentajes si se multiplican por cien) y com-
paran, para cada instante observado, el valor de la serie original con el valor medio que
proporciona la tendencia-ciclo.

Por ejemplo, si uno de estos indices vale 1,18, lo interpretamos como que,
en el instante al que dicho indice corresponde, el valor de la serie original es
un 18% superior al valor medio que proporciona la tendencia-ciclo.

Cuando los IEVE, correspondientes a los distintos afios para un mismo mes, trimes-
tre, etc. son similares (lo que podemos visualizar a través de su representacion gréfica
o a partir de la tabla), se dice que la estacionalidad es estable; en caso contrario, diremos
que la misma es evolutiva.
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Si la estacionalidad es estable, los IEVE, correspondientes a los distintos anos para
un mismo mes, trimestre, etc., se promedian, obteniéndose el indice general de varia-
cion estacional del mes, trimestre, etc., (IGVE,, ., IGVE i cqrer €1C.), que es el mismo
para todos los anos.

Para una serie de datos mensuales con componente estacional de periodicidad anual
obtendremos doce IGVE, uno por cada mes del ano, siendo su suma igual a 1.200
(12-100). Del mismo modo, para una serie de datos trimestrales con variaciones esta-
cionales de periodicidad anual obtendremos cuatro IGVE, uno por cada trimestre del
ano, siendo su suma igual a 400 (4-100).

5.2.1. Utilizacion de los IGVE para filtrar la serie original

Los IGVE, cuando se conocen, se pueden utilizar para filtrar la serie original y eliminar de
ella la componente estacional. La serie resultante, que se denomina serie desestacionali-
zada, permite el andlisis del comportamiento de la variable a corto plazo (andlisis
coyuntural).

Desestacionalizacion

Para filtrar la serie basta dividir cada dato por el IGVE correspondiente al instante al
que el mismo se refiere. Es decir, para una serie de datos trimestrales, la serie
desestacionalizada es la que resulta al dividir el dato de cada trimestre por el
IGVE (expresado en tanto por uno) de dicho trimestre.

Ejemplo 5.9. En la siguiente tabla figuran los datos mensuales sobre ingresos por tu-
rismo en Espafia (en miles de €) para los afios 2005 y 2006. En dicha tabla se muestran
también los indices generales de variacion estacional (IGVE) que describen el compor-
tamiento estacional de los ingresos por turismo en Espana.

Tabla 5.8. Ingresos por turismo en miles de euros

- Ingresos por turismo (miles de €) IGVE

2005-01 2.489,114 77,44
2005-02 2.118,604 68,84
2005-03 2.527,875 77,00
2005-04 2.297,491 80,80
2005-05 3.084,082 100,67
2005-06 3.627,712 113,31
2005-07 4.667,190 142,39
2005-08 4.904,089 150,41
2005-09 4.284,779 127,69
2005-10 3.838,741 113,13
2005-11 2.548,539 79,92
2005-12 2.170,062 68,29
2006-01 2.539,410 77,44
2006-02 2.175,142 68,84
2006-03 2.635,120 77,00
2006-04 2.663,491 80,80
2006-05 3.352,378 100,67
2006-06 3.988,373 113,31
2006-07 4.936,390 142,39
2006-08 5.148,982 150,41
2006-09 4.446,979 127,69
2006-10 3.924,371 113,13
2006-11 2.630,415 79,92

2006-12 2.268,864 68,29
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Utilice la informacién proporcionada para resolver las siguientes cuestiones:

a)

b)

Solucién

a)

b)

Compare el comportamiento estacional del ingreso por turismo en los meses
de julio y noviembre.

Obtenga la serie del ingreso mensual por turismo desestacionalizada, repre-
séntela graficamente y comparela con la original.

El valor del IGVE correspondiente al mes de julio es 142,39, mientras que el
correspondiente al mes de noviembre es 79,92. Lo anterior significa que,
mientras que en el mes de julio los ingresos por turismo en Espana son su-
periores al ingreso medio mensual por este concepto en un 42,39%, en el
mes de noviembre estos estan un 20,08 % por debajo del valor medio men-
sual.

Para obtener la serie desestacionalizada basta dividir cada dato mensual por
el IGVE correspondiente al mes expresado en tanto por uno. Dicha serie se
presenta en la siguiente tabla.

Tabla 5.9. Ingresos por turismo e ingresos por turismo desestacionalizados

2005-01
2005-02
2005-03
2005-04
2005-05
2005-06
2005-07
2005-08
2005-09
2005-10
2005-11
2005-12
2006-01
2006-02
2006-03
2006-04
2006-05
2006-06
2006-07
2006-08
2006-09
2006-10
2006-11
2006-12

: Ingresos por turismo
Ingresos por turismo

(b Hee) IGVE desestécionalizados
(IECEES)]
2.489,114 77,44 3.214,248
2.118,604 68,84 3.077,577
2.527,875 77,00 3.282,955
2.297,491 80,8 2.843,429
3.084,082 100,67 3.063,556
3.627,712 113,31 3.201,582
4.667,190 142,39 3.277,751
4.904,089 150,41 3.260,481
3.284,779 127,69 3.355,610
3.838,741 113,13 3.393,212
2.548,539 79,92 3.188,863
2.170,062 68,29 3.177,716
2.539,410 77,44 3.279,197
2.175,142 68,84 3.159,707
2.635,120 77,00 3.422,234
2.663,491 80,80 3.296,400
3.352,378 100,67 3.330,067
3.988,373 113,31 3.519,878
4.936,390 142,39 3.466,809
5.148,982 150,41 3.423,298
4.446,979 127,69 3.482,637
3.924,371 114,13 3.468,904
2.630;415 79,92 3.291,310

2.268,860 68,29 3.322,390
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La representacion grafica de la serie original y de la serie desestacionalizada se
muestra en el siguiente grafico.
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Grafico 5.13. Ingresos por turismo e ingresos por turismo desestacionalizados

5.2.2. Predicciones a corto plazo

La serie desestacionalizada se puede utilizar para hacer predicciones a corto plazo. El
procedimiento a seguir es el que se indica a continuacidén:

¢ Estimamos la linea de tendencia a corto plazo que, para nosotros sera una
recta.

e Utilizamos la recta estimada para hacer la prediccién del valor medio corres-
pondiente.

e Multiplicamos el valor medio por el IGVE correspondiente (expresado en
tanto por uno) para afectarlo de la estacionalidad propia del periodo al que
la prediccién se refiere.

Ejemplo 5.10. Estime la tendencia a corto plazo del ingreso mensual por turismo en
Espafia. Dé una medida de su representatividad y haga, basdndose en ella y en la in-
formacion disponible, una prediccion para el ingreso por turismo en Espafia en el mes
de enero de 2007.

Soluciéon. Cuando estamos interesados en desestacionalizar la serie con objeto de ob-
tener la tendencia a corto plazo con fines predictivos, trabajamos bajo la hipétesis de
integracion mixta de las componentes. Esto es

IGVE‘=EI Y
Y,=(T,+ C,+1,)-E, —2—, Gvg = Lt Gt L
fr—
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Estamos ahora en una situaciéon andloga a la primera estudiada (estimacién de la ten-
dencia en ausencia de componente estacional)

Y. a+bt+e,
t

Para estimar los pardmetros a y b del modelo lineal, teniendo en cuenta que las
observaciones son mensuales, cambiaremos primero el origen del tiempo. Por comodi-
dad, ponemos el origen en el primer dato de la tabla (enero de 2005). Los calculos
necesarios para las estimaciones, que estan basados en los presentados en la Tabla 5.9,
son los que se muestran en la Tabla 5.10. Basdndonos en la informacién contenida en
dicha tabla, obtenemos que

St 27
Fit 276
T 24
- DY, 78.799,8085
t;D T 24
Zt Y. - — 922.824,5982
Yep = -ty =
. 24
4324

t _
S? = Z—— t2=7— 11,5 = 47,91666667

=3.283,3253

S -11,5-3.283,325354 = 692,7833476

Tabla 5.10. Tendencia lineal de los ingresos por turismo desestacionalizados.
Calculos auxiliares

-—-

2005-01 0 3.214,24845 10.331. 393 1
2005-02 1 3.077,57699 l 3.077,57699 9.471.480,13
2005-03 2 3.282,954545 4 6.565,909091 10.777.790,55
2005-04 3 2.843,429455 9 8.530,288366 8.085.091,068
2005-05 4 3.063,556174 16 12.254,22469 9.385.376,429
2005-06 5 3.201,581502 25 16.007,90751 10.250.124,11
2005-07 6 3.277,751247 36 19.666,50748 10.743.653,23
2005-08 7 3.260,480686 49 22.823,3648 10.630.734,3
2005-09 8 3.355,610463 64 26.844,8837 11.260.121,58
2005-10 9 3.393,212234 81 30.538,9101 11.513.889,26
2005-11 10 3.188,862613 100 31.888,62613 10.168.844,76
2005-12 11 3.177,715625 121 34.954,87187 10.097.876,59
2006-01 12 3.279,196798 144 39.350,36157 10.753.131,64
2006-02 13 3.159,706566 169 41.076,18536 9.983.745,583
2006-03 14 3.422,233766 196 47.911,27273 11.711.683,95
2006-04 15 3.296,399752 225 49.445,99629 10.866.251,33
2006-05 16 3.330,066554 256 53.281,06487 11.089.343,25
2006-06 17 3.519,877328 289 59.837,91457 12.389.536,4
2006-07 18 3.466,809467 324 62.402,57041 12.018.767,88
2006-08 19 3.423,297653 361 65.042,65541 11.718.966,82
2006-09 20 3.482,636855 400 69.652,7371 12.128.759,46
2006-10 21 3.468,903916 441 72.846,98223 12.033.294,38
2006-11 22 3.291,31006 484 72.408,82132 10.832.721,91
2006-12 23 3.322,389808 529 76.414,96559 11.038.274,04
Total 276 78.799,80851 4324 922.824,5982 259.280.851,8
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Teniendo en cuenta los calculos previos, los valores estimados para los parametros de
la recta que representa la tendencia son

be S, _692,7833476

= =14,458
S! 47,91666667

y, teniendo en cuenta que a =y,~ b-t, determinamos el valor del parametro «a», que

resulta ser:
a = 3.283,325354 - 14,458-11,5=3.117,058

Por lo tanto, la tendencia lineal estimada para la serie desestacionalizada es

y.=3.117,058 + 14,458 - t
o.t.= enero de 2005; u.t. =1 mes

En el siguiente grafico se muestran tanto la serie desestacionalizada como la ten-
dencia estimada para la misma.
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Grafico 5.14. Ingresos por turismo: Serie desestacionalizada y tendencia lineal

Para obtener la prediccion correspondiente a enero de 2007, hacemos primero
la prediccién del valor medio correspondiente a dicho mes, utilizando la tendencia es-
timada, después afectaremos a dicho valor de la estacionalidad propia del mes de ene-
ro, multiplicando el mismo por el IGVE correspondiente a enero, expresado en tanto

por uno.

Paso 1. Hay que sustituir el valor de t que corresponde a enero de 2007 en la expresion
de la tendencia lineal obtenida, sabiendo que t=0 en enero de 2005. El valor de t que

corresponde es t=24, luego

Yeneroorn = 3.117,058 + 14,458 - 24 = 3.464,05 (en miles de euros)
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Paso 2. Teniendo en cuenta que IGVE (enero)=77,44, estimamos el valor del ingreso
correspondiente a enero de 2007.

. IGVE(enero)

*
M\m:uqocq" <m:mnooq“0 :
100

= 3.464,05-0,7744 = 2.682,56 miles de €

Observacion. Si, para una variable afectada de estacionalidad mensual, disponemos
de la tendencia estimada con datos anuales y queremos hacer una prediccién mensual
basandonos en ella y en los IGVE relativos a la misma, se procede del siguiente modo:

e Estimamos con la tendencia el valor medio anual.

e Si la variable es flujo, el valor medio mensual serd el resultado de dividir el
anual por 12.

¢ Si la variable es stock, el valor medio mensual coincide con el valor medio anual.

¢ Por tltimo, afectamos al valor medio mensual asi obtenido de la estacionali-

dad propia del mes al que se refiere la prediccién, multiplicindolo por el co-
rrespondiente IGVE.

5.3. Ejercicios

Ejercicio 5.1. En el Grafico 5.15 se muestra la evolucién del gasto medio de los turis-
tas espanoles que visitan Canarias y proceden de otras regiones espafolas (a excepcion
de los turistas provenientes de Andalucia, Baleares, Catalufia, Valencia, Madrid). Dicha
serie, expresada en euros, va desde enero de 2004 hasta diciembre 2010.
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Fuente: Encuesta de Gasto Turistico, IET (2011)

Grafico 5.15. Evolucién del gasto medio de los turistas espafioles que visitan Canarias

Atendiendo a su comportamiento a largo plazo, ¢es una serie estacionaria o evolu-
tiva? Justifique su respuesta. ¢Qué le ocurre a la serie dentro de cada ano?
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Ejercicio 5.2. La siguiente representacion (Grafico 5.16) se ha realizado con los datos
trimestrales de las personas paradas, expresados en miles, en la provincia de Malaga.
Se recogen dos series temporales: la original y la que muestra la tendencia-ciclo de la
original mediante la realizacién de una media movil de amplitud cuatro observaciones.
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Fuente: Elaboracién propia a partir de la informacién del Servicio Ptiblico de Empleo (2010)

Grafico 5.16. Datos trimestrales de las personas paradas en la provincia de Malaga (en miles)

Identifique la serie original y la transformada mediante la media moévil. ¢Qué evo-
lucién a medio plazo parece presentar la serie de personas paradas en la provincia de
Malaga?

Ejercicio 5.3. En las dos tablas que siguen se presentan observaciones temporales re-
lativas a Espafia para un conjunto de variables.

Total expedientes de

Afiliados al Regimen

ordenes £ ial del M Demandas de
de pago tramitados petie VR el primer empleo (2004)
por el FOGASA (2005) por cuenta propia (2005)

Enero 83 Enero 16.401 Enero 275.847
Febrero 1.569 Febrero 16.321 Febrero 269.450
Marzo 4.832 Marzo 16.126 Marzo 290.007
Abril 3.802 Abril 15.936 Abril 249.503
Mayo 4.485 Mayo 15.847 Mayo 258.162
Junio 3.678 Junio 15.779 Junio 320.279
Julio 3.504 Julio 15.756 Julio 383.022
Agosto 1.674 Agosto 15.748 Agosto 264.918
Septiembre 4.601 Septiembre 15.722 Septiembre 336.782
Octubre 2.390 Octubre 15.819 Octubre 318.611
Noviembre 3.209 Noviembre 15.976 Noviembre 301.598
Diciembre 2.952 Diciembre 15.966 Diciembre 251.341

Fuente: Fondo de Garantia Salarial del M.T.A.S.; Seguridad Social; y Boletin Mensual de FEstadistica del INE
(2007)
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indice General de Precios Permisos de trabajo
Cooperativas al Consumo (base concedidos
constituidas (2005) 2001=100) a extranjeros
{2005) (2005)

Enero 164 Enero 110,752 Enero 30.926
Febrero 163 Febrero 111,0,39 Febrero 33.647
Marzo 191 Marzo 111,917 Marzo 39.211
Abril 157 Abril 113,529 Abril 73.180
Mayo 155 Mayo 113,746 Mayo 124.694
Junio 133 Junio 114,012 Junio 147.511
Julio 141 Julio 113,315 Julio 132.612
Agosto 67 Agosto 113,812 Agosto 107.172
Septiembre 124 Septiembre 114,51 Septiembre 105.748
Octubre 105 Octubre 115,442 Octubre 55.957
Noviembre 105 Noviembre 115,617 Noviembre 43.279
Diciembre: 104 Diciembre 115,865 Diciembre 29.042

Fuente: Seguridad Social y Boletin Anual de Estadisticas Laborales y Asuntos Sociales del M.T.A.S (2006)

Se pide:

a) Indique, para cada una de las variables anteriores, si es flujo o stock.
b) Estime un valor para el IPC en el afio 2005 y otro para el ntimero de de-

mandas de empleo en el afio 2004.

¢) ¢A cuanto ascendi6 el nimero de cooperativas constituidas en el tercer tri-
mestre del aflo 2005? ¢Cual fue el niimero de afiliados al Régimen Especial

del Mar por cuenta ajena para dicho trimestre?

Ejercicio 5.4. En el Grafico 5.17 se han representado las tasas de paro (TP) trimestrales

en Espafia y Catalufia durante el periodo 1996-I - 2004-1V.
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Fuente: Elaboracién propia a partir de la Encuesta de Poblacién Activa (EPA), INE 2012

Grafico 5.17. Tasas de paro trimestrales en Espana y Cataluia (1996-2004)
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Se pide:

a) ¢De qué tipo son las observaciones que se han representado en el gréfico

anterior: transversales, temporales o mixtas?

b) ¢Qué tipo de variable es la tasa de paro: flujo o stock? ;Cémo obtendria la

c)

tasa de paro anual a partir de las tasas de paro trimestrales?

¢Cudles de las componentes tedricas de una serie temporal se aprecian en
las series referidas a las tasas de paro de Espana y Catalufia que se han re-
presentado en el grafico anterior?

d) A partir de la informacion proporcionada en dicho gréfico, describa la evo-

e)

lucién a largo plazo de las tasas de paro en Esparfia y Cataluiia.

En la Tabla 5.11 se muestran las tasas de paro trimestrales en Cataluiia y las
medias moviles de amplitud cuatro (MM) para dicha variable en el periodo
1996-1 — 2001-IV. Complete la columna de medias méviles y represente la
serie de medias moviles junto a la serie original. Comente el grafico obtenido.

Tabla 5.11. Tasas de paro trimestrales en Catalufa y medias maviles (MM)

para dicha variable (1996-2001)

h

1996-1 24,95
1996-11 23,63
1996-111 24,32 24,08
1996-1V 23,7 23,97
1997-1 24,37 23,74
1997-11 23,32 23,42
1997-111 22,8 23,08
1997-1V 22,68 22,65
1998-1 22,69 22,21
1998-11 21,55 21,63
1998-111 21,01 20,61
1998-1V 19,87
1999-1 17,29
1999-1I 15,33
1999-111 14,45
1999-1V 14,63
2000-1 13,63
2000-1I1 12,36
2000-I11 11,36
2000-1V 12,7
2001-1 11,42
2001-1II 11,36
2001-I1I 11,73
2001-1v 12,21

Fuente: Elaboracion propia a partir de la Encuesta de Poblacion Activa del INE, 2012

Se ha procedido a estimar por minimos cuadrados ordinarios la tendencia de la
tasa de paro trimestral en Catalufia, haciendo uso de una tendencia lineal cuyo
origen se sitlla en el primer trimestre del afio 1996 y con unidad temporal el
trimestre. Los resultados de la estimacion de dicha tendencia son los siguientes:

Y, = 23,4655 -0,4062 t + e, R? =0,7611
(o.t. = 1996-1 = 0; u.t = 1 trimestre)
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Comente el significado de la pendiente de la recta estimada y el valor del
coeficiente de determinacion del ajuste.

g) Sabiendo que se ha producido un empeoramiento econémico desde el afio
2007 hasta la actualidad y que ello se ha traducido en un aumento paulati-
no de las tasas de paro y suponiendo que esta situaciéon ha tenido su reflejo
en el contexto de la economia catalana, ;qué ocurriria con la tendencia de
la tasa trimestral de paro en Catalufia si considerasemos solamente los datos
del periodo 2007-1 - 2012-1? ;Qué signo tendria la tendencia lineal a medio
plazo estimada tinicamente a partir de dichos datos?

Ejercicio 5.5. En la Tabla 5.12 se presentan los datos sobre las ventas en Espana de
coches nuevos y las ventas de coches usados (y,), expresadas en millones de euros, y
algunos calculos auxiliares.

Tabla 5.12. Datos sobre las ventas es Espaia de coches nuevos y de coches usados (y,)
(millones de euros)

tZ
nuevos (10°) |
2001 51 0 0 | 0 o 4 0,00
2002 1,41 1 1 1,51 1,23
2003 1,46 2 4 1,85 2,72
2004 1,61 3 9 2,40 4,65
2005 1,65 4 16 2,59 6,44
2006 1,75 5 25 2,69 8,20
2007 1,61 6 36 3,31 10,92
2008 1,16 7 49 2,56 11,2
2009 0,95 8 64 2,62 12,96
2010 0,98 9 81 2,72 14,85
2011 0,82 10 100 2,89 17,00

Fuente: Elaboracion propia a partir de GAUVAM y ANFAC (2011)

a) Estime la tendencia lineal de las ventas de coches nuevos en el periodo con-
siderado y haga lo mismo para las ventas de coches usados.

b) Interprete las pendientes de las tendencias lineales estimadas y analice la
bondad de ajuste de las mismas.

¢) ¢Para qué afio las ventas estimadas de coches nuevos y usados son iguales?

d) Realice las predicciones de las ventas de coches usados correspondientes a
los anos 2010, 2012 y 2020.

e) Indique cémo se denomina a cada una de las predicciones que ha realizado
en el apartado anterior. ;Son fiables? Justifique sus respuestas.

f) Obtenga el error en la prediccion de las ventas de vehiculos usados para el
ano 2010.

Ejercicio 5.6. Con los datos referidos a la estancia media por Comunidades Auténomas en
campings durante el periodo correspondiente desde enero de 1999 hasta abril de 2012 se
han calculado los Indices Generales de Variacion Estacional (IGVE). Dichos indices junto
con los datos mensuales observados durante el afio 2011 se muestran en la Tabla 5.13.
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Tabla 5.13. indice Generales de Variacion estacional (IGUE) (2011)

indices Generales
de Variacion Estacional

Estancia media mensual (dias)

(IGVE) 2011
Enero 175,64 8,94
Febrero 148,85 6,99
Marzo 106,46 6,47
Abril 66,87 3,97
Mayo 63,60 3,97
Junio 57,61 3,46
Julio 65,79 3,32
Agosto 74,92 4,06
Septiembre 69,92 4,05
Octubre 80,70 4,41
Noviembre 137,23 7.91
Diciembre 152,42 9,23

Fuente: Elaboracién propia y Encuesta de Ocupacién en Alojamientos Turisticos, INE (2012)

Se pide:

a)

b)

¢)

d)

Interprete el Indice General de Variacién Estacional del mes de septiembre,
bajo el supuesto de estacionalidad estable.

Desestacionalice las estancias medias en campings correspondientes al tercer
trimestre de 2011.

Sabiendo que la estancia media en campings para el mes de enero de 2012
fue de 9,3 dias, estime las estancias medias previstas para los meses de fe-
brero y marzo correspondientes a dicho ano.

Con los datos anuales de las estancias medias en campings para los anos 1999
a 2011, se ha estimado la tendencia lineal que se muestra a continuacion

Y, =5,0031 + 0,0014 t + e,
(o0.t. = 1999; u.t. = ano)

Realice una prediccién para el afio 2012 y, a partir de ella, estime la estancia
media correspondiente al mes de febrero de dicho ano y compare el valor
obtenido con el que ha calculado en el apartado c¢). Comente los resultados
obtenidos.

Ejercicio 5.7. En el Gréafico 5.18 se presenta la evolucién del nimero trimestral de
empresas que entraron en concurso en el periodo 2004-1V — 2011-I. Los datos repre-
sentados corresponden solo a tres de las cuatro provincias de Catalufia (Gerona, Lérida
y Tarragona).
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Fuente: Elaboracién propia a partir de la Estadistica de Procedimiento Concursal, INE (2012)

Grafico 5.18. Evolucion del nimero trimestral de empresas que entran en proceso concursal

(2004-2011)

Las estimaciones de las tendencias lineales para cada una de las provincias que for-

man la comunidad son las que aparecen en el siguiente cuadro

Tendencia lineal Bondad del ajuste

Y, =-17,5299 + 12,35623 t + ¢,

2 _
Barcelona (0.t. = 2004-TV; ut. 1 trimestre) - 0764
Y, = 0,91429+ 0,89777 t + ¢, -
Herond (0. = 2004-V: ut. 1 trimestre) ~ © - 07044
vy Y, = 0,726495+ 0,044957 t + e, ~
Lésika (0.t. = 2004-IV; ut. 1 trimestre) =i0A187
Tarragona Y, =-1,829+ 0,9186 t + €, %2 0 i

(0.t: = 2004-1V; ut: 1 trimestre)

Fuente: Elaboracion propia a partir del INE

Se pide:

a) Analizando el grafico de las series temporales referido a las provincias de
Gerona, Lérida y Tarragona, ;cémo ha evolucionado en dichas provincias el
ndmero de empresas que entran en concurso de acreedores durante el pe-
riodo considerado?

Indique en qué provincia catalana se ha producido un mayor incremento medio
trimestral de empresas concursadas. Justifique su respuesta numéricamente.
En el Grafico 5.19 se han representado las tendencias lineales, correspon-
dientes a las provincias de Gerona, Lérida y Tarragona, que reflejan la evo-
lucién del namero de empresas que entraron en concurso de acreedores en
el periodo analizado. Indique cudl de las rectas corresponde a cada una de
las tres provincias. Justifique su respuesta.

b)

¢)
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Fuente: Elaboracion propia a partir de la Estadistica de Procedimiento Concursal, INE (2012)

Grafico 5.19. Evolucion del nimero trimestral de empresas que entran en concurso de
aceedores. Tendencia lineal (2004-2010)

d) Obtenga el niimero previsto de empresas concursadas en Catalufia para el
primer trimestre del ano 2012.

Ejercicio 5.8. Con los datos trimestrales de la Encuesta de Poblacién Activa para el
periodo 1996-1 - 2004-I1II se ha procedido a la estimacién de las tendencias lineales que
representan la evolucién de las tasas de actividad masculina y femenina, respectiva-
mente, para la Comunidad Auténoma de Andalucia. A continuacién, se muestran al-
gunos resultados de la estimacién

Actividad masculina Y, = 65,34 + 0,07t + e, R3*=0,6609
(0.t.= 2000-I1, u.t =1 trimestre)

Actividad femenina Y,=37,66 + 0,13t + e, S, =2,6544 S2=0,8323
(0.t.=2000-1L, u.t =1 trimestre)

Se pide:

a) Interprete los parametros de la tendencia estimada para la tasa de actividad
masculina.

b) ¢(Cabe la posibilidad de que la tasa de actividad femenina se equipare a la
masculina? ¢/Qué condiciéon deberia darse para que esto ocurriese? Determi-
ne el instante de tiempo y el nivel de tasa de actividad al que se producira
la igualacion.
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