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Motivacién

Donde los modelos no bastan...
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Introduccién

Formas fuerte y débil del problema de la Elasticidad

@ Las ecuaciones de la Elasticidad, ya repasadas este curso, comprenden:

e Equilibrio:
Vo+b=0
o Ecuaciones cinematicas:
e=Vu
o Ecuaciones constitutivas:
o = De

e Condiciones de contorno:

on=tenTly, u=uenTy



Introduccién

Formas fuerte y débil del problema de la Elasticidad

@ Para desarrollar la forma débil del problema se multiplica ambos miembros de
la ec. de equilibrio por una funcién de ponderacién

@ y se aplica el teorema de la divergencia (integracién por partes):

Encontrar v € U = {u(x)|u(z) € H', uw=uenT,} tal que

/(sz)TDV_sudQ:/ wTZdr+/ wlbdQ, Yw € Hy.
Q ry Q




Introduccién

Discretizaciéon por elementos finitos

@ Se considera ahora una divisién del dominio en ne elementos finitos como en
la figura.

@ Existiran entonces dos grados de libertad por nodo:

d= [uzl Uyl Uz2 Uy2 * 'uznnp uynnp }
A n=1 on T,
u=u on [, X




Introduccién

Discretizaciéon por elementos finitos

@ Los desplazamientos se interpolan entonces a partir de los desplazamientos
nodales:
u(z,y) = u’(z,y) = N°(z,y)d", (z,y) €Q

w'(z,y) # w" =wT N(z,y)"

@ con
Ny 0 N5 0 --- Nng 0
0 N 0O N5 .- 0 Nng,

N¢ =




EF en 2D

Triangulo de tres nodos

@ Los elementos triangulares de tres nodos son muy simples. Pueden mallar
practicamente cualquier geometria (no asf los cuadrildteros) y permiten el
refinado en zonas con alto gradiente.

@ Sin embargo, los resultados que proporcionan son generalmente bastante
pobres.

@ La solucién se aproxima en ellos a partir de los valores nodales:

o
e € € € e e
ui (r,y) = ag + afzr 4+ azy = [1 T ?J] af| = p(z,y)a

%3

@ Siguiendo el procedimiento ya visto en problemas 1D, se tiene:

1

Np = 50 (05 —x5y3 + 0 = ) + (05 — x53)y),
1

N3 = 52 O — x5 + 05 — ¥ + (0] = x5)y),

1
Ny = 522 (D3 =2y + 0 = vl + (g —aq)y).



Triangulo de tres nodos

@ Las derivadas (deformaciones) se calculan a partir de la matriz:

ge_ L [(yi—y@ 05 =) (YT—YE)}
A (5 —) (6 —x) (1 —x)
@ Continuidad:
A’
3 N, 3 N,
4 4
1 1
2 2
3
Ny 3 Ny
4 4
1 1i
2 2
X
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EF en 2D

Cuadrilatero de cuatro nodos

@ El elemento cuadrilatero se puede calcular a partir del método del producto
tensorial.

@ ;Qué termino afiadir a la aproximacién? La solucién la da el tridngulo de

Pascal:
1 constant
X Yy linear
2 2 .
X Xy y quadratic
3 2 2 3

X Xy Xy y cubic



EF en 2D

Cuadrilatero de cuatro nodos

@ Para que el elemento resultante proporcione la misma aproximacién en todas
las direcciones del espacio escogemos el término zy:

ui (z,y) = ap + ofz + asy + aszy

de forma que los cuatro valores, como es habitual, se calculen en funcién de
los desplazamientos en los cuatro nodos del elemento.

@ El producto tensorial de dos elementos 1D nos proporciona uno 2D:

1/ 3/
[121 [22]

Y3=Vq
Ny 2%

Vi=ys Ly /2




EF en 2D

Cuadrilatero de cuatro nodos

@ De forma que se tiene:

. x—xp y—yy 1
Ny = = =—(x—=x5)(y —y3)-
1(x,y) ¥y -y A (r=x5)(y = %),

x—xf y—-yi 1

N5 = =——(@—x) -

(%, y) P Ae(x DO =)
x—=x{ y—y 1

Ny(xy) = =L = (e =)y =),

R TR T
x—=x5 y—Y 1

Ni(x,y) = 2 L= =) =)

Moy -y A




EF en 2D

Cuadrilatero isoparamétrico de cuatro nodos

@ En la préctica se trabaja en el elemento de referencia [—1,1] x [—1,1], de
forma que la geometria se interpola igual que el resto de variables:

z(€,m) = N* (& )z, y(&n) = N*E n)y°

Al 3

4 +1 3
[12] 221] "

[1.1] [2.1]




Cuadrilatero isoparamétrico de cuatro nodos

@ El célculo de derivadas exige el calculo del jacobiano:

ON;j? N/ ox | oN/% oy ON;Q dx Dy

o ox 9 gy o o | % || o

ON;?  aN;? ax+0N;‘Q dy AN Ox Oy
= an on

an ox dn dy on an 1 On

Ny
ox
AN
Qdy

EF en 2D
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