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PRESENTACION

A teacher can never truly teach unless he is still learning himself. A lamp can never light another
lamp unless it continues to burn its own flame. The teacher who has come to the end of his subject,
who has no living traffic with his knowledge but merely repeats his lessons to his students, can
only load their minds; he cannot quicken them.

—Rabindranath Tagore, poeta indio y premio Nobel de Literatura en 1913

En el disefio estructural, la incorporacién de las mejoras en el conocimiento so-
bre el comportamiento de los materiales, los criterios de fiabilidad estructural, y
el uso de los ordenadores permiten disefiar estructuras mas econdmicas y seguras.
El aprovechamiento 6ptimo del material, en general, se consigue reduciendo las
secciones resistentes. Esto genera estructuras mds esbeltas y flexibles que las di-
sefladas mediante criterios cldsicos, basados en general en el aprovechamiento del
material s6lo en su fase eldstica.

Dentro de los condicionantes derivados de la mayor flexibilidad y esbeltez, des-
tacan dos especialmente: los dindmicos, consecuencia de una disminucién de las
frecuencias naturales de las estructuras (generdndose fendmenos de amplificacién

XVII



XVIIT PRESENTACION

resonante frente a acciones como el viento, o el paso ritmico de cargas), y los
fenoémenos no lineales, tanto de tipo geométrico como de material.

En esta parte de la asignatura se introducirdn los condicionantes derivados de la
no linealidad de la estructura, de tipo geométrico, dejando aparte el estudio de la
no linealidad de material (plasticidad, viscoelasticidad, etc).

Se estudiardn los fendmenos no lineales basicos en barras comprimidas, tanto en
su configuracién aislada como formando parte de estructuras. Dentro de estas pie-
zas, el estudio se centrard en dos modelos cldsicos: la columna y la viga-columna.
Asimismo, se introducira el analisis no lineal geométrico de estructuras de barras.

Se explorard un nuevo campo dentro de la teoria de estructuras, que es el aso-
ciado a soluciones no-lineales mas generales.

El proceso de estudio del comportamiento estructural parte de una base general
procedente de una asignatura de Mecdnica Clésica. En la misma, se plantearon las
ecuaciones generales que definen los campos de desplazamientos del sdlido rigido,
obteniéndose como solucién unas ecuaciones diferenciales del movimiento, que
son vdlidas tanto para valores pequefios como grandes de los diferentes grados de
libertad. Desde el punto de vista matemdtico, la estructura general de estas ecua-
ciones diferenciales es de tipo no lineal.

Al iniciar el estudio de la Teoria de Estructuras, se sistematizo el uso de la teoria
lineal. Partiendo de la teoria de la Elasticidad Lineal, se propusieron diferentes sim-
plificaciones cineméticas para introducir el estudio de piezas alargadas sometidas
a esfuerzos axiles, flectores, cortantes o torsores. Asimismo, se estudiaron los des-
plazamientos en piezas alargadas, simplificindose de manera particular las formas
de considerar los alargamientos y giros en las barras.

Posteriormente, dentro de la asignatura “Anélisis de Estructuras”, se han estudia-
do el método matricial, y el de los elementos finitos, manteniendo la teoria lineal.
Esto supone que frente a un conjunto de fuerzas, la solucion es tnica si el sistema
estd correctamente vinculado.

Puede afirmarse que, hasta este momento, el alumno se encuentra sobreexpuesto
[2] a las conclusiones propias de la teoria lineal.

Al acercarse al estudio de fendmenos no lineales, es necesario retomar los plan-
teamientos generales y abandonar ciertas conclusiones de la teoria lineal. Sélo asi
se explica la aparicién de mas de una configuracion de equilibrio para un proble-
ma, gobernado por una ecuacion de tipo no lineal. Es necesario por tanto liberar la
mente de ataduras, “mente fresca, pero no vacia” [2].

Esta parte de la asignatura se centra en el estudio de los problemas de estabilidad
0 pandeo en régimen eléstico del material. En inglés, se denomina elastic buckling,
para distinguirlo del estudio del problema de pandeo en el cual aparecen deforma-
ciones pldsticas (o en general, aneldsticas). Todos estos conceptos se aclarardn y
desarrollaran en las sucesivas secciones. El contenido se ha estructurado en dos
partes:
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Parte I: Fundamentos matematicos. Este apartado es introductorio y presenta
un complemento formativo muy necesario para poder entender los desarro-
llos mateméticos de la teoria de pandeo eldstico. En el mismo se expone el
estudio basico de las ecuaciones diferenciales. Dentro de las mismas, se ha
desarrollado mas la parte relativa a ecuaciones diferenciales de tipo lineal, y a
las técnicas basicas de resolucion.

Parte II: Inestabilidad de piezas comprimidas. En esta parte se introducen los
capitulos propiamente destinados al estudio de la teoria de pandeo eldstico.

En primer lugar se introducen las diferencias entre la descripcion lineal fren-
te a la no lineal en el contexto de un problema sencillo de equilibrio de un
sistema de un grado de libertad. Este problema permitird observar que el plan-
teamiento general y mas intuitivo del problema genera una ecuacion no lineal.
Se observara que la solucion para los puntos de equilibrio no es tnica. Se in-
troduciran los conceptos de equilibrio estable e inestable entre las ramas de la
solucién. Se introducira asimismo el concepto de carga critica, o punto de bi-
furcacién de equilibrio. Este ejemplo permitird también introducir el concepto
de linealizacion. Se compararan las conclusiones obtenidas entre la teorfa li-
neal y la no lineal, acotando la validez de los resultados aportados por la teoria
lineal.

A continuacion se desarrollan el estudio de piezas comprimidas aisladas. Se
presentard un nuevo elemento estructural, denominado columna. Se obser-
vardn las diferencias existentes entre la solucién linealizada y la no lineal
general. Se observardn asimismo la dependencia de las soluciones a las condi-
ciones de apoyo en los extremos. Se observard el importante papel que juegan
las imperfecciones geométricas en el comportamiento de la barra comprimida.

Finalmente, se extenderdn los conceptos vistos en célculo matricial, incorpo-
rando un nuevo tipo de barra, denominada la viga-columna. Se introducira el
andlisis no lineal de estructuras. La condicién de pandeo global surgird asocia-
da a la singularidad de la matriz de rigidez global del sistema. Se desarrollard,
para sistemas de carga proporcional, el andlisis de los factores de carga de
pandeo, y los modos de pandeo asociados.

Para superar con éxito esta parte de la asignatura es importante haber compren-
dido bien los contenidos del Método Directo de la Rigidez. Se recomienda al
alumno que refuerce los fundamentos de las diferentes partes que se han estu-
diado en “andlisis matricial” (grados de libertad, cambios de base, apoyos no
concordantes, condensacidn, etc), ya que en esta parte de la asignatura se in-
troduce un nuevo elemento (la viga-columna), pero no se repiten los conceptos
vistos alli.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS

Differential equations form the basis for the scientific view of the world
—V.I. Arnold

If you wish to foresee the future of mathematics, our proper course is to study the history and
present condition of the science
—Henry Poincaré

However varied may be the imagination of man, nature is a thousand times richer, ... Each of the
theories of physics ... presents (partial differential) equations under a new aspect ... without the
theories, we should not know partial differential equations

—Henry Poincaré

En el estudio de problemas de fisica matematica, se plantean ecuaciones en
las que interviene una funcién y(x) y sus derivadas. Estas ecuaciones se deno-
minan ecuaciones diferenciales. En este capitulo se introducen los fundamentos

Inestabilidad de Estructuras, Tercera Edicion. 3
Por A. E. Martinez Castro, E. Puertas Garcia, R. Gallego Sevilla, M. Chiachio Ruano (©) 2020



4 INTRODUGCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

matematicos implicados en este tipo de ecuaciones. El estudio mds general de las
ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales cae fuera del dmbito
de este documento. Se recomienda al lector que desee profundizar en este aspecto
las siguientes referencias:

= Libro de Lev Elsgoltz [6], de la editorial MIR. Se pueden encontrar algunas
ediciones traducidas del ruso, como la de la editorial Mir-Rubifios. En esta
obra se muestran los aspectos béasicos de la teoria de las Ecuaciones Dife-
renciales lineales, y sus diversas formas de integracion. También se exponen
temas de célculo variacional.

» Libro de Ecuaciones Diferenciales de la Serie Shaum [3]. Los libros de la serie
Shaum son muy précticos y cubren muy bien las necesidades del estudiante de
ingenieria.

= Libro de Murray R. Spiegel [10]. Es un libro cldsico, muy claro y enfocado
para un estudiante de ingenieria. Contiene tres bloques bésicos: i) Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias, ii) sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias,
1ii) Ecuaciones en Derivadas Parciales.

= Libro de T. Myint-U [9]. Trata los sistemas de ecuaciones en derivadas par-
ciales. Muy completo y revisado en su cuarta edicién. Es un libro muy bien
escrito y curioso, por sus numerosas citas de frases de cientificos y pensadores
en torno a la ciencia y las matemaéticas. Algunas de las frases de esta publica-
cién estin obtenidas de sus paginas.

1.1. Introduccion

Al estudiar un fenémeno fisico, con frecuencia no es posible encontrar de in-
mediato las leyes que relacionan las magnitudes que gobiernan dicho fenémeno.
Sin embargo, es facil establecer la dependencia entre las magnitudes bdsicas y sus
derivadas. Las ecuaciones que se plantean, por tanto, contienen como incégina fun-
ciones desconocidas, de las cuales se conocen las relaciones que han de darse entre
la funcién y sus derivadas.

Se denomina ecuacion diferencial a una ecuacién cuya incognita es una fun-
cién. La funcién puede ser escalar o vectorial. En la ecuacién aparece la funcién
incégnita, combinada con expresiones que implican sus derivadas. Veamos algunos
ejemplos:

1. La ecuacion
dx —
i
es la ecuacion de la desintegracion radiactiva, en la cual k es la constante de

—kx (1.1

desintegracion y x es la cantidad de sustancia no desintegrada que existe en
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la muestra en el tiempo #. La observacion fisica que da origen a esta ecua-
cién consiste en plantear que la velocidad de desintegracion (que es el término
dx/dr), en un instante de tiempo ¢, es proporcional, y con signo negativo, a la
cantidad (o concentracién) de sustancia no desintegrada.

2. La ecuacién del movimiento de un punto material puede escribirse como,

=) (1.2)

en la cual m es la masa del punto material, r es el vector de posicién, y F

representa el vector fuerza dependiente del tiempo ¢, el radio-vector r y la
) r

velocidad —.

3. La ecuacion que gobierna la torsién de Saint Venant en una pieza prismaética
de seccion constante es,

9?d(y,z) N 9°®(y,z)
)2 922

=-2GO (1.3)

respecto al sistema de referencia ubicado en el centro de gravedad Z{G:x,y,z}
siendo el eje x colineal con la directriz de la barra, y los ejes y y z contenidos
en la seccién de estudio. La constante G es el médulo de rigidez tangencial,
y O es el pardmetro de deformacién angular unitaria de la seccién (dngulo de
torsion girado por unidad de longitud en la directriz de la pieza).

1.2. Clasificacion y definiciones

Las ecuaciones diferenciales pueden clasificarse, atendiendo al niimero de va-
riables de las que depende la funcién, como sigue:

Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO) Son aquellas en las cuales la funcién a
determinar depende inicamente de un pardmetro. Por ejemplo, en la ecuacion
de desintegracion radiactiva (1.1), la funcion x(¢) sélo depende de un parame-
tro, el tiempo ¢. También son Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, formando
un sistema, las que intervienen en el andlisis del equilibrio dindmico de un
punto material, visto anteriormente en la ecuacién (1.2).

Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) Son aquellas en las que las funciones
dependen de varias variables, y las relaciones se establecen con derivadas par-
ciales respecto a algunas de estas variables. Por ejemplo, la ecuacién (1.3) es
una ecuacioén en derivadas parciales.

Se denomina orden de una ecuacion diferencial al grado de la derivada m4s alta
de la funcién desconocida que interviene en la ecuacion.
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EJEMPLO 1.1 Orden de una ecuacion diferencial

= La ecuacién de flexién de una viga de Bernoulli-Euler, de médulo de elastici-
dad E, momento de inercia constante /, y carga distribuida por unidad de linea
p(x) (positiva en la direccion y positiva) es:

dy*(x) _ p(x)

—t = 1.4
dx El (14)
es una EDO de cuarto orden, ya que la derivada més alta que aparece es de
orden 4.
= Laecuacién ;
dy” d
Zx(f) +cos(x) {3) — f(x) (1.5)
es una EDO de orden 3.
= La ecuacion 5 2
u(x,y,z) u(x,y,z) —I—u(x,y,z) =0 (16)

dx2dy? 2729y
es una EDP de orden 5.

Se llama solucion de una ecuacién diferencial a una funcién tal que, al ser susti-
tuida en la ecuacidn, la convierte en una identidad. Asi, para la ecuacién (1.1) de
desintegracion radiactiva, su solucion es:

x(t)=ce ™™ (1.7)

siendo ¢ una constante arbitraria.

Notese que la solucion representada por la ecuacion (1.7) depende de una cons-
tante c, la cual ha de ser determinada a partir del conocimiento inicial que se tenga
sobre la funcién x. Si, por ejemplo, se sabe que para el tiempo ¢ = g la cantitad de
sustancia que se desintegra vale xp, es decir x(fo) = xo, entonces, la determinacién
de cuanto debe valer la constante ¢ es inmediata:

x(to) = ce ™M = xg = ¢ = xp e
quedando,
x(t) = xpe K=" (1.8)

El proceso de determinacién de las soluciones de una ecuacién diferencial se
denomina integracion. En el ejemplo anterior, la solucion es analitica y exacta. En
la literatura, existen distintas técnicas de resolucion analitica de ecuaciones dife-
renciales, las cuales s6lo son aplicables cuando la estructura de la ecuacién es de
un determinado tipo. Este tipo da nombre al grupo de ecuaciones que se estd estu-
diando. Asi, en el estudio de las EDO es clasico encontrar procedimientos y reglas
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de integracion aplicables a determinados tipos de ecuaciones. Asimismo, es objeto
de estudio de las ecuaciones diferenciales atribuir propiedades a las soluciones atin
sin haberlas integrado explicitamente: existencia y unicidad, estabilidad, singula-
ridades, etc. Finalmente, los métodos numéricos surgen para resolver ecuaciones
diferenciales de forma aproximada, cuando lo que se desea es obtener una pre-
diccién basada en una ecuacidn diferencial. Este tltimo aspecto estd intimamente
ligado a la ingenieria y a las ciencias aplicadas. Es por esto que en los estudios de
ingenieria, los métodos numéricos (como el método de los elementos finitos) ocu-
pan un lugar destacado dentro de las herramientas matematicas ttiles al ingeniero.

1.3. Problemas de valores iniciales y problemas de contorno

En el ejemplo de desintegracidn radiactiva, la solucion definida en la ecuacién
(1.8) se ha podido determinar imponiendo una condicion inicial. En general, en
el contexto de problemas mecdnicos, este tipo de condiciones estdn asociadas a
informacién que se dispone en un determinado instante de tiempo. Este tipo de
problemas se denominan problemas con condiciones iniciales.

Existe otro tipo de condicién, denominada condicion de contorno, ya que se
establece en el contorno (o frontera) de un dominio. En problemas de mecénica de
sélidos, corresponde con lineas, superficies o volumenes que describen cada tipo
de modelizaciéon empleada para los sélidos. Asi,

= Las vigas se modelizan mediante su linea media, correspondiendo su contorno
a los puntos inicial y final de la viga.

= Las placas y laminas se modelizan mediante la superficie media, correspon-
diendo su contorno a las lineas que definen sus fronteras.

= Los sélidos se definen mediante un volumen limitado por las superficies que
forman su contorno.

Se denomina problema de contorno a la buisqueda de solucién de una ecua-
cién diferencial con condiciones definidas en su contorno. Nétese que es necesario
especificar condiciones en todo el contorno (valores de la funcién, derivadas direc-
cionales, o condiciones mixtas). Al contrario que ocurre en un problema de valores
iniciales, se especifican los valores conocidos de la funcién en un conjunto de pun-
tos, y no sélo en un instante de tiempo.

EJEMPLO 1.2 Viga biempotrada

Anteriormente se vio que la ecuacién (1.4) es la ecuacién de flexion de
vigas de Bernoulli-Euler. Cuando el término de carga es una funcién constante,
p(x) = g, la ecuacién queda:
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') g

dx* EI

La integracidn de esta ecuacidn es sencilla, ya que basta integrar en x a cada
lado de la igualdad. Integrando una vez, queda:

(1.9)

dy*(x) q dy’(x)  gx
dr= [ Lax _1*
o / YT e T E e

donde c; es una constante de integracion. Repitiendo el proceso tres veces mds
se obtiene lo siguiente:

dy?(x x2
}c)lx(z ) = —ZEI +cix+ae
dy(x) _ ¢x° :
dx = @+C15+c2x+c3
gx* X3 x?
yx) = +eo—+estextey

24E1 6 2

Finalmente, la ecuacién y(x) queda determinada en funcién de cuatro cons-
tantes. Precisamente esas cuatro constantes se determinan imponiendo las con-
diciones de contorno en los extremos. Si la viga estd empotrada, tanto en x = 0
como en x = /, entonces

dy
0)= — = 0
y(0) ax|
dy
)= -2 =0
y(1) ax|

Las cuatro condiciones de contorno definen en este caso un tnico valor para
las constantes ¢y, ¢3,¢3 ¥ c4. En efecto. Imponiendo que

y(0)=0=c4=0
Imponiendo a su vez que el giro es cero en x = 0,

dy

:0:>C3:0
dxx:O

queda por tanto, tras imponer las condiciones de contorno asociadas a x = 0,
que y(x) debe tener la siguiente expresion,

” qx4+ x3+ 2
x) = col—+e—=
Y 24E1 e T
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Imponiendo ahora la primera condicién en x = [,
14 & 1

q
=0= et = 1.1
Y =0= s Terg T2y =0 (1.10)

y finalmente, imponiendo que el giro en x = [ se anule, tendremos

dy gt I
L S L 111
dx| 6EI 112 T (111

X

Ya solo queda resolver c; y ¢, de las ecuaciones (1.10) y (1.11). De la ecuacion
(1.11) se puede definir la variable ¢, en funcién de c¢1, como sigue

2 I
cZ:—%—cli (1.12)
y sustituyendo en la ecuacion (1.10) se tiene
ql* & ql? I\ I?
— —— | == — ] = 1.13
2461 7% " \6EI T9'2) 2 (1.13)

De esta ecuacién puede resolverse directamente ¢ y sustituir en la ecuacién
(1.12), quedando

_—ql _ qP
T 2EI T 12EI

Finalmente, la ecuacién de la viga queda:

1

B gx*  qlx® g’
YO = 24k 1261 T 24E1
Con esto, se ha resuelto un primer problema de contorno sencillo. Las abscisas
x =0y x =1 constituyen el contorno del dominio matematico de la viga, que
es el conjunto de puntos x contenido en el intervalo (0,7) abierto.

(1.14)

Para facilitar 1a notacidn, en lo que sigue se empleara la notacién simplificada para
las derivadas:

dy(x)
o Y™
En general, el orden de la derivada se escribird con un superindice en nimeros

romanos, a partir de la derivada tercera; asi:

dé;);ix) — yIV (X)

1.4. EDO lineales con coeficientes constantes

Se denomina EDO de tipo lineal a aquella en la cual la funcién y sus derivadas se
escriben como combinacion lineal de funciones que dependen sélo de la variable
independiente. Las funcién o sus derivadas no se encuentran elevadas a ninguna
potencia, ni existen productos entre funciones o sus derivadas.
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EJEMPLO 1.3 EDO lineal

Las siguientes EDO son lineales:

3y"(x) =5y"(x)+8y(x) = 0 (1.15)
YW(x)+12xy"(x) +8y(x) = 0 (1.16)
W) +ey () +8y(x) = o (1.17)

Las siguientes ecuaciones no son lineales, por aparecer productos de la funcién
y(x) o sus derivadas.

Y'(0) 5y (x)y"(x) —6y(x) = e *
Wix)+y*(x) =

Finalmente, las siguientes ecuaciones no son lineales, por no ser los coefi-
cientes que acompaiian a la funcién y(x) o sus derivadas funciones sélo de
X.

cos(x)y' (x) +&W* = 0 (1.18)
y(x) —cos(y'(x)) = 3x (1.19)

Dentro de las EDO lineales, se distinguen dos tipos:

EDO lineales con coeficientes constantes Son aquellas en las que la combina-
cion lineal se realiza mediante coeficientes que son constantes (no dependen
de la variable independiente). Por ejemplo, la ecuacién (1.15) es de tipo lineal
con coeficientes constantes.

EDO lineales con coeficientes variables Son aquellas en las que los coeficientes
que acompafian a la funcion o a sus derivadas son funciones que dependen
de la variable independiente. Por ejemplo, la ecuacion (1.16) es de tipo lineal,
pero no es de coeficientes constantes, puesto que la funcién 12x acompaiia a
la derivada segunda y”(x). Andlogamente, la ecuacién (1.17) es lineal, pero
no de coeficientes constantes. Finalmente, la ecuacion (1.15) si es una EDO
lineal con coeficientes constantes.

En general, una EDO es lineal de coeficientes variables si puede escribirse como
sigue:

ny(x n—1 X X
) 20 1 2D 0 2wy = 1) 1.20)
conn € N,

En la notacién alternativa para las derivadas, también puede escribirse como
sigue:
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an ()Y (x) a1 (0) YV (0 - a1 ()Y () Faox) y(x) = f(x) - (1.21)

En las ecuaciones anteriores, nétese que se ha escrito en el término de la izquier-
da la combinacién de la funcién con sus derivadas, y en el término de la derecha se
ha dejado aislada a una funcién f(x), que no depende de y(x). Si el término f(x)
es cero, la EDO lineal se denomina homogénea; en cambio, si el término f(x) es
una funcién no nula, la EDO lineal se denomina completa.

1.5. Método general de resolucion de una EDO lineal con coeficientes cons-
tantes

Esta seccidn se centra en el estudio préctico del método de resolucion general
de una EDO lineal con coeficientes constantes. El formato general de una ecuacién
de este tipo puede escribirse como,

") () a1 (6) D () -+ ary (x) + a0 y(x) = f(x) (1.22)

siendo ay, . ..a; coeficientes constantes, y f(x) una funcién que sélo depende de x.
La solucidn general de una ecuacidn de este tipo es suma de dos términos.

y(x) = y"(x) +y" (%) (1.23)

siendo y"(x) 1a soluci6n de la ecuacion homogénea, e y,(x) una solucién particular
que cumpla la ecuacion completa.

La ecuacién homogénea es idéntica a la original (1.22), pero con f(x) = 0. Por
tanto,

an " ()] + ap1 0]+ ay ()] + a0y (x) =0 (1.24)

La solucidn de (1.24) contendra las constantes de integracién del problema.
La solucién particular y” (x) es una solucién cualquiera del siguiente problema,

an P (0] + a1 P )V 4t P a0y’ (1) = ) (1.25)

Sélo se exige para y”(x) cumplir con (1.25), que es una ecuacién igual que la
EDO del problema (1.22). No se le exige a y”(x) cumplir ningidn tipo de condicién
de contorno. Por lo tanto, no existe una tnica posibilidad, siendo cualquier y”(x)
que cumpla (1.25) valida para construir la solucién.

Una vez obtenidas y"(x) e y”(x), se construird y(x) = y(x) +y”(x), y a esta
funcion si se le pueden imponer condiciones de contorno, quedando las constantes
libres procedentes de y"(x) determinadas. Nétese que y”(x) no aporta constantes
de integracion a la solucién y(x).
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En lo que sigue se vera el método general de construccién de la solucién ho-
mogénea, y se expondrdn métodos para construir la solucién particular para deter-
minadas formas de f(x).

1.5.1. Metodo de resolucion de la ecuacion homogénea

El método general consiste en probar como solucién una funcién del tipo,

y(x) =e™ (1.26)

siendo y un pardmetro a determinar. Si se asume que y(x) tiene la forma vista en la
ecuacion (1.26), sus derivadas se obtienen de forma sencilla. Asi, para la primera
derivada,

Y (x) = el (1.27)
y en general, para una derivada de orden n, su expresion viene dada por,
Yy (x) = yrer? (1.28)

Sustituyendo la expresion de y(x) propuesta y la de sus derivadas en la ecuacion,
se obtiene que los valores de 7y buscados son los ceros de un polinomio. Basta
resolver los posibles valores de ¥ en el polinomio para encontrar las funciones que
determinan una base de funciones en la cual puede escribirse la funcién y(x) como
combinacién lineal de coeficientes constantes desconocidos. Al resolver para y
pueden presentarse varios casos, lo cual origina diferentes estrategias para construir
la solucién base. Veamos estos casos.

Caso I: Las raices de 'y son todas reales y distintas de cero Este es el caso més
general, y conduce directamente a una base formada por funciones exponenciales.
Veamoslo con un ejemplo.

EJEMPLO 1.4 Resolucion de la ecuacion homogénea, raices reales
Consideremos la siguiente EDO,
Y (x) +3y (x) —4y(x) =0 (1.29)

Claramente, esta ecuacién es una EDO lineal con coeficientes constantes, de
tipo homogéneo. Probemos una solucién del tipo y(x) = e?*. En consecuencia,
las derivadas de y(x) se escribirdn como sigue,

yx) = ye

Y'(x) = ye
y sustituyendo en la ecuacion (1.29), tendremos

Y el 4 3ye" —4e” =0
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agrupando los términos en ¥y observando que e** es comiin, tendremos,
(P+3y—4)e™=0

La funcién e”* no se anula para ningdn valor de x € R. Por tanto, el paréntesis
anterior ha de valer cero, quedando la ecuacién de un polinomio caracteristico,

Y+3y—4=0

polinomio cuyas soluciones son

. 3432444 —3+5

3 > (1.30)
Las dos soluciones de y son
n=1pr=-4 (1.31)
Por tanto, la solucién para y(x) es,
y(x) =cre* 4 e (1.32)

siendo ¢ y ¢ dos constantes, a determinar tras imponer las adecuadas condi-
ciones de contorno.

Caso II: Las raices de Yy son complejas Las raices del polinomio caracteristico
pueden ser complejas. Segun la definicion de la exponencial compleja:

et = ¢4 (cos(b) +isen(b)) (1.33)

Construir la solucién con exponentes complejos es vdlido. Sin embargo, también
puede definirse la solucién en la base de funciones trigonométricas. Vedmoslo con
un ejemplo.

EJEMPLO 1.5 Resolucion de la ecuacion homogénea, raices complejas

Considere la ecuacion
Y'(x) +9y(x) =0 (1.34)

Para resolverla, busquemos una solucién de la forma y(x) = e?*; sustituyendo
la funcién y sus derivadas en la ecuacion (1.34) tendremos

(¥ +9) e”* = 0; (1.35)
La solucién para 7 es:
y==£3i (1.36)
La solucién puede escribirse por tanto como sigue;
y(x) = cre®* et (1.37)
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La pareja de funciones exponenciales, teniendo en cuenta que en cada una de
ellas puede realizarse la expansiéon (1.33) permite cambiar las funciones de
base. En efecto, puede comprobarse, por simple sustitucién en la Ecuacién
(1.34), que la siguiente funcion es solucién también de dicha ecuacion:

y(x) =d;sen(3x) +da cos(3x) (1.38)
con d; y d, dos constantes a determinar.

Caso llI: Raices de Y con el mismo valor, pero multiples Otro caso interesante es
el de polinomios con raices dobles o de orden superior. En este caso la solucién
del polinomio caracteristico tiene s6lo una raiz. Para poder completar la base, es
necesario afiadir funciones adicionales. Estas funciones adicionales se construyen
por producto de la base {x, x>, x*,...}, multiplicada por la solucién exponencial
para una raiz. Vedmoslo con un ejemplo.

EJEMPLO 1.6 Resolucion de la ecuacion homogénea, raices miltiples

Considerese la siguiente EDO,
Y'(x) = 6y'(x) +9y(x) =0 (1.39)
Probando una funcién de la forma y(x) = %, se obtendra:
(P —67-+9) e =0 (1.40)

Claramente, el término entre paréntesis es el polinomio caracteristico, y debe
valer cero. Pero este término puede escribirse como sigue:

Y —67+9=(y-3) (1.41)
Por tanto, la ecuacidn caracteristica queda
(y—3)>=0 (1.42)

cuya solucién es ¥ = 3 doble. La funcién y(x) = e** es solucién de la ecuacion.
Pero puesto que la ecuacion es de orden 2, necesita 2 funciones para definir una
base. Para construir una base, se completa con el producto de potencias en x,
multiplicadas por la propia funcién y(x) = e**, hasta tener tantas funciones
de base como orden tiene la ecuacién. En este caso, s6lo hay que afnadir 1
funcién mds, y serd la y(x) = xe3*. Por tanto, la solucién general de la ecuacién
homogénea serd,

y(x) =c 3+ xe?” (1.43)
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Caso IV: Raices Y = O multiples Finalmente, puede presentarse una ecuacion para
la cual la derivada més baja no tenga orden 0. Supdngase el grado de la ecuacién
n'y sea m el orden de la derivada menor. En este caso, el polinomio caracteristico
presenta ¥ = 0 como solucion, con multiplicidad distinta de cero. En tal caso, es
necesario completar la base con las funciones {1,x,...x" !} para tener una base
con n términos.

EJEMPLO 1.7 Resolucion de la ecuacion homogénea, derivada mas baja

de grado superior a (
Consideremos la siguiene EDO lineal homogénea.

YV (x)+3y"(x) —4y"(x) =0 (1.44)

La busqueda de una solucién del tipo y(x) = e”* implica la formacién del si-
guiente polinomio caracteristico,

P43 -4y =0 (1.45)
La ecuacién anterior es equivalente a
(P+3y-4) ¥ =0 (1.46)

La primera posibilidad para que la ecuacién anterior sea cero es que y> = 0.
Esto implica que ¥ = 0, con multiplicidad 2. Si anulamos el primer paréntesis
de la ecuacion, entonces

Y +3y—4=0 (1.47)

Esta ecuacidn ya se resolvié en el Ejemplo 1.4. Sus soluciones son, 1 =1y
1> = —4. Si considerdsemos que la solucién general fuese,

y(x)=cre"+ e (1.48)

observariamos que, siendo la ecuacién de grado 4, faltarian 2 términos en la
base. Para construir la base, completamos con las funciones generadas por las
potencias {1, x}. Por tanto, la solucién general quedard como sigue

y(x)=¢ e tee ™t taax (1.49)
Claramente, esta solucién verifica la EDO (1.44) e incluye una base completa.
El resto de situaciones que puede presentarse para resolver la ecuacién homogénea

incluye una combinacién de estos casos.

1.5.2. Métodos de determinacion de la solucion particular

No existe un método general que permita contruir cualquier solucién particular.
La bisqueda de una solucién particular depende de la forma que tenga la funcién
f(x). En esta seccion se verdn los casos mas habituales:
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Término f(x) polinomico Consideramos en este caso que la funcién f(x) sea un
polinomio, de grado total m:

f(x)=bo+bix+byx*+---byx™ (1.50)

con by, by, - - - by, constantes. En este caso, se prueba una funcién y”(x) que tenga
la misma forma que f(x).

Y (x) =coterxteax® +-+epx” (1.51)

con ¢y, c1, - - - ¢, constantes, las cuales se determinan sustituyendo (1.51) en la EDO
que debe cumplir, que es (1.25). Las constantes quedan determinadas, ya que una
caracteristica fundamental de la solucién particular es que no incluye constantes
“libres” de integracion.

EJEMPLO 1.8 Bisqueda de una solucién particular cuando f(x) es po-

linomica
Consideremos la ecuacion

¥ (x) +3y (x) —dy(x) = 11 —4x (1.52)
Para construir la solucion particular, probamos una funcién y”(x) de la forma
Y(x)=coterx (1.53)

Notese que se ha considerado una expansion lineal, porque f(x) es lineal. Las
derivadas de esta solucién particular son:

p ()] =c1
[yp(x)]" =0
Sustituyendo en la ecuacion,
0+3c;—4(co+cix)=11—4x (1.54)
quedando
3ci—4cp—4cix=11—-4x (1.55)

Cada potencia de x de forma independiente produce una ecuacién. Escribire-
mos por tanto una ecuacién en la que igualamos todo lo que no lleva potencias
de x, y otra en la que se incluyen los términos que van con x. Esto es asi porque
la ecuacidn anterior es vdlida, para todo x incluido en el dominio de definicién
de la ecuacion, y no sélo para valores puntuales de x.

3C1 —4C():11
—4c1=—-4
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La segunda ecuacién permite resolver c¢; = 1; sustituyendo en la primera, en-
contramos que ¢y = —2. Por tanto, la solucion particular buscada es

W(x)=—-2+x (1.56)

En efecto, puede comprobarse que la funcion y?(x) de (1.56) verifica (1.52).
Esto es asi porque, por construccion, se ha ajustado una y,(x) para que cumpla
dicha ecuacién. Obsérvese que la expresion (1.56) no incluye constantes no
definidas, al contrario de lo que ocurre al resolver para la ecuacién homogénea.

El método anteriormente visto necesita una modificacién, que se da cuando en
la ecuacion homogénea correspondiente hay raices del polinomio caracteristico en
Y= 0. Esta situacién se da, cuando los coeficientes ag, a; ... a¢, con & < n son nulos.
En esta situacién y = 0 es una raiz, de multiplicidad . La solucién particular se
busca del tipo:

yp(x) =x%(co+crx+--+cnx™) (1.57)

analogo al procedimiento de bisqueda de la solucion homogénea. Veamos un ejem-
plo.

EJEMPLO 1.9 Biisqueda de una solucion particular cuando f(x) es po-

linémica y el valor y = 0 esta en la ecuacién caracteristica

Consideremos la siguiente ecuacion,
Y'(x) +y' (x) =x—2 (1.58)

Observamos que la derivada mas baja es y'(x). Esto indica que y = 0 serd un
cero con multiplicidad 1 en la ecuacién caracteristica. Probemos una solucién
particular del tipo:

Y (x) =x(co+ci1x) (1.59)
Derivando y sustituyendo en la ecuacién, se obtiene que ¢y = —3, ¢; = 1/2.
Por lo tanto, X

V() =x(=3+73) (1.60)

Término f(x) tipo f(x) = ek* (bg + by x+---+b,x™) Vamos a distinguir dos ca-
sos. En el primero de ellos, k no es raiz de la ecuacidn caracteristica; en el segundo
de ellos, k es raiz de multiplicidad o de la ecuacion caracteristica.

= Caso 1. El pardmetro & no es raiz de la ecuacion caracteristica. En ese caso, la
solucidn particular tiene la misma exponencial, y se plantea un polinomio del
mismo tipo que el que incluye el término f(x). Es decir,

Y (x) = e (co+erxt -+ cpx™) (1.61)
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= Caso II (denominado también resonante). En este caso, se plantea una solucién
del mismo tipo que f(x), con un polinomio del mismo tipo que el incluido en
f(x), pero se incluye el producto de x%.

Y (x) =x%e* (co+cix+ -+ cpx™) (1.62)

Veamos estos casos en ejemplos.

EJEMPLO 1.10

Consideremos la ecuacién
¥ (x) +9y(x) = &> (1.63)

La ecuacién homogénea tiene valores Y = £i3, y estos valores son diferentes
de 5, que es el pardmetro k de la exponencial. La solucién particular tiene la
misma forma que la exponencial,

YW (x) =ce’* (1.64)

La constante ¢ se ajusta sustituyendo en la ecuacion.

EJEMPLO 1.11

Considérese la siguiente ecuacién
Y'(@) +y(x) =™ (x-2) (1.65)

La solucién particular, teniendo en cuenta que la ecuacidn caracteristica tiene
por valores y = =i, distinto de k = 3, tendré la forma,

yP(x) = " (co+c1x) (1.66)
Las constantes cg y ¢ se determinardn sustituyendo esta solucion en la ecua-

cion

EJEMPLO 1.12

Consideremos la ecuacion
Y'(x) —y(x) =€ (¥ — 1) (1.67)

En este caso, las raices del polinomio caracteristico son ¥ = +1. Observamos
que la raiz Yy =1 es la misma que el exponente de la funcién exponencial, es
decir k = 1. Ademads, tiene multiplicidad 1. Por tanto, se buscard una solucién
particular con el siguiente formato,

¥ (x) = xe* (co+c1x+cpx?) (1.68)

Las constantes cg, ¢ y ¢ se determinardn sustituyendo en la ecuacion.
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Término f(x) tipo trigonométrico Consideremos en esta seccion el caso en el que
f(x) = A sen(kx). Este caso es andlogo a aquel en el que la funcién sea f(x) =
B cos(kx). En ambos casos, A y B son dos constantes. Se distinguen nuevamente
dos casos: que k no sea una de las raices y del polinomio caracteristico, o bien que
s lo sea.

En el caso en el que k no sea una de las raices ¥, probaremos una funcién del
tipo:

yP(x) = ¢1 sen(kx) + ¢ cos(kx) (1.69)

Las constates ¢ y ¢, se determinaran sustituyendo en la ecuacién e igualando los
coeficientes que acompaiien, por separado, a las funciones sen(kx), y haciendo
nulos los coeficientes en cos(kx).

EJEMPLO 1.13
Consideremos la ecuacién
¥ (x) =5y (x) +6y(x) = 2sen(5x) (1.70)

Las raices de y son y; =2y %» = —3. Claramente, k = 5 no es ninguna de las
raices. Busquemos una solucién de la forma

yP(x) = c1 sen(5x) + ¢z cos(5x) (1.71)
Las derivadas primera y segunda son,
[y’ (x)]' =5¢; cos(5x) —5cpsen(5x)
[y’ (x)]" = —25c1sen(5x) —25¢; cos(5x)
Sustuyendo la funcidn y sus derivadas en la ecuacion (1.70), queda
[—25c1sen(5x) —25¢; cos(5x)] —5 [5¢; cos(5x) —5casen(5x)]
+6 [c1 sen(5x) + ¢z cos(5x)] = 2sen(5x)
Agrupando todo lo que va con sen(5x) y cos(5x),
[—25¢1 4+25¢2 4+ 6¢1] sen(5x) + [—25¢2 —25¢1 + 6.¢3] cos(5x) = 2sen(5x)
Quedando un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas,

—19¢1+25¢, =2
—25¢1—19¢, =0

La solucidn de este sistema es

—-19 25

=2 1.72
4937 27 493 (1.72)

Ccl =
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y por tanto, la solucidén particular buscada queda,

—19 25
Ply) = 2 el 1.
yP(x) 93 sen(5x) + 9 cos(5x) (1.73)

Otro caso, de gran interés en el contexto de problemas de vibraciones, se da cuando
la raiz compleja (ik) es precisamente una de las raices del polinomio caracteristico,
de multiplicidad o. En este caso, denominado resonante, la solucioén particular
se construye ponderando la combinacion de funciones trigonométrica, por x*. Es
decir,

yP(x) = x% [c1 sen(kx) + c; cos(kx)] (1.74)

EJEMPLO 1.14
Considérese la ecuacion
y"(x) +16y(x) = 3sen(4x) (1.75)

Las raices del polinomio caracteristico son ¥ = £i4. Puesto que 4 estd presente
en la funcién sen(4 x), la funcién y”(x) debe buscarse de la forma

yP(x) = x [c1sen(4x) + ¢, cos(4x)] (1.76)
La primera derivada es
[V (x)] = [c1sen(4x) + ¢z cos(4x)] +x [c14 cos(4x) —cadsen(4x)]  (1.77)
y la segunda derivada,

[V (x)]" =2 [c14 cos(4x) — cp4sen(4x)] +x [—cy 16sen(4x) — 3 16 cos(4x)]
(1.78)
Sustituyendo en la ecuacién,

2 [c14 cos(4x) —crdsen(4x)] +x [—ci 16sen(4x) —c2 16 cos(4x)] +
16x [c1 sen(4x) + ¢ cos(4x)] = 3sen(4x)

El segundo y tercer sumando del término de la izquierda son iguales, y cam-
biados de signo. Se anulan y por tanto, queda,

2 [c14 cos(4x) —crdsen(4x)] = 3sen(4x)

Igualando los coeficientes que multiplican a la funcién sen(4,x), y los que
multiplican a cos(4x), tendremos dos ecuaciones para c| y ¢;.

8¢y =0=¢c; =0

—8¢c :3:02:—2 (1.79)
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Por tanto, la solucién particular sera

y(x)= —%x cos(4x) (1.80)

Existen mds casos resueltos en la literatura. Puede consultarse en la bibliografia
recomendada, especialmente en [6] otros métodos de construccion de soluciones
particulares.

1.5.3. Ejemplos de resolucion completa de EDO lineales con coeficientes
constates

La solucién general de una EDO lineal de coeficientes constantes se construye
sumando la solucién de la ecuacién homogénea, més una solucién particular.

y(x) =y"(x) +5" (x) (1.81)
Veamos algunos ejemplos de resolucién
EJEMPLO 1.15
Considérese la EDO
y'(x)+3y (x) —4y(x) =11 —4x (1.82)
La solucién de la ecuacién homogénea es
Yix) =cre*+cpe ™ (1.83)

Una solucién particular es,

Yx)=x-2 (1.84)
Por tanto,
y(x) =cre* e Fx—2 (1.85)
EJEMPLO 1.16
Considérese la EDO
Y (x)+y (x) =x—2 (1.86)

La solucién de la ecuaciéon homogénea es
Yy (x)=cre "+ (1.87)

Una solucién particular es

Y (x) = x ({_3) (1.88)
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Por tanto, la solucion de la ecuacion es

Y(x) = cre ™ + e tx (§—3) (1.89)

1.6. Resolucion de una EDO lineal mediante paquetes informaticos

Una forma practica de resolver ecuaciones diferenciales consiste en emplear
asistentes matemdticos de cdlculo simbdlico. Estos asistentes tienen implementa-
dos los principales métodos de construccién de soluciones, y por tanto, permiten
una rapida solucidn prdctica eliminando errores. En esta seccidn se presentaran tres
asistentes matemadticos: Maxima, Mathematica y el paquete SymPy, de Python.

1.6.1. Resolucidon con Maxima

Maxima es un sistema para la manipulacién de expresiones simboélicas y numéri-
cas, incluyendo diferenciacidn, integracién, expansion en series de Taylor, trans-
formadas de Laplace, ecuaciones diferenciales ordinarias, sistemas de ecuaciones
lineales, vectores, matrices y tensores. Maxima produce resultados de alta preci-
sion usando fracciones exactas, niimeros enteros de precision arbitraria y nimeros
de coma flotante con precision variable. Adicionalmente puede graficar funciones
y datos en dos y tres dimensiones.

El cédigo fuente de Maxima puede ser compilado en varios sistemas operativos
incluyendo Windows, Linux y MacOS X. El cddigo fuente para todos los siste-
mas y los binarios pre-compilados para Windows y Linux estan disponibles en el
Administrador de archivos de SourceForge.

Maxima es un descendiente de Macsyma, el legendario sistema de dlgebra compu-
tacional desarrollado a finales de 1960 en el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts
(MIT). Este es el tnico sistema basado en ese programa que esta todavia disponi-
ble publicamente y con una comunidad activa de usuarios, gracias a la naturaleza
del software abierto. Macsyma fue revolucionario en sus dias y muchos sistemas
posteriores, tales como Maple y Mathematica, se inspiraron en él.

La rama Maxima de Macsyma fue mantenida por William Schelter desde 1982
hasta su muerte en 2001. En 1998 él obtuvo permiso para liberar el cdédigo fuente
bajo la licencia de software libre GPL. Su esfuerzo y habilidad hicieron posible
la subsistencia del sistema Maxima. La comunidad cientifica le agradece su de-
dicacion voluntaria, su tiempo y conocimientos, para mantener el c6digo original
de DOE Macsyma vivo. Después de su muerte se formé un grupo de usuarios y
desarrolladores para propagar la audiencia de Maxima.

La Figura 1.1 muestra la ayuda del programa Maxima para resolver EDOs de
segundo orden. Se muestra una pantalla obtenida de la compilacién para Windows,
denominada WxMaxima. En la ayuda, se indica que el procedimiento de resolucién
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estd basado en la transformada de Laplace. El resultado final, para las ecuaciones
analizadas en esta seccion, es independiente del procedimiento empleado para re-
solverlas.

La Figura 1.2 muestra ejemplos de resolucion de EDO lineales de orden 2. Los
ejemplos estan tomados a su vez de algunos ejemplos vistos anteriormente. El dlti-
mo de ellos es interesante, ya que se observa que la solucién propuesta por Maxima
para la solucion particular difiere en una constante, respecto a (1.60). En efecto, la
solucidn particular no es Unica, y puede verse que al sustituir la solucidn particular
propuesta por Maxima en la EDO, también cumple la ecuacion.

? Manual de Maxima | I

3
Oculter  Aras  Imprimir Opciones
Contenido | ndice | Bisqueda | [=][=] [=<][Up][>>] [Top][Contents] [Index][?]
L3 21.1 Introd ion a las i difer
B Esta seccion describe las funciones disponibles en Maxima para el cdleulo de las soluciones analiticas de ciertos tipos de ecuaciones de
=@ Simpifcacién primer y segundo orden. Para las soluciones muméricas de sistemas de ecuaciones diferenciales, véase el paquete adicional dynamics.
® @ Funciones matematicas Para las representaciones graficas en el espacio de fases, véase el paquete plotdf.
= @ Base de datos de Maxima
@ @ Grificos .
@ Lecturay escritura =
Polinomios, [<][=] [=<][Up][>>] [Top][Contents] Index][?]
Funciones Especiales
Funciones elipticas o " o " N
& Linies 21.2 Funciones y variables para ecuaciones diferenciales.

= @ Diferenciacién

j: Ll Funcion: be2 (soluc, xvall, yvall, xval2, yval2)
= @ Ec
o) Resuelve el problema del valor en la frontera para ecuaciones diferenciales de segundo orden. Aqui, soluc s una solucién general

de la ecuacién, como las que calcula ode2, xvall especifica el valor de la variable independiente en el primer punto mediante una
expresion de la forma x = x0, mientras que yval/ hace lo propio para la variable dependiente. Las expresiones xval? y yval2 dan
los valores de estas mismas variables en un segundo punto, utilizando el mismo formato.

Funcién: desolve (ec, x)
Funcién: desolve (feqn_1, ..., eqn_n], [x_1, ... x_n])

La funcién desolve resuelve sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales utilizando la transformada de Laplace. Aqui
las egi (:=1....n) son ecuaciones di les con variables dependientes x_1, ..., x_n. La dependencia funcional de x_1, ... x_n
respecto de una variable independiente, por ejemplo x, debe indicarse explicitamente, tanto en las variables como en fas derivadas.
Por ejemplo,

@ Definicién de Funciones
@ Programacin eqn_1: 'diff(f,x,2) = sin(x) + 'diff(g,x);
eqn_2: 'diff(f,x) + x"2 - £ = 2%'diff(g,x,2);

no es el formato apropiado. El método correcto es

eqn 1: 'diff(£(x),x,2) = sin(x) + 'diff(g(x),x);
eqn_2: 'Aiff(f(x),x) + x"2 - f(x) = 2*'diff(g(x),%,2);

= @ dynamics e &
o ® crnte & La Ilamada a la fincién desolve seria entonces
g S

Figura 1.1 Pégina de ayuda de Maxima para Ecuaciones Diferenciales

1.6.2. Resolucion con Mathematica

El paquete Mathematica ha sido desarrollado por Wolfram Research, y constitu-
ye una excelente opcidn para célculo simbdlico. No es un programa libre, y es mas
completo, en general, que Maxima. Su desarrollo estd fuertemente inspirado en él.

Mathematica permite resolver ecuaciones diferenciales de 6rdenes mds altos.
La Figura 1.3 muestra ejemplos de uso de Mathematica para resolver ecuaciones
diferenciales. Nétese que en la dltima ecuacion, la solucién particular es idéntica
a la propuesta en (1.60). Nuevamente, se hace la observacién de que la solucién
particular no es tUnica, y basta construir una cualquiera que cumpla la ecuacién
diferencial completa.
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@ wxMaxima 13.04.2 [ ejemplol_EDO.wxm ]

Archivo  Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andlisis Simpificar Graficos Numérico Ayuda
(BF e« OG@CC0 — @

7 (%i1) eqn_1: 'diff(f,x,2)+9% = 0 ;
2

(%01) £f+9 =0
dx°

F resn
[ (%12) odeZ(egn_1,f,x);

(%02) f=%klsin(3 x)+%k2cos(3 x)
Fo(%i3) eqgn 2: 'diff(y,x,2) +3%'diff(y,x,1) - 4*y = 11 - 4%x;
[ 2

503) — +3(i —dy=11-4x

(30 12y Plaxr Yy

%5id) odeZ(egn 2,vy,x);

(304) y=28k13e"+3k2%e P ¥ ix-2

_7 {%i5] ean 3 Ydifflypx;2) + "diffiyexel) = x =2;
2

d
yHo—y=x-2
dx? gx

%i6) ode2(eqn 3,y,x):
_x X2 -6x+6

(506) y=$k2%e  +————+8kI

Figura 1.2  Ejemplos de resolucion con Maxima de EDO lineales de orden 2

Actualmente, Mathematica se encuentra en su version 10, y es el principal soft-
ware de andlisis simbdlico que ofrece el mercado. Pueden consultarse sus carac-
teristicas en la pagina web de Wolfram (http.//www.wolfram.com/mathematica/).

+* Wolfram Mathematica 6.0 - [Untitled-5 *]

Hle Edit Insert Format Cel Graphics Evaluation Palettes Window Help

£ untitled 5 *

= DSolve [y ' [x] + ¥y ([x] =a 8in[x], y[x], x]

outjrej= {{y[x] e o[1] + %a (-Cos[®] +5in[x] J}}

miep= DSolve [y " "[xX] + ¥y " [x] = x-2, y[x], x]

2

ower ({121 5> -3x+ T —e™cr11 + 121}
Figura 1.3  Ejemplos de resolucion con Mathematica de EDO lineales de orden 2

1.6.3. Resoluciéon con SymPy

El paquete SymPy dota de habilidades de calculo simbdlico al lenguaje Python.
La principal ventaja del uso de Python y su ecosistema es que es software libre,
y como tal, carece de los problemas de instalaciéon de Mathematica. Su interfaz es
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moderna, sustentada en general mediante el servidor Jupyter (http://jupyter.org).
Este servidor permite convertir un navegador, como Firefox, en el programa nece-
sario para visualizar y renderizar el contenido de las ecuaciones diferenciales.

La figura 1.4 muestra un ejemplo de resolucion, integrado dentro de un cuaderno
de Jupyter Notebook.

Ju pyter EDQ_SYmPYy Last Checkpoint: a minute ago (autosaved) A
File Edit View Insert Cel Kemel Widgets Help Python [conda root] O
+ @B 4+ 3 B C o v (= CelTocbar & # @

Resolucién de una EDO con SymPy
Autor: Alejandro E. Martinez Castro

Dpto. Mecénica de Estructuras e Ingenieria Hidraulica

In [1]: from sympy import init_sessien
init_session()

IPython console for SymBy 1.0 (Python 2.7.12-32-bit) (ground types: python)

These commands were executed:
>»> from _ future_ import division
>>> from sympy impo:
>>> %, ¥, z, t
>>> k, m, n = symbols('k m n', integer=True)

port +

symbols('x y z &')

»»> £, g, h = symbols('f g h', cls=Function)
>>> init_printing()

Documentation ean be found at http://docs.

A confinuacién se va a resolver la EDO
V) + () = a sin(x)

En primer lugar definimos el simbolo y como funcin, y @ como simbolo.

In [2]: |y = Function('y')
a = symbols('a’)

A confinuacién se define la EDO. La forma mas directa es definir una ecuacion gue se va a igualar a cero. No es necesario escribir el signo "igual a"
Simplemente. se escribe la ecuacion que se va a igualar a cero.

Y@+ y@®) —asin(x) =0
In [3]: eq = y(x) .GifE(x) + y(x) - a * sin (x)
Finaimente, se va a resolver la ED0.

In [4]1: deelve(eq

= (C\ + %(sin(x} — cos [x))) e

Figura 1.4 Ejemplos de resolucion con Python (SymPy) de una EDO lineal de orden 2
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CAPITULO 2

INESTABILIDAD DE BARRAS
COMPRIMIDAS

It is not say in the Bible that all laws of nature are expressible linearly
—Enrico Fermi

Using a term like nonlinear science is like referring to the bulk of zoology as the study of non-
elephants animals
—Stanislaw Ulam

De manera intuitiva, el concepto de inestabilidad en un elemento estructural
puede asociarse a la idea de que un pequerio cambio en la accién que solicita al
elemento causa un gran cambio en el campo de desplazamientos. Si este cambio en
los desplazamientos es suficientemente grande, o se produce en un elemento critico
de una estructura, la inestabilidad local puede provocar el colapso de la estructura
completa. Por tanto, comprender los fundamentos de la teoria de estabilidad, o los
mecanismos que llevan a una estructura completa o a algunos de sus elementos a
ser inestables, es una tarea importante en ingenieria.

En este capitulo se tratan los problemas de estabilidad de columnas aisladas. El
marco de trabajo es el de la teoria de pandeo eldstico. Entre las diferentes refe-

Inestabilidad de Estructuras, Tercera Edicion. 29
Por A. E. Martinez Castro, E. Puertas Garcia, R. Gallego Sevilla, M. Chiachio Ruano (©) 2020
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rencias bibliograficas existentes en el estado del arte, se recomienda al lector las
siguientes:

= Libro de Timoshenko y Gere, Theory of Elastic Stability [11]. Referencia clési-
ca en teoria de pandeo elastico. Existen ediciones tanto de McGraw-Hill como
de Dover. El libro desarrolla la formulacién tedrica a los problemas de pandeo.
El libro trata temas cldsicos de pandeo de la viga-columna, pandeo torsional y
lateral, pandeo de arcos, placas delgadas y ldminas, entre otros temas.

= Libro del profesor José Dominguez Abascal, de la ETS de Ingenieros Indus-
triales de Sevilla [S]. Los contenidos de este libro son los que se han impartido
en la parte de Inestabilidad Estructural, en Andlisis de Estructuras I, de la li-
cenciatura en Ingenieria de Caminos, Canales y Puertos de Granada.

= Libro de Juan Tomds Celigiieta, Curso de andlisis estructural [4]. Este libro
desarrolla en un capitulo especifico los temas que se veran en esta asignatura,
asi como otros muy importantes pero que, por limitaciones de tiempo, no se
veran en esta asignatura en detalle. Son los temas relativos a pandeo ineldstico
(teorfa del médulo tangente, médulo reducido, teoria de Shanley) y a andlisis
no lineal (métodos iterativos para resolver la ecuacién no-lineal de equilibrio).
El libro esta escrito en espaiiol (castellano).

= Libro de Bazant y Cedolin [1], Stability of Structures. Elastic, Inelastic, Frac-
ture and Damage Theories. Libro escrito por dos autores, hijos a su vez de
prestigiosos ingenieros, investigadores y profesores, a los que se rinde tributo
en el libro (Zdenék J. BaZant y Lionello Cedolin). Este libro plasma la ex-
periencia docente de ambos autores, tanto en la Universidad de Northwestern
como en el Politécnico de Milan. Es interesante consultar la referencia al autor
principal en la pagina web

http://www.civil.northwestern.edu/people/bazant/

donde se incluye un video breve (menos de 4 minutos) con referencias a sus
logros cientificos, ingenieriles y académicos. El libro es adecuado como li-
bro de texto para estudiantes de grado, asi como libro de consulta para estu-
dios avanzados. Cubre temas de analisis dinamico de la inestabilidad, métodos
energéticos, y especialmente, teorias aneldsticas (pandeo elastoplastico, pan-
deo por fluencia), de dafio y fractura.

= Librode T. Galambos y A. Surovek, Structural Stability of Steel: Concepts and
Applications for Structural Engineers [8]. El profesor Theodore Galambos es
una de las mayores autoridades académicas internacionales en problemas de
estabilidad de estructuras metdlicas. Este libro estd orientado a problemas de
estabilidad, en estructura metdlica. Desarrolla temas especificos de rigidiza-
cién y arriostramiento para mejora de la estabilidad.
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Otro interesante libro del mismo autor es la referencia Guide to stability de-
sign criteria for metal structures [7]. Es una referencia bdsica en temas de
estabilidad para estructura metélica, en general.

2.1. Motivacion

En esta seccién se mostrard con un sencillo ejemplo que las ecuaciones conoci-
das hasta el momento, procedentes de teoria lineal, no son suficientes para explicar
determinados fenémenos aparentemente simples. El marco de trabajo es el de un
problema de barra flexible trabajando a axil.

Se considera una barra recta, de longitud L, sometida a la accién de una fuerza
F, seglin muestra la Figura 2.1. La barra tiene una seccién constante, de drea A. El
material tiene modulo elastico E. La barra se dispone entre dos apoyos simples. Se
considera un sistema de referencia cartesiano, (x,y), con origen en el punto inicial
1. Se considera el campo de desplazamientos axil u y el campo de desplazamientos
transversal v.

— »F

2
NI AN
.

L ,l/ /I/A

A
Y.

Figura 2.1 Barra flexible sometida a fuerza axil

Se desea determinar la solucién al campo de desplazamientos u, v en los puntos
de la barra.

Podria pensarse que, puesto que el modelo de barra trabajando a axil es cono-
cido ya en Teoria de Estructuras, puede plantease que la fuerza induce un estado
de traccién uniforme en la barra, y que la solucién al campo de desplazamientos
es conocida: la barra tnicamente experimentard desplazamientos en la direccién
axil. El incremento de longitud de la barra puede calcularse mediante una sencilla
expresion:

AL = % =u 2.1)
con v = 0, ya que segun la teoria lineal, no hay desplazamientos en la direccién
transversal. Si ahora se plantea que la fuerza F induce una compresién uniforme
en la barra, es decir, si F = —P, la respuesta, desde el punto de vista lineal, es
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idéntica a la anterior, pero cambiando el signo:

PL
AL=—-——""— 2.2
za W2 (2.2)

conv=0.

Si este experimento se lleva a cabo de forma “rudimentaria” mediante una senci-
lla regla de medir elastica y flexible, puede comprobarse que al traccionar la misma,
es dificil medir el desplazamiento axil, pero no se observan movimientos transver-
sales. Por tanto, parece que el resultado obtenido por la teoria lineal es coherente.
Sin embargo, si se induce una compresién, como muestra la Figura 2.2, se observa
claramente que la geometria deformada es, fundamentalmente, de flexion, lo cual
implica que el desplazamiento v no es nulo.

Figura 2.2  Experimento sencillo sobre una regla de medir flexible

Este sencillo experimento ponen en evidencia que las ecuaciones que se han uti-
lizado hasta el momento no son validas para predecir el comportamiento a compre-
sién en este caso. Es necesario, por tanto, recurrir a otro tipo de formulacién para
obtener mayor coherencia entre la respuesta predecible mediante ecuaciones, y la
respuesta experimental. La teoria con la que se ha intentado predecir el compor-
tamiento axil de la barra es lineal. Esta teoria asume ciertos planteamientos, tales
como que el equilibrio puede establecerse sobre la configuracién indeformada. Al
ver la imagen de la Figura 2.2, ficilmente se comprende que la configuracién inde-
formada y la deformada son bien diferentes. Es necesario, por tanto, establecer el
equilibrio considerando la configuracion geométrica que realmente adopta la barra
en equilibrio. Este planteamiento conduce a unas ecuaciones que son no lineales.

El planteamiento no lineal es més general que el lineal, pero la descripcién ma-
temadtica es mas compleja que la asociada a la del planteamiento lineal. En lo que
sigue se verdn ejemplos sencillos que ilustran bien las diferencias entre el plantea-
miento no lineal, y el lineal.
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Recuérdese: la naturaleza es esencialmente no-lineal, y la no-linealidad es la
regla, y no la excepcion.

2.2. Ejemplos sencillos de comportamiento no lineal

Los ejemplos que se desarrollan a continuacién se basan en el anélisis de barras
rigidas, con 1 grado de libertad. En ellos se observard que el planteamiento general
de un problema de equilibrio requiere, como premisa bdsica, establecer las ecua-
ciones de equilibrio en la configuracion en la que éste se produce. Esto conduce a
unas ecuaciones que son no lineales (en general), lo cual supone que la solucién
no tiene porqué ser Unica. El planteamiento no lineal del problema conduce a una
mayor complejidad matematica; sin embargo, los resultados son mds intuitivos que
los obtenidos mediante teoria lineal.

2.2.1. Barrarigida con empotramiento elastico: voladizo

Consideremos una barra rigida de longitud L, empotrada eldsticamente, mostra-
da en la Figura 2.3 (a).

| FL/K

20t
F /2
15+
No lineal
10 ¢ \
Lineal
F 51 |
i H O - i e e — _
Diagrama de cuerpo libre 0 02040608 1 121416 0
@ (b)

Figura 2.3  Barra rigida. Voladizo con empotramiento elastico

La barra se encuentra sometida a la accidn de la fuerza F, vertical. En la seccion
inicial existe una rétula, con una vinculacién a un resorte eldstico lineal de cons-
tante K. El sistema queda definido mediante un dnico grado de libertad, que es el
angulo 6. Tomando momentos en la rétula, la ecuacién de equilibrio queda:

FLcos(0)=M (2.3)
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En el resorte eldstico se ha de cumplir la ecuacién del resorte, que es M = K 6.
Sustituyendo esta relacion en la ecuacion de equilibrio, se obtiene una relacién no
lineal entre F' y 0,
FL 6
K cos(6)
Estarelacién se puede linealizar, considerando la expansién en serie de Taylor de
la funcién cos(0), y reteniendo los términos lineales. En esta expansion, recuérdese
que el angulo 6 debe tomarse en radianes.

2.4)

cos(0)=1——+———--- (2.5)

El segundo término ya es cuadratico en 6. Por tanto, para obtener una aproxi-
macién lineal, debe tomarse inicamente el primer término, quedando

cos(8) ~ 1 (2.6)

Esta igualdad puede admitirse inicamente para valores muy pequeiios de 6. Susti-
tuyendo (2.6) en (2.4) queda la ecuacién de equilibrio, en su versién linealizada

K
F=—6 2.7
7 2.7)

Noétese que en general, la expresion (2.7) parece del todo 16gica en el contexto de
los problemas estructurales que se han visto hasta el momento en esta asignatura.
En efecto, en hipétesis de pequeiios desplazamientos, el momento solicitante es
M = F L, ya que se asume que la configuracién indeformada y la deformada son
indistinguibles. La reaccidn del resorte elastico es M = K 8. Por tanto, desde el
punto de vista lineal, la ecuacion (2.7) es coherente.

La Figura 2.3(b) muestra en abscisas el valor de 0, y en ordenadas el valor
F L/K que se obtiene con la solucién no lineal (2.4). Asimismo, se representa la
solucidn lineal. Puede observarse que:

= Al aumentar el valor del angulo 8, la solucién lineal difiere de la no lineal.

= Los resultados obtenidos por la solucién no lineal son mas intuitivos que los
obtenidos con la teoria lineal. Fisicamente, la relacion de equilibrio se produce
para 6 < 7 /2. La solucion lineal no predice esta cota superior.

2.2.2. Barrarigida con empotramiento elastico: columna

Consideremos ahora la misma barra del ejemplo anterior, pero posicionada ver-
ticalmente, como muestra la figura 2.4(a).

Para una posicion definida mediante el pardmetro 6, la ecuacioén de equilibrio
de momentos en la base es:

PLsen(0) =M =K®6 (2.8)
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Figura 2.4 Barra rigida en posicion vertical, con empotramiento eldstico en la base

Reagrupando,
PL 0

K sen(0)

(2.9)

La ecuacion (2.9) es general, para todo valor del dngulo 6. Establece una rela-
cién entre la fuerza F aplicada, y el dngulo en el que se produce el equilibrio. La
solucién admite dos ramas:

1. Si 8 = 0, retomando la ecuacién (2.8), queda
P-0=0=6=0,VP (2.10)

Esta solucién se representa en la figura 2.4(b), y corresponde con la linea ver-
tical, en la abscisa 8 = 0. En efecto, si 8 = 0, al no producirse momento
solicitante, la fuerza P se equilibra en el apoyo mediante una reaccién ver-
tical, y esta condicion matemdtica se produce para cualquier valor de P, no
importando si dicho valor es pequeiio o elevado.

2. Si 6 # 0, queda la relacion no lineal representada en la ecuacion (2.9).

La rama de la solucién no lineal puede ser linealizada, mediante una expansién
en serie de la funcién sen(0).
0’ 6

sen(9)29—§+§---26 (2.11)

Considerando que sen(6) ~ 6, la linealizacién de la ecuacion (2.9) queda,

PL 6
-~ —1 2.12
K 0 ( )
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Observando la Figura 2.4, la rama de la solucién que tiene sentido para valores
de O diferentes de O se linealiza mediante una recta, paralela al eje de abscisas, y de
ordenada constante PL/K. La teoria lineal, por tanto, ha sido capaz Gnicamente de
predecir un valor de todos los posibles aportados por la curva no-lineal completa.
Sin embargo, como se verd mdas adelante, este valor es sumamente valioso, y se
conoce como carga critica.

En relacién a la Figura 2.4, obsérvese que el valor de carga P = K /L representa
el limite de carga, a partir del cual hay mds de una solucién al equilibrio. Por
debajo de este valor, la solucién es unica, y es la linea recta vertical. El valor de
carga P = K /L representa en este caso un punto de bifurcacion.

Dentro de los problemas de equilibrio del sélido rigido, es interesante no sélo co-
nocer los puntos de equilibrio, sino saber si dicho equilibrio es estable. El anélisis
de la estabilidad de un equilibrio suele estudiarse en cursos de Mecdnica Clésica.
El objetivo es determinar si en el punto de equilibrio, pequefias perturbaciones en
torno a la posicién de equilibrio hacen que el sistema recupere el equilibrio, o bien
tienda a perder la posicién de equilibrio para pasar a otro punto de equilibrio.

El andlisis de estabilidad de un equilibrio puede hacerse mediante un procedi-
miento andlogo al de minimizacidon de funciones. Recordando conceptos basicos
de minimizacién, para encontrar el minimo o maximo de una funcién real de varia-
ble real, se deriva la funcidén respecto a la variable y se iguala a cero. Se obtienen
puntos denominados extremos relativos. Para saber si uno de dichos extremos es
un maximo o un minimo, se debe mirar en la segunda derivada. Si la segunda deri-
vada, evaluada en el extremo relativo, es positiva, el punto serd un minimo; si por
el contrario, es negativa, serd un maximo. Observando una funcién como la y = x?,
es facil ver que esta pardbola, que presenta un minimo en x = 0, tiene derivada
segunda positiva.

En problemas de equilibrio, es necesario acudir a una funcién, denominada po-
tencial, que se representard en este caso con la letra griega I1, para encontrar la
analogia con los problemas de minimizacion.

Esta funcioén IT tiene la siguiente expresion:

1(6) = %KOZ—PL(I —cos(9)) (2.13)

Esta expresion del potencial puede obtenerse a partir de principios variacionales y
de andlisis funcional. El término IT puede descomponerse en dos sumandos,

[I=U+V, (2.14)
siendo,

1
U : Representa la energia elastica del resorte. U = EK 6.

V), : Representa el trabajo de las fuerzas externas, cambiado de signo;

V, =—PL(1 —cos(0))



EJEMPLOS SENCILLOS DE COMPORTAMIENTO NO LINEAL 37

En efecto, nétese que el desplazamiento vertical asociado, en valor absoluto,
es L(1 —cos(0)).

La presencia del signo negativo se justifica mediante teoria potencial/variacional.
En el contexto de problemas estructurales, se puede justificar mediante el Teorema
de los Trabajos Virtuales.

A partir del potencial I1, la ecuacién de equilibrio se obtiene derivando e igua-
lando a cero. En efecto,

dI1
@:0:>K9—PLsen(9):0 (2.15)
ecuaciéon que es idéntica a la expresada en (2.8). Para estudiar la estabilidad del
sistema, se calcula la derivada segunda del potencial,
d*I1
102 =K—PLcos(0) (2.16)
Para la solucién representada por la primera rama, 6 = 0, el valor de la segunda
derivada queda,
d’I1

-~ =k-PL (2.17)
d6? |o_

Este valor vale cero, si K = P L. Para valores de P > K /L, esta derivada segunda es
negativa. Pero una derivada segunda negativa representa un maximo, en este caso,
para la funcién potencial. Por tanto, el sistema serd inestable en este caso.

Para valores de P < K /L, la segunda derivada es positiva, y localmente, se pro-
duce un “pozo” de potencial. Por tanto los puntos de equilibrio son estables.

Nétese por tanto, que el valor P = K /L representa un valor en el cual se produce
un cambio en las caracteristicas del equilibrio.

Observando ahora la segunda rama, definida por (2.9), puede sustituirse la ex-
presion de la derivada segunda del potencial. En este caso, queda,

d311 0
Mﬂ—K<mewJ (2.18)

Puede demostrarse que este valor es siempre positivo. Por tanto, la segunda rama
de la solucién representa puntos de equilibrio estable.

La Figura 2.5 muestra la idea intuitiva del concepto de estabilidad de un equi-
librio, y su relacién con la segunda derivada del potecial, para este caso. Se repre-
sentan tres casos:

= En el primer caso, se representa una bolita que esta en equilibrio en un “valle”.
Al aplicar una pequefa perturbacion en el sistema, las fuerzas restauradoras
del sistema tienden a devolver a esta bolita a su posicién de equilibrio. Este
equilibrio se denomina estable.
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= En el segundo caso, la bolita se encuentra en equilibrio en una “cresta”. Se
intuye que si se aplica una pequefia perturbacién a la bolita, ésta abandonara
la posicién de equilibrio, sin que el sistema sea capaz de hacer volver a la
bolita a la posicién de equilibrio. Ademas, la bolita no encuentra en este caso
una posicién local de equilibrio. Este equilibrio se denomina inestable.

= Finalmente, si se considera un plano horizontal, cualquier posicién es de equi-
librio. Al alterar el equilibrio, la bolita pasa a una segunda posicién, que tam-
bién es de equilibrio. El equilibrio se denomina indiferente.

La Figura 2.6 muestra la posicién de los puntos de estabilidad para el sistema
barra-resorte.

Equilibrio Estable

d’11

— >0
NVI 102 =

Equilibrio Inestable

d’n

@<O

Equilibrio Indiferente

O L

6?2

Figura 2.5 Imagen conceptual de la idea de estabilidad, y su relacién con la segunda derivada del
potencial IT

La teoria lineal obtiene resultados que pueden calificarse como “andémalos’:

» La solucidn sélo es posible si el valor es P = K /L. Sin embargo, observando
los resultados de la teoria no lineal, claramente existe solucién para diferentes
valores de P.

= La solucidn no esta acotada. La solucidn lineal no indica nada acerca del valor
0. Para cualquier valor 0, indica que P = K /L.

Los resultados de la teoria lineal no son correctos, salvo en un punto. Es necesario
recurrir a la teoria no lineal para poder interpretar y validar los resultados de la
teoria lineal. Sin embargo, obsérvese que la teoria lineal es capaz de predecir un
tnico valor que es muy valioso en la practica: el valor P = K/L es precisamente
aquel tal que, para cargas por encima, se obtienen multiples soluciones. Por debajo
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Estable
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Figura 2.6  Puntos de equilibrio estable en sistema barra-resorte

de dicho valor, la solucién es tnica y es estable. Esta conclusion es muy importante
en la préctica.

En lo que sigue se estudiardn sistemas estructurales para los cuales se va a uti-
lizar una solucién linealizada. El ejemplo que en esta seccidn se ha desarrollado
ayudaréd a comprender mejor las anomalias que se observen en los resultados obte-
nidos mediante teoria lineal. La teoria lineal resulta védlida si inicamente se desea
determinar el valor de la carga critica del sistema.

2.3. Pandeo de una columna aislada biarticulada

En la seccién anterior se planteé el problema de equilibrio para un sistema de 1
grado de libertad. Una viga es un sistema de inifinitos grados de libertad. En este
apartado se estudiard un problema andlogo al visto anteriormente con un sistema
de un grado de libertad. Se plantearan las ecuaciones de equilibrio en la configura-
cién deformada, si bien en el caso de la viga, la complejidad matematica dificulta
abordar en primer lugar el problema no lineal, y particularizar las conclusiones al
problema lineal. Este camino general se sigue en algunas referencias, como en el
libro de Galambos [8], seccion 2.2.

Se planteard en primer lugar el problema de equilibrio en la configuracién de-
formada, pero desde una teoria lineal. Se obtendradn resultados extrafios, que reque-
rirdn de las explicaciones aportadas por la teoria no lineal. Se vera que el problema
lineal es capaz de identificar los puntos de bifurcacién de equilibrio, asociados a
determinados modos de desplazamiento de la columna. La teoria lineal sera capaz
de identificar el punto a partir del cual, la solucién recta es inestable.

En la literatura sobre inestabilidad de barras, se introduce el término pandeo para
referirse al fendmeno asociado al paso por el punto de bifurcacién de equilibrio.
En inglés, se introduce el término buckling para referirse a este fendmeno.
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2.3.1. Pandeo de Euler

En esta secciodn se estudia en primer lugar el caso ideal de un elemento articulado
en sus dos extremos, y sometido a una carga de compresién P. Considérese una
viga de longitud L, con apoyos simples en ambos extremos. La rigidez a flexién de
la viga se caracteriza mediante el producto del mddulo eldstico E por el momento
de inercia a flexion /.

Se supondran las siguientes hipdtesis:

1. El elemento es totalmente recto, y la carga P esta aplicada en su eje.
2. Todas las deformaciones del material ocurrirdn en periodo eléstico.

3. La deformacidn transversal que pueda tener el elemento es suficientemente
pequeiia, para poder considerar que la expresion de la curvatura se puede li-
nealizar, .,

1:§Q:44;144,2y/ (2.19)

pods L (Y

Siendo O el giro diferencial de la rebanada, y s el pardmetro arco. Nétese que

para poder linealizar la curvatura, es necesario que y'(x) << 1.

Esta hipétesis de pequefias deformaciones no implica que se desprecien los
movimientos transversales para establecer las ecuaciones de equilibrio. Se li-
nealiza la relacién momento-curvatura.

4. Las condiciones de contorno se establecen en x = 0, y x = L. Puede intuirse
que el punto superior se desplazard, y por tanto, en general, la posicion de
las rétulas no corresponde con estas dos abscisas. Se linealizan por tanto las
condiciones de contorno.

Este problema fue resuelto por vez primera por Euler (1707 — 1783), en 1744.

Se pretende obtener el valor de la carga P que hace posible el equilibro en la
configuracién de flexién (Figura 2.7(a)). Introduciendo un corte en A y equilibran-
do el tramo de viga superior (Figura 2.7(b)) , es posible plantear la ecuacion de
equilibrio de momentos respecto del punto A. En la misma, interviene el momento
que produce la carga P, a través de la distancia y,

M+Py=0 (2.20)

Nétese que el momento flector M se ha representado positivo en el sentido indi-
cado, puesto que si se representa asi, es posible relacionarlo analiticamente con la
curvatura, como

M=EIy’ (2.21)

Sustituyendo (2.21) en (2.20), se obtiene
EIYy'+Py=0 (2.22)
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Figura 2.7 Columna biarticulada. Problema de pandeo de Euler

ecuacién que puede ser escrita también como

P
"+ —y=0 2.23
y +Ely (2.23)

Esta ecuacion es una EDO lineal de coeficientes constantes. Las condiciones de
contorno asociadas a la configuracién de viga biapoyada son:

)=0; y'(0)=0 (2.24)
y(L)=0; y'(L)=0 (2.25)

~

—~
=
|

Nétese que la condicién de apoyo simple es que el desplazamiento y y el mo-
mento flector, que es proporcional a la segunda derivada y” (2.21), deben valer cero
en los extremos x =0y x = L.

La ecuacién diferencial representada por (2.23) es una Ecuacién Diferencial
Ordinaria (EDO) de tipo lineal, de coeficientes constantes, homogénea. Su solucién
puede encontrarse probando una solucién del tipo:

y(x) =e" (2.26)
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Sustituyendo (2.26) en (2.23), y omitiendo el factor e?* (pues no produce solu-
ciones para 7), se obtiene

P
<y2 + EI) =0 (2.27)

Y= i/ % (2.28)

Lo cual genera una solucion para y(x) de tipo trigonométrico

P P
= —. —. 22
y(x) = ¢y sen ( Z] x> + ¢ cos ( i x> (2.29)

Aplicando las condiciones de contorno en x = 0, se obtiene:

La solucién para v es:

y(0)=0=c=0

Por tanto, la expresion de y(x) pasa a depender sélo de cj,

y(x) =c; sen (\ / % -x) (2.30)

Al aplicar la segunda condicién en 0, es decir y”(0) = 0, se obtiene que no es
posible despejar c;; la segunda derivada de esta funcién “seno” vuelve a ser una
funcién “seno”, y al evaluar en x = 0, sale idénticamente 0, no permitiendo despejar
el valor de c;.

Veamos si al aplicar las condiciones en x = L se puede despejar el valor de c;.
Aplicando la condicién y(L) = 0, queda

y(L)=0=c¢; sen (”EPI'L> = (2.31)

Para que esta ecuacion se verifique, hay dos opciones:

P 6‘1:0
cirsenf{4/—-L])=0= 2.32
: < El ) sen( P-L>:0 (2:32)

El

La primera posibilidad conduce a que y(x) = 0. Esta solucién se denomina so-
lucion trivial, ya que sabemos que la solucidn rectilinea sin deflexién transversal
tiene que ser, forzosamente, una forma de equilibrio coherente con la carga aplica-
da, totalmente coaxial con el eje de la columna. Estrictamente, desde el punto de
vista matematico, hay equilibrio. Esta solucién tenia que aparecer entre las posibles
soluciones, pero no aporta ninglin resultado de interés, ya que se buscan soluciones

para y(x) # 0.
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La segunda rama de la solucién es sumamente curiosa: para que la funcion tri-
gonométrica sen(ar) = 0, se tiene que producir para & la condicién de ser mdltiplo
entero de w. En efecto,

sen(a@) =0= a=nm,n=0,1,2... (2.33)

considerando el valor de o en este caso,

P

— -L=nm (2.34)
El

Despejando el valor de P, se obtiene un conjunto indexado de posibles cargas,

(nm)?EI

2

Se obtiene como solucién un conjunto de cargas, denominadas cargas criticas.

P, = P, (2.35)

La carga de valor mds bajo se denomina carga critica de Euler. Corresponde a la
de una columna biarticulada. En general, la carga mds baja se notard como F,,; sin
embargo, para el caso de la columna de Euler, se notard como Pg

m*El

Pr=""0 (2.36)

Ademds, las posibles soluciones para y(x) se encuentran también ligadas a las
cargas criticas P,. Considerando que la forma de la solucién viene descrita por la
ecuacion (2.30), e introduciendo en esta forma los valores de P, encontrados en
la ecuacién (2.35), se encuentra un conjunto indexado de soluciones para y(x) =
yn(x), denominados modos de pandeo:

'””) (2.37)

yu(x) = cysen (T
donde c; es un valor indeterminado.

La solucién del problema de Euler es, por tanto, un conjunto de cargas criticas,
asociadas a un conjunto de modos de pandeo. Para cada n, se asocia el corres-
pondiente valor de la carga critica P, con el modo de pandeo y,(x). La Figura 2.8
muestra las cargas y formas modales de los tres primeros modos.

La solucién obtenida resulta poco intuitiva, y aparentemente, contradice los re-
sultados observables. Esta solucién se ha obtenido porque la ecuacién de gobierno
del problema es lineal. La estructura matemaética es la de un tipico problema de
valores propios. Serd necesario por tanto acudir a un planteamiento no lineal para
encontrar sentido fisico a los resultados obtenidos.

El limite impuesto por el criterio de estabilidad, plasmado en el valor Pz (2.36),
supone una cota superior al valor mdximo de la carga de compresién que una co-
lumna biarticulada puede soportar, considerando que para valores por encima de
Pr 1a solucién es inadmisible por plantear una configuracién de equilibrio estable
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Figura 2.8 Modos y cargas de pandeo de la columna biarticulada

con forma no rectilinea. Este valor ha de ser tenido en cuenta a la vez que otro:
el valor maximo de la carga de compresién por cuestiones resistentes del material.
Veamos un ejemplo para interiorizar estos conceptos.

EJEMPLO 2.1

Considere una columna biarticulada de longitud L = 1 m. El material de la
columna es acero, de limite eldstico f, = 400 MPa, y modulo de elasticidad
E =200 GPa. La seccidn transversal es rectangular, de 50 x 10 mm.

Se pide:

1. Determine el valor de la fuerza maxima de compresion, por criterio resistente
(P max,r)-

2. Determine el valor de la carga critica Pg. Este sera el limite maximo para la
fuerza de compresion, limitada por criterio de inestabilidad.

3. Determine el valor que debe tener L para que se igualen Pg y Py, -

Solucion
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Se considera el sistema de unidades kN, m, para las fuerzas y longitudes,
respectivamente.

. El limite superior para la fuerza méxima que puede resistir la columna se cal-
cula imponiendo que la mixima tensién axil de compresion sea igual al valor
limite f, que es una propiedad del material (resistencia a compresion). Por
tanto,

P, max,r — fy A

siendo, A el drea de la seccién transversal; A = 10E —2-5E —2 = 5E — 4 m?.
Ademds, considerando que f, = 400E — 3 kN/m?2, en el sistema de unidades
del problema, se obtiene que,

Puax,r = 400E — 3 - 5E — 4 = 200kN

Por tanto, Py = 200kN es el limite, por encima del cual, el material plasti-
fica a compresion.

. El valor de Pg puede calcularse mediante la siguiente expresion:

n*El
12

En la expresion anterior interviene en el numerador el momento de inercia /.
Ahora bien, sabemos que la seccién trasnversal tiene 2 momentos de inercia
principales. ; Qué valor debe tomarse para /?. En principio, es necesario estu-
diar el problema para los dos ejes. Cada eje proporcionard un valor de carga
critica. La carga critica serd el menor valor de entre los dos obtenidos para cada
eje, ya que basta superar dicho valor para que se presente la inestabilidad.

Pr =

En este caso, puesto que [ estd en el numerador, se tomard el valor del menor
momento de inercia; puesto que la seccidn es rectangular,

1

I=5(5E-2)- (1E—2)% = 4.166E —9m*
Considerando que en el sistema de unidades, E = 200E6 kN/m?,

_ m?200E64.166E — 9
= .

Pr =8.22kN

El valor obtenido para Pr = 8.22 kN es mucho menor que el valor obtenido
para la carga mdxima por criterio resistente (Fq,» = 200 kN). Por tanto, es-
ta columna estard claramente condicionada por problemas de estabilidad. En
otras palabras; aunque puede comprimirse hasta una carga maxima de 200 kN,
lo cual supone que el material se aprovecha de manera 6ptima, no es posible
superar 8.22 kN, ya que si se supera, aparecerd una forma de equilibro que
supone desplazamiento transversal.
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3. A partir de la expresioén de Pg, es posible despejar L, imponiendo que Pr =

B max,r

y sustituyendo los valores,

2. ) —
L= 200E62 0‘(‘)-166E 2 0.2027m ~20.3cm

El resultado obtenido indica que la columna debe ser acortada desde 1 m hasta
20.3 cm, para que al comprimirla, el valor de la carga mdxima y la critica por
pandeo se igualen.

En este ejemplo se intuye que en una barra alargada, biarticulada, y con
seccion de débil inercia, existird una limitacién por pandeo. Existe una longitud
limite para la barra, a partir de la cual, si se acorta mds, es posible desarrollar
la méxima resistencia de la barra sin que aparezca el problema de inestabilidad
antes que el de agotamiento.

2.3.2. Consideracion de grandes deformaciones

Para resolver los interrogantes que plantea la solucién del problema de Euler,
es necesario considerar la solucién no lineal al problema. Dentro de las fuentes de
no-linealidad (material, o geométrica), en esta seccién se va a considerar que la
curvatura no es pequefia, y que las condiciones de contorno se establecen en los
puntos donde realmente se encuentran las rétulas.

La Figura 2.9 representa la columna biarticulada, en una posicién en la cual el
equilibrio se establece con deformada no rectilinea, para la carga P. A diferencia
del problema lineal, la distancia entre puntos de apoyo no es L, ya que el “carrito”
superior se desplaza hacia abajo. Este hecho se muestra en la figura, mediante la
representacion de la posicion inicial en linea discontinua. En esta ocasion, L es la
longitud de la linea media, que se asume constante durante todo el movimiento
(se desprecia el acortamiento axil), y que para P = 0 coincide con la longitud de la
columna. Se asume por tanto que la longitud total de la columna no cambia durante
el movimiento. En la figura se ha representado ademds el dngulo 8, que representa
el giro en las distintas secciones, siendo el maximo valor de 6 el correspondiente
a las secciones extremas, representado mediante & (6, = ). En relacién a los
pardmetros de la figura, la curvatura x se define como:

~d6

= — 2.38
K= (2.38)
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Figura 2.9 Columna biarticulada. Planteamiento con grandes curvaturas

siendo s el pardmetro arco de la fibra media. La ecuacién de equilibrio (2.20) sigue
siendo vélida; sin embargo, la relacién momento-curvatura pasa a ser:

M=EI— (2.39)
y por tanto, la ecuacién (2.21) pasa a escribirse como,

do
ElI—+Py=0 (2.40)
ds

Puede demostrarse que la solucidon puede escribirse en funcién de una integral
eliptica: !

o= [ @41)
~Jo /1 pZsen¢ '
siendo

p=sen(o/2) (2.42)

!Integral eliptica completa de primera especie
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La integral representada por k' (2.41) es una integral especial, estudiada y tabulada
en el estado del arte 2. A partir de esta integral se pueden definir los parametros:

0 sen(o/2)

= (2.43)
P 4(K)?

P (2.44)

siendo 0 el mdximo desplazamiento transversal, que se presenta en la seccién cen-
tral. Este parametro se muestra en la Figura 2.9. Esta solucién puede analizarse
estudiando la curva {6/L,P/Pg}, de pardmetro c. En el estudio de problemas no
lineales, es habitual describir la relacidn entre la carga y unos pocos pardmetros,
estudiando su evolucién. Se obtienen curvas denominadas caminos de equilibrio,
o equilibrium path. Mediante un test de desplazamiento controlado, es posible ob-
tener la carga que estd en equilibrio con una configuraciéon deformada concreta.
En este caso, si se fija el dngulo a, es posible obtener el valor de la carga P que
es compatible con un o fijo. Para hacer mads claro el andlisis, se ha calculado el
desplazamiento & para ser representado, en formato adimensional, en el eje de abs-
cisas.

La Tabla 2.1 muestra los valores de 8 /Ly P/Pg para diferentes angulos o (en
grados sexagesimales). Esta curva se representa en la Figura 2.10. En la misma,
se representan también la solucién obtenida mediante la teoria lineal, y la solucién
para P/Pg < 1. Es interesante el siguiente limite:

lim — = 1 (2.45)

Este término es el Unico término que queda al linealizar la solucién, expandiéndola
en funcién de . La solucién lineal se ha representado mediante la recta paralela
al eje de abscisas, pasando por el valor P/Pg = 1.

Las conclusiones que se obtienen al introducir la teoria no lineal son las siguien-
tes:

= Si P < Pg, el sistema estd en etapa precritica. La solucién es Unica, y esta
solucién no implica desplazamientos transversales. Ademds, esta solucion es
de equilibrio estable.

» Si P = Pg, la carga es critica, y se encuentra en el punto de bifurcacion. Este
punto de bifurcacién se predice con valor exacto mediante la teoria lineal.

= Si P > Pg, el sistema se encuentra en efapa postcritica. La teoria no lineal
permite resolver la relacidn entre cargas y desplazamientos transversales. Esta

2En Mathematica, puede evaluarse mediante la funciéon EllipticK[p~2]. En Python, la funcién
ellipk (px+2) permite realizar esta integral; es necesario instalar numpy; la funcién se encuentra dentro
del médulo scipy.special. Nétese que en la definicion dada en ambos programas, es necesario introducir el
argumento elevado al cuadrado



Tabla 2.1

PANDEO DE UNA COLUMNA AISLADA BIARTICULADA

o (grados) O/L P/Pg
0 0. 1.

10 0.0553  1.0038
20 0.1097 1.0154
30 0.1619 1.0351
40 0.2111  1.0636
50 0.2562  1.1020
60 0.2966  1.1517
70 0.3313  1.2147
80 0.3597 1.2938
90 0.3813  1.3932
100 0.3957 1.5183
110 0.4025 1.6779
120 0.4015 1.8848
130 0.3925 2.1603
140 0.3751 2.5422
150 0.3489  3.1053
160 0.3123  4.0300

Solucién al problema de Euler no lineal

49
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Problema de Euler. Lineal vs no-linea

4 T T T T T T T T T

— Nolinedl, estable
— Linea
— Estable, sin desplazamiento transversal

PIP,
N

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 2.10  Solucién al problema de Euler: caso lineal vs no lineal

solucién representa una rama de equilibrio estable. Observando la Figura 2.10,
se observa que el sistema tiene un maximo para § /L. Este mdximo se da en
el punto 6/L = 0.403, P/Pg = 1.749, y el valor del dngulo o = 113.76°. A
partir de P/Pg = 1.749, la relacion § /L disminuye, tendiendo asintticamente
a 0 para P — . La Figura 2.11 muestra diferentes configuraciones de equi-
librio, para valores de P crecientes . Se observa que la amplitud maxima del
desplazamiento aumenta hasta un valor mdximo, y luego disminuye.

La teoria no lineal aporta la descripcion completa; por contra, el problema li-
neal permite obtener inicamente el valor de la carga critica. El caso de la columna
biarticulada se comprende bien cuando se compara con el ejemplo visto en la sec-
cién 2.2.2. En efecto, las figuras 2.4(b) y 2.10 son andlogas. En ambos casos, la
teoria lineal predice una linea recta paralela al eje de abscisas, con valor de carga
adimensional 1.

En conclusidn, la teoria lineal aporta una descripcién adecuada de los puntos de
bifurcacién. Las anomalias obtenidas mediante un planteamiento lineal se resuel-
ven planteando el problema de forma no lineal, obteniéndose unas ecuaciones mas
complejas desde el punto de vista matematico. El cdlculo de la carga critica, por
contra, resulta sencillo mediante la teoria lineal.

A diferencia del problema un sistema barra-resorte, el problema de una columna
tiene infinitos grados de libertad. Por eso se obtienen modos de pandeo y cargas
de pandeo. Los modos de pandeo representan los patrones de desplazamiento que
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777 %

EN

Figura 2.11 Posiciones de equilibrio para cargas crecientes. Solucién no lineal

debe tener la columna para que la carga critica sea la asociada a cada modo de
pandeo. Asi, para obtener el modo 2, asociado a la segunda carga critica, basta con
bloquear el punto central, para que la carga critica de esta columna asi vinculada
sea P, = 4 Pg, con un patrén de desplazamiento parecido a y,(x) = sen(27wx/L).
La Figura 2.12 muestra un dispositivo experimental para obtener el modo 2 en una
columna biarticulada: en la seccién central se introduce un bloqueo que impide el
desplazamiento transversal; seguidamente, la columna se comprime axilmente.
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Figura2.12 Modelo experimental para obtener el modo 2 en una columna biarticulada. Universidad
de Northwestern (1969). Fuente: [1]

PINNED PINNED

Figura 2.13 Verificacion ~ experimental de carga critica en columnas con
distintas  condiciones de contorno. Fuente: "Buckledmodel'by Grahams Child -
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Buckledmodel. JPG. Licensed under CC BY-SA 3.0 via
Wikimedia Commons -
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2.4. Pandeo de columnas: influencia de las condiciones de contorno

En esta seccidn se va a analizar el problema de pandeo eldstico en columnas,
considerando las mismas hipétesis que las vistas para el problema de Euler, pero
variando dnicamente las condiciones de contorno. La Figura 2.13 muestra la ve-
rificacidn experimental de que la carga critica varia al variar las condiciones de
contorno.

2.4.1. Elemento biempotrado

La Figura 2.14(a) representa el elemento sometido a compresién simple, con
condiciones de empotramiento en ambos extremos. Si el elemento puede adoptar
una configuracién en equilibrio diferente de la rectilinea, en esta configuracién
existirdn unos momentos de empotramiento, representados en la figura como M.
Este momento depende de la amplitud del desplazamiento.

Figura 2.14 Columna biempotrada
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Planteando el equilibrio de un trozo (Figura 2.14(b)), comprendido entre 0 y x,
la ecuacidn de equilibrio de momentos respecto al punto de corte A es:

Py+M—My=0 (2.46)
Considerando que M = E1y", queda,
Py+EIY' —My=0 (2.47)

Dividendo en la ecuacién anterior entre E I, y pasando al miembro de la derecha
My/E I, queda:
/" P _ My
VYR T E
La EDO (2.48) es de tipo lineal, de coeficientes constantes, no homogénea. Las
condiciones de empotramiento en x =0y x = L son:

(2.48)

y(0)=0, y'(0)=0 (2.49)
y(L)=0, y(L)=0 (2.50)

La solucién de la EDO es suma de la solucion de la ecuacién homogénea més una
solucién particular,

y(x) = y"(x) +y" (%) (2.51)

La ecuacion homogénea es la misma que la vista en el problema de la columna
biarticulada (2.29). Por tanto,

yh(x):cl sen (“1;)1')6) + ¢ cos (“1;)1')6) (2.52)

La solucién particular puede construirse facilmente, ya que el miembro de la dere-
cha de (2.48)es de tipo polinémico. Puede comprobarse que,

»(x) P (2.53)

es solucion de (2.48). La solucién para y(x) queda, por tanto:

P P Mo
= . x|+ 22 2.54
y(x)=¢ sen( £l x)+cz cos( i x)+ P (2.54)

Las constantes ¢ y ¢ han de determinarse imponiendo las condiciones de con-
torno. Comencemos imponiendo las condiciones en x = 0, representadas por (2.49).
Imponiendo que y(0) = 0, queda:
M, Mo

— =0=c=
c2+P (o)) f2
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Imponiendo que y'(0) = 0, y teniendo en cuenta la expresion de la derivada:

Y (x)=ciy/ % cos (\/ % -x) —c“/%sen (\/ % -x) (2.55)

Evaluando en x = 0, queda:

P
y’(O):cH/ﬁ~1:O:>c1:O (2.56)

y teniendo en cuenta los valores de ¢ y ¢, ya resueltos, la solucién queda:

y(x) = % [1 —cos (\/ZX)] (2.57)

Nétese que aunque se han encontrado los valores de c; y ¢, éstos son funcién a su
vez de My, con lo cual, la solucidn no estd determinada. Es necesario imponer las
condiciones en x = L. Imponiendo que y(L) = 0, queda

% ll—cos (\/PL)] =0 (2.58)
P EI

La ecuacidn anterior admite una solucion trivial, consistente en que My = 0. En
tal caso, la tinica solucién para y(x) = 0. Para obtener soluciones que supongan que
y(x) # 0, es necesario plantear que:

| P
1—cos< EI'L> =0 (2.59)

es decir, que el argumento de la funcién coseno valga 1. La funcién cos(0) = 0 si
0 =2nm,conn=1,2,---. Por tanto,

P
\ 77 L=2n7 (2.60)

Los valores de P que verifican esta igualdad son

2nm)?
P, = ( 2 ) EI (2.61)
Para cada carga, se obtiene una forma modal y,(x),
2
yn(x) = 1—cos ( an> (2.62)

El valor de la carga més baja se dard para n = 1 en P,; este valor serd la carga
critica del elemento biempotrado,

27)? 2El
Q) g™ (2.63)

G

Pcr:
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Observando el resultado de la ecuacién anterior, y comparandolo con la expresién
vista para la carga critica del elemento biarticulado (2.36), se concluye que las ex-
presiones son similares. La carga critica de un elemento biempotrado coincide con
la de un biarticulado de longitud L/2. Este resultado puede interpretarse geométri-
camente, ya que si se muestra la solucién correspondiente al modo 1 de pandeo del
elemento biempotrado, y(x) = 1 —cos(27wx/L) (Figura 2.15), se observa que los
puntos de inflexién de la deformada distan L/2 entre si. Por tanto, la parte central
se comporta como un biarticulado de longitud L/2, para el cual, la carga critica

tiene la expresion:
2El

T

(2.64)

Figura 2.15  Longitud de pandeo de columna biempotrada

2.4.2. Elemento empotrado - libre

La Figura 2.16 representa un elemento de longitud L con condiciones de empo-
tramiento en un extremo, y libre en el opuesto. Aislando un trozo, entre 0 y x, e
imponiendo la condicién de empotramiento en x = 0, se obtiene la misma ecuacién
que la ya obtenida en (2.57). Por tanto,

y(x) = % [1 —cos (\/ZX)] (2.65)
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Figura 2.16 Columna con condiciones de empotramiento-libre

Las condiciones en x = L son de extremo libre: no existe por tanto momento
flector ni cortante. La expresion del esfuerzo cortante se verd mds adelante para
una viga-columna, ya que difiere de la viga de Bernoulli-Euler. La condicién de
momento flector nulo puede imponerse mediante la derivada segunda: y”(L) = 0.
Derivando dos veces, e igualando a cero, se obtiene la siguiente ecuacion:

My P P
L) == — —L|=0 2.66

Si se descarta la solucién trivial, que se produce para My = 0, lo cual supone que
y(x) = 0, entonces, para que exista solucién con y(x) # 0 debe cumplirse que:

cos < i -L) =0 (2.67)
EI
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T
La funcién cos(0) vale 0 si 6 es un miiltiplo impar de 5

P T
— - L=02n—-1)—= =1,2,... 2.
7 L=0@n=13, n=12, (2.68)

Por tanto, las cargas criticas de los diferentes modos de pandeo son:

(2n—1)?m2EI
P, = W (2.69)
El valor mas bajo de estas cargas es la carga critica de la columna empotrada-libre.
Paran =1,
_ @wEI
cr — (2L)2
Comparando esta expresidon con la obtenida para la carga critica de Euler del ele-
mento biarticulado (2.36), se concluye que la carga critica en este caso es igual que
la de un elemento biarticulado de longitud doble. En efecto, observando la funcién
en su prolongacion analitica®, (Figura 2.17) se concluye que la distancia entre los
puntos de momento nulo es, precisamente, 2 L.
Los modos de pandeo y,(x) se obtienen sustituyendo los valores de las cargas
P, encontradas en (2.69) en la solucién (2.65), quedando:

(2n— 1)7rx>

(2.70)

(2.71)

n =1-
Yn(x) cos < ¥

2.4.3. Elemento empotrado - deslizadera

La Figura 2.18 representa un elemento de longitud L con condiciones de empo-
tramiento en un extremo, y vinculado a una deslizadera en el apoyo opuesto.

Nuevamente, aislando un trozo, entre 0 y x, e imponiendo la condicién de em-
potramiento en x = 0, se obtiene:

Imponiendo la condicién de deslizadera en x = L, puede plantearse que el giro
es nulo, o que el cortante es nulo. Puede demostrarse que ambas condiciones son
equivalentes. Asi, imponiendo que y'(L) = 0, se obtiene:

My [P P
0/ ——sen|y/—-L|=0 (2.72)
P VEI El

3Se denomina prolongacién analitica o extensién analitica a la funcién extendida que se obtiene evaluando una
funcién analitica fuera del intervalo donde inicialmente estd definida
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V4
2

2L

Figura 2.17 Longitud de pandeo de columna empotrada-libre

Para obtener soluciones diferentes de la trivial, ha de darse que:

— L] =0 (2.73)
Este caso ya se estudi en la columna de Euler. El argumento de la funcion debe
verificar la siguiente igualdad,

—--L=nm, n=1,2,... (2.74)
EI
Por tanto, las cargas criticas son,

g _ (1)’

P (2.75)
Expresion que es idéntica a la obtenida en el caso de Euler (2.35). Paran =1 se
obtiene la carga critica, que en este caso es

El

n’El
Pp=—5—

P (2.76)
Observando la ecuacién anterior, y la Figura 2.19, el elemento empotrado-deslizadera
pandea con la misma carga que un biarticulado de igual longitud.

59
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(b)
(a)

Figura 2.18 Columna con condiciones de empotramiento-deslizadera

Los modos de pandeo difieren respecto al caso de Euler. Sustituyendo los valores
de P, en y(x), se obtiene:

nn x) 2.77)

yn(x) =1—cos (T

2.4.4. Elemento empotrado - apoyado

La Figura 2.20(a) representa un elemento de longitud L con condiciones de em-
potramiento en un extremo, y apoyo simple en el opuesto.

En este caso, ndtese que es necesario el par de fuerzas horizontales My/L pa-
ra que se de el equilibrio. Aislando un tramo entre 0 y x, mostrado en la Figu-
ra 2.20(b), y estableciendo el equilibrio de momentos respecto al punto de corte,
quedea:

M,
M+Py+T°x—M0:o (2.78)
Introduciendo la relacién momento-curvatura linealizada, M = EIy”, dividiendo

entre E I, y pasando al miembro de la derecha la funcién que no depende de y ni de
sus derivadas, queda la siguiente EDO:

P MO X
ry Ly =20 1—7) 2.7
T EI( L 2.79)
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<

Figura 2.19 Longitud de pandeo de columna empotrada-deslizadera

La solucién se construye sumando y"(x) (solucién de la homogenea), mds una
solucion particular y,(x). La solucién de la homogénea es conocida:

yh(x):cl sen (U;I»c) + ¢ cos (“51.)6> (2.80)

La solucién particular, teniendo en cuenta que el término de la derecha es una
funcién lineal, puede tomarse de forma lineal, ajustando los coeficientes para que
se de la identidad en la ecuacién completa. En este caso, puede demostrarse, por

sustitucion en (2.79) que
My X
P(x) = =0 1—7) 2.81
YW= (1-7 2381)

La solucion de la ecuacion es:

y(x) = c; sen <\/Zx> +¢; cos ( % ~x> + % (1 — %) (2.82)

Imponiendo la primera condicién del empotramiento,

My My
y(O) :O:>C2+? :O:>C2:*?
Considerando la condicién y'(0) =0,
P M M
B Mo My
ElI PL P
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Figura 2.20 Columna con condiciones de empotramiento-apoyo
Considerando la solucién para ¢ y ¢, encontrada, la expresion de y(x) es,
My 1 P P X
X) = — | ——=—=sen — x| —cos — X 1—— 2.83
Y= NG ( VEI ) ( VEI )T L (2:83)

El

Imponiendo en el extremo x = L la primera condicién de borde apoyado, y(L) =0,

M 1 P | P

ETl

La solucién distinta de la trivial es posible, si el término del corchete se anula.

1 P P
sen —-L | —cos —-L | =0 (2.85)
L P El El

E

~
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Llamando al angulo

P
0=+ —-L (2.86)
EI
Es posible reescribir la igualdad como,
1
—sen(0) = cos(0) (2.87)

0

Dividiendo entre cos(6), y pasando al miembro de la derecha el denominador,
queda,
tan(0) = 6 (2.88)

La ecuacién anterior es no lineal, y no tiene una solucién algebraica sencilla. La
Figura 2.21 muestra que las soluciones f(0) =tan(6) y f(6) = 6 se cortan en
cada intervalo de definicion de la funcién tan(0), siendo el primer punto de corte
el valor,

6 ~4.493 (2.89)

Considerando que 6 viene dado por (2.86), para la primera carga critica se verifica:

| | |
| | B
| | |
| | |
| | Q |
1 1 % !
: RS :
| | |
| = | |
| E | |
1 ) |
SN AY 3 |
f§ : : : ::.: :
| o At )
| o ,
| o ,
| o ,
| o ,
| o ,
| | |
L ‘
‘\450 /4.493 :
| .

o | /4 ¢
. T i 2z 3%
2! ) L2

1 1 :
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |

Figura 2.21 Representacion de los puntos de corte de tan(0) = 6

P 4.4932E]
—  L=4493=pP, = """~ 2.90
\/; e 2 (220
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Para tener esta expresion similar a la de la carga critica, basta multiplicar y dividir
en el denominador por 72,

n’El n’El
Py =—— ~ 5 (2.91)
T , (0.7L)
4.4932

El elemento empotrado - apoyado tiene la misma carga critica que la de un
biarticulado de longitud 0.7L. La Figura 2.22 muestra la posicién de las dos rétulas
en la funcién solucién; puede demostrarse que la distancia entre ambos puntos es
de 0.7L.

0.7L

Figura 2.22 Longitud de pandeo de columna empotrada-apoyada

2.5. Ecuacion Diferencial de pandeo de columnas

Se han estudiado casos en los que, para cada uno de ellos, se ha planteado el
equilibrio de un trozo de columna, obteniéndose una ecuacién diferencial que en
cada caso se ha resuelto con condiciones de contorno especificas. Es facil compro-
bar que todos los casos anteriores pueden englobarse en uno sélo.

Se considera una columna recta, con carga centrada en su eje. Si se considera
cualquier configuracién de equilibrio, los esfuerzos en los extremos del elemento
seran los representados en la Figura 2.23. Ademas del axil P, existiran un cortante
0, y dos momentos, de valor genérico M4 y Mp. Aislando un trozo de longitud x, y
tomando momentos respecto al punto de corte, se obtiene la ecuacién de equilibrio
de momentos:

M+Py—Ms+0x=0 (2.92)

Considerando que M = EIy", puede escribirse,

EIY'+Py=M,—Qx (2.93)
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Figura 2.23  Pandeo de columna, caso general

Derivando dos veces respecto a x en la ecuacién anterior, el miembro de la derecha
de la igualdad se hace 0. Por tanto,

EIyYV +Py'=0 (2.94)

La ecuacién (2.94) es la Ecuacion Diferencial de pandeo de columnas. Es una
EDO lineal de coeficientes constantes, de cuarto orden. Es posible plantear una
solucién general, ya que la ecuacién es homogénea. Si se busca una solucién del
tipo y(x) = e¥*, las raices de y deben cumplir:

VEI+yYP=0=y (YEI+P)=0 (2.95)
Las soluciones son:
= Por un lado, ¥ = 0 con multiplicidad 2.

= Por otro lado, y= +i+/P/EI.

Este caso corresponde al estudido en el primer capitulo, en la seccién 1.5.1 (Ca-
so IV). Para tener 4 funciones de base, se completa la base con las funciones
{l,x,xz, ... } hasta completar el nimero de funciones necesarias.
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La solucién general es:

P P
y(x) =c¢; sen — x| +co cos — x| +c3teqx (2.96)

El El
siendo c1,c¢p,c3,cq4 cuatro constantes a determinar, imponiendo las condiciones de
contorno. En general, al imponer estas condiciones de contorno, se obtendrd un
problema de valores propios, cuyas soluciones son un conjunto de valores propios

(cargas criticas), asociadas con las funciones propias (modos de pandeo).

2.6. Longitud de Pandeo. Hipérbola de Euler

Del estudio de los casos correspondientes a distintas condiciones de contorno,
se concluye que la expresion de la carga critica puede plantearse general, mediante
la expresion: )

p,—TE! (2.97)
()

siendo /; un pardmetro, conocido como longitud de pandeo. Nétese que la longitud
de pandeo no es una longitud real (no se puede medir fisicamente en la pieza).
Simplemente, es una longitud ficticia que, al ser utilizada en la ecuacién (2.97),
permite obtener la carga critica de una columna con una determinada configuracién
de apoyos. En los casos anteriores se concluy6 que la longitud /; podia interpretarse
geométricamente como la distancia entre puntos de momento nulo, evaluada sobre
el modo de pandeo. La Figura 2.24 muestra la longitud de pandeo [ en los 5 casos
basicos estudiados. La longitud de pandeo /; se suele describir en funcién de un

parametro 3 adimensional.
Ih=BL (2.98)

El pardmetro 3 depende exclusivamente de las condiciones de contorno del pro-
blema. La Figura 2.25 muestra los valores de 8 de los 5 casos basicos. *

La ecuacidn (2.97) permite obtener la carga critica. A partir de la misma, puede
definirse un pardmetro, denominado fension critica, que se define como:

P,
O = AL (2.99)
Considerando la expresion de P, dada por (2.97),
2
n°EIl
= _- 2.100

El momento de inercia / puede escribirse en funcién del parametro r, denominado
radio de giro, como
I=Ar (2.101)

4B es denominado en inglés effective length factor
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I—"
Figura 2.24 Interpretacion geométrica de la longitud de pandeo
048'; 7 ()<8F &5
o¥ 77 e 777 777
B=1 B=05 p=2 =07 B=1

Figura 2.25 Coeficiente  de los 5 casos bdsicos

El radio de giro es una propiedad de la seccidn, y se obtiene indirectamente a través
del momento de inercia / y del 4rea A.

|~

(2.102)
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Considerando la expresion de / definida en (2.101), y sustituyendo en (2.100),

2EA 2 2E 2 2E
LU LA b (2.103)
(lk)*A () <Zk>

r

En este punto, introduciremos un nuevo parametro, A, denominado esbeltez mecdni-
ca. |
==X (2.104)

,
Noétese que la esbeltez mecdnica es un ratio entre dos longitudes que no existen

fisicamente en la columna: por un lado, la longitud de pandeo I, que depende
exclusivamente de las condiciones de apoyo en los extremos de la barra; por otro,
el radio de giro r, que se define mediante (2.102), y que se calcula indirectamente
a partir del momento de inercia / y del 4rea A.

Existe otra esbeltez, conocida como esbeltez geométrica que si se establece so-
bre medidas geométricas, como la longitud L o el canto h. La esbeltez geométrica
se notard como Ag = L/h. Esta esbeltez tipicamente permite identificar si un ele-
mento viga a flexién debe ser tratado con teoria de Bernoulli-Euler, o Timoshenko,
o bien mediante ecuaciones de sélido.

Finalmente, existe otro pardmetro de esbeltez, que es el adoptado en los Eu-
rocédigos para el disefio de columnas comprimidas, denominado esbeltez relativa,
A=./c /Ocr. Esta esbeltez relativa permite plantear la resistencia de la columna
en fase postcritica. Se suele emplear en caso en el que se supera el limite elédstico
con el ratio de deformacién A = /¢ /&cr, siendo €., = o, /E.

Considerando la esbeltez mecdnica, la expresion de la tension critica puede es-
cribirse como sigue:

n’E

Ocr = ?
La ecuacion anterior se conoce historicamente como la hipérbola de Euler. Esta
expresion permite obtener la tensiéon maxima a la que puede ser cargada axilmen-
te una columna para que se presente la carga critica. Nétese que s6lo depende del
modulo eléstico, y de la esbeltez mecédnica. Cuanto mayor es el pardmetro de esbel-
tez mecdnica, menor es la tension critica. Por tanto, la hipérbola de Euler permite
establecer una primera curva de disefio de columnas comprimidas a pandeo: si la
tension axil, calculada mediante el ratio o = P/A, supera el valor o, se producira
un modo de fallo concreto: el pandeo de la columna. Nétese que este modo de fallo
no implica rotura, o consideraciones acerca de la resistencia de la columna en la
fase postcritica. Simplemente, establece el limite a partir del cual la recta deja de
ser la Unica solucién al equilibrio, apareciendo una forma de equilibrio estable que
implica deflexiones transversales.

Nétese que existe una cota superior a la tensién maxima que se puede aplicar,
que depende s6lo del material. Este limite supone otro modo de fallo diferente: la

(2.105)
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resistencia del material. Dependiendo del tipo de material, este limite serd el de
plastificacion, o rotura. Si a este limite se le denomina G, » = fy (tensién méaxima
por criterio resistente), claramente, para una carga P arbitraria, se deben cumplir
ambas condiciones:

resistencia
o— P Sy )

S (2.106)
A o, (pandeo)

Existe una esbeltez limite, A, tal que o, = fy. Si A < Ay, €l criterio de fallo serd
por resistencia, ya que aunque la hipérbola de Euler produce puntos por encima,
dicho limite no se podré alcanzar, ya que el material fallard antes por resistencia.
Para A > A, el fallo se producird por inestabilidad. La Figura 2.26 muestra la
curva de disefio que se obtiene combinando ambos criterios.

Hipérbola de Euler

T T
: : : :| — Resistencia
2501 : : ; ~| — Pandeo 1

200

150

o(MPa)

100

50

0 50 100 150 200 250 300

Figura2.26 Curva de disefio combinando la hipérbola de Euler con el limite resistente. Resultados
para acero E = 210 GPa, f, = 235 MPa

La curva compuesta por ambos criterios es una referencia para el disefio a co-
lumnas a compresion. Sin embargo, las curvas de disefio reales de columnas tienen
en cuenta para cada esbeltez mecdnica la resistencia en fase postcritica, la cual de-
pende del importante efecto de las imperfecciones, como se verd més adelante. En
el comportamiento de columnas, la hipérbola de Euler constituye una cota superior
que no se puede superar.

La Figura 2.27 muestra las curvas europeas de pandeo para columnas de acero.
Cada curva es aplicable a un determinado tipo de seccién transversal, e incluso
depende del proceso de fabricacion. Las curvas reflejan la sensibilidad a las im-
prefecciones. En las mismas, nétese que en el eje de abscisas estd el pardmetro de
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esbeltez relativa A. En ordenadas se representa el factor ¥ de reduccién de la ten-
sién mdxima, respecto a la méaxima resistente (Gpqx = X fy). NOtese que si y =1,
la tensién es la del limite eléstico. Todas las curvas representadas estdn por debajo
del limite impuesto por la hipérbola de Euler y el limite resistente. >

La Figura 2.28 muestra la comparativa entre las curvas de resistencia reales,
y la tedrica de Euler, para perfiles en H. En las mismas, obsérvese que la curva
compuesta definida mediante la ecuacion (2.106) es una cota superior.

Reduction factor

Non-dimensional slenderness A

Figura 2.27  Curvas europeas de pandeo para columnas. Tomado de EN-1993-1 (2005)

2.7. Pandeo con imperfecciones

En el estudio de problemas de inestabilidad de barras es muy importante tener
en cuenta el efecto que tienen las imperfecciones . Dentro de las fuentes de im-
perfecciones, las mas importantes son las geométricas (carga no centrada, pieza no
perfectamente rectilinea), junto con la influencia de la heterogeneidad presente en
la seccién transversal (siendo las tensiones residuales una de las fuentes principales
de no homogeneidad).

Las tensiones residuales son un conjunto autoequilibrado de tensiones que exis-
ten en la pieza, debida a los procesos de fabricacion. Los efectos de estas tensiones
residuales son, princiaplmente, dos: i) por un lado, modifican la posicién tedrica
del centro de gravedad, y por tanto, de la linea de centros de gravedad, dejando

SEste comportamiento es tipico de las columnas, y se denomina pandeo tipo columna. Es diferente del comporta-
miento de las placas y paneles rigidizados, los cuales permiten, bajo ciertas configuraciones, generar mecanismos
internos resistentes en fase postcritica, que permiten que se supere el limite de la tensién critica. Estos meca-
nismos se aprovechan, por ejemplo, en el disefio de las chapas que forman las almas de los puentes metélicos y
mixtos, los cuales suelen estar disefiados para que su resistencia ultima se produzca para tensiones por encima
del limite de pandeo eldstico
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Figura 2.28 Curvas de resistencia de columnas rectas. Tomado de [7]
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de ser dicha linea una recta perfecta; ii) por otro lado, modifican la distribucién de
tensiones interiores, siendo dificil predecir la distribucién real de tensiones que se
dard para cada carga aplicada.

En acero, las tensiones residuales proceden de diferencias en el proceso de en-
friamiento tras el laminado de los perfiles (Figura 2.29). Asimismo, la soldadura
introduce tensiones residuales (Figura 2.30), siendo en ocasiones necesario realizar
tratamientos térmicos de eliminacion de tensiones residuales si las piezas soldadas
van a formar parte de elementos esbeltos comprimidos. En lo que sigue se planteard

‘?‘/]f/(
n, VO 10 V5
IMWWYEENNSS

W 14 x 730 (ksi)

d\

-10 -75-5

125

25

25
ey

~15

o:
=

Figura 2.29 Tensiones residuales procedentes
del proceso de laminado. Tomado de [7]

Figura 2.30 Tensiones
soldadura. Tomado de [7]

residuales

de
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la formulacién linealizada para obtener soluciones a dos tipos de imperfecciones
geométricas. Se planteard qué ocurre cuando la carga no estd perfectamente cen-
trada y cuando el elemento no es perfectamente rectilineo. Mediante el andlisis de
la teoria lineal, se observara que la estructura matematica de las soluciones cambia
profundamente por efecto de las imperfecciones: el problema de valores propios
deja de presentarse, y la solucién que implica y(x) = 0 deja de aparecer entre las
posibles soluciones. El contraste con las soluciones no lineales ayudaran a reinter-
pretar el concepto de carga critica.

2.7.1. Elemento biarticulado comprimido con excentricidad de carga

Se considera en esta seccion un elemento rectilineo de longitud L, pero con una
carga aplicada con una excentricidad e. Este elemento es equivalente a una forma
inicial rectilinea, con dos patillas (superior e inferior) de longitud e. Algo muy
importante es que e, al igual que L, tiene dimension finita, y no es nulo. En relacién
a la Figura 2.31(a) se dispone un sistema de referencia posicionado en el vértice
superior. N6tese que en x = 0 no hay momento flector nulo, ya que el momento
flector, en valor absoluto, serd el producto P - e. Aislando un trozo, mostrado en la

P P

R/ —
i
i

e +—

L

(b)

N

T (a)
P

Figura 2.31 Columna biarticulada con carga excéntrica
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Figura 2.31(b), y tomando momentos respecto al punto de corte, se observa que en
esta ocasion, la fuerza P debe multiplicarse por la distancia (y+ e) para obtener
el momento respecto al punto de corte. Por tanto, la ecuacién de equilibrio de
momentos es:

M+P(y+e)=0 (2.107)

Teniendo en cuenta que M = EIy”, dividiendo entre E I, y pasando al miembro de
la derecha de la igualdad la funcién que no depende de y ni de sus derivadas, se

obtiene: p p
" e
—_—y=—— 2.108
Y+ 77’ o7 ( )

Esta ecuacion ha de ser resuelta, junto con las adecuadas condiciones de contorno.
En esta ocasion, la ecuacidn es una EDO lineal de coeficientes constantes, no ho-
mogénea, de orden 2. Necesita 2 condiciones de contorno para fijar una tnica so-
lucién. Se consideraran las condiciones de desplazamiento nulo en los extremos:

y(0)=0; y(L)=0 (2.109)

La solucién general puede escribirse como sigue:

P P
J’(x):clsen< El~x>+czcos< EI-x)—e (2.110)

Notese que, junto con la ya conocida solucidn de la ecuacion homogénea, aparece
la solucién particular y”(x) = —e; es decir, una funcién constante. Por sustitucién
en la ecuacion, puede comprobarse que en efecto, la solucién particular es correcta.
Imponiendo la condicion y(0) = 0, se obtiene:

y0)=0=cr=¢e (2.111)

Imponiendo que y(L) = 0, y teniendo en cuenta que ¢ = e, se obtiene:

P P
clsen< EI-L>+e cos( EI-L)I]—O (2.112)

P
1 —cos —-L
(2.113)

de donde,

La solucién queda:

l—cos<1/;1-L>
P [ P
sen( — >+Cos< El-x>1 (2.114)

y(x)=e > Zl
sen — L
El
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En ambos extremos se cumple que el momento flector no es nulo, sinoM = E[y" =
—Pe. Observando la solucién, se concluye:

= La solucién existe para cualquier valor de P, y no sélo para un conjunto dis-
creto de valores de P.

= La solucién y(x) = 0 ya no es solucién. No puede serlo, ya que por pequefio
que sea el valor de P, si se introduce la carga con una excentricidad, aparecerdn
momentos flectores que generardn deflexiones transversales, para cualquier P
que se aplique.

Observando la ecuacién (2.114), la solucién es singular si el denominador se anula;

es decir, si
P (nm)*EI
sen — L] =0=P=—"F— (2.115)
El 12

La singularidad aparece asociada al conjunto de cargas criticas de la columna biar-
ticulada. El valor més bajo de todas, para el que se producird la primera singulari-
dad, serd la carga critica de Euler P = Pg.

Para comprender mejor qué ocurre, puede plantearse la solucion lineal y no
lineal de un parametro de desplazamiento. En este caso, si se obtiene la maxima
amplitud de y, que se produce en el centro (¥ = y(L/2)), se obtiene que:

[P
1 —cos —-L
EI [P L N [P L\ _,
= sen — = cos — = |-
Ymax =€ 2 El 2 El 2
sen — L

El

(2.116)
Notese que en las expresiones trigonométricas aparecen un angulo y el dngulo
mitad. Llamando ¢ al dngulo

P
=4/—"-L 2.117
¢ 5l ( )
y teniendo en cuenta las identidades trigonométricas
_ 2(9
cos¢ =1—2sen £} (2.118)
sen® = 2 sen (9) cos (9) (2.119)
2 2
Resulta,
1—1+2sen2<9> ® ®
Vs = € . 22 sen (—) +cos (7) 1 (2.120)
2 sen (E) cos (§> 2 2
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Simplificando,

e (9)

Ymax = € m
2

+m%9)% O (2.121)

7

Llamando & a la deflexion lateral, medida respecto al eje de las cargas,
0 = Ymax+e (2.122)

Puede escribirse,

(2.123)

El denominador se anula para

P L =&
=" p=p 2.124
VEI 2 2 o (2.124)

Analizando el resultado que se ha obtenido, se concluye que, cuando la carga P
tiende a Pg, la deflexién O tiende a infinito. Este resultado no es coherente desde
el punto de vista fisico, ya que no son posibles desplazamientos infinitos. Lo que
ha ocurrido es una consecuencia de las ecuaciones que se han empleado, que son
lineales: la curvatura se ha aproximado mediante y”, y las condiciones de contorno
se han planteadoenx =0y en x = L.

El resultado obtenido es muy importante, ya que la caracterizacion de la carga
critica, desde el punto de vista de la teoria lineal, serd aquella carga que, aplicada a
un sistema, produce desplazamientos infinitos. En efecto, si se idealiza la relacién
entre fuerzas y desplazamientos, mediante la rigidez K, puede deducirse que:

F
F=KU=U=, (2.125)

Si el desplazamiento es infinito, y F' es un valor finito, la ecuacién anterior indica
que K =0. La condicién de carga critica, por tanto, para la teoria lineal, serd aquella
carga que anula la rigidez del sistema. Esta condicién se puede generalizar a un
sistema matricial, como se vera en el capitulo siguiente.

La Figura 2.32 muestra las distintas soluciones para las curvas que relacionan la
carga con la deflexion (adimensionalizadas con la carga Pr y la longitud L, respec-
tivamente). En todos los casos, en P/Pg = 1 se produce una asintota horizontal. Si
se analiza la solucidn con teoria no lineal con grandes curvaturas y condiciones de
contorno no lineales, se concluye que la deflexion maxima no es infinita, sino que
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e/L=0
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Figura 2.32 Diferentes curvas de carga para diferentes excentricidades de carga. Resultados de la
teoria lineal

tiene un miximo y a partir del mismo decrece. La condicién de carga critica real no
puede, por tanto, asociarse a desplazamientos infinitos. La Figura 2.33(a) muestra
la comparativa entre la solucién lineal y no lineal, para una excentricidad e dada.
Puede obervarse que para valores bajos de la carga, ambas curvas estdn cercanas.
Por tanto, la teoria lineal sirve para predecir desplazamientos que no son los ob-
tenidos equilibrando en la configuracion indeformada, hasta cierto valor de carga.
Cuando la carga se aproxima a la carga critica, las diferencias entre ambas curvas
son maximas: la solucion lineal tiende a & = co. En cambio, la solucién no lineal
muestra que el desplazamiento estd acotado. La Figura 2.33(b) muestra diferentes
estadios del proceso de carga no lineal.

La teoria no lineal permite valorar qué es realmente la carga critica de una co-
lumna con excentricidad en la carga. La pendiente de la curva representa la rigidez
del sistema. Se observa que al llegar a una fraccién de la carga critica, la pendiente
cambia bruscamente (sin ser cero). En ese instante, para pequefios incrementos de
carga, se producen grandes cambios en los desplazamientos. Esta era precisamente
la definicidn intuitiva que se vio en la introduccidn de este capitulo.

2.7.2. Elemento biarticulado comprimido con forma inicial no rectilinea

En este apartado se considera el caso en el que el elemento no es perfectamente
rectilineo, aunque el eje de las cargas si es rectilineo. Se supondra que la forma
inicial del elemento es proporcional al modo 1 de pandeo. Esto no tiene porqué
darse en la realidad, ya que el patrén de imperfecciones geométricas es, en general,
arbitrario. Més adelante se verd qué importante consecuencia tiene que las imper-
fecciones no sigan el modo 1 de pandeo. No obstante, para obtener unas primeras
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Lineal

e/L o ‘ y
) I

Figura 2.33  Contraste entre solucién no lineal y lineal

conclusiones, consideraremos por ahora que la forma inicial del elemento viene
dada por la ecuacion:

yo(x) = asen (%) (2.126)

siendo @ un parametro finito, representativo de la maxima amplitud de la senoi-
de, que se producen en x = L/2. La Figura 2.34(a) muestra la forma inicial y la
deformada tras la aplicacién de la carga P.

Se admite que la carga es centrada, el material es eléstico, y las deformaciones
pequeiias. Aislando un trozo de longitud x, representado en la Figura 2.34(b) y
tomando momentos respecto al punto de corte, se obtiene:

M+P(y+yo) =0 (2.127)

Sustituyendo M = EIy", dividiendo entre EI y pasando al asegundo miembro la
funcién yy, se tiene

Vit —y=—— (2.128)

Considerando que yq es en realidad una funcién, cuya expresién viene dada en

(2.127), se tiene
P Pa X
Z
y=—— - 2.129
Y ED Elsen<L> (2.129)
Esta EDO ha de ser resuelta, junto con las condiciones en los extremos. En esta
ocasion, puesto que la EDO es de orden 2, se van a considerar s6lo dos condiciones:
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(b)

Figura 2.34 Columna con forma inicial no rectilinea

¥(0) = 0; y(L) = 0. Para resolver la ecuacion, podria aplicarse el método general,
descomponiendo la solucién en y(x) = y"(x) +y”(x). Sin embargo, en este caso se
va a probar que una solucién del tipo

y(x) = A sen (%) (2.130)

es solucién de la ecuacién (cumple las condiciones de contorno) siendo A un
pardmetro que se va a determinar en funcién de a. En efecto, sustituyendo esta
funcién y su segunda derivada en la ecuacién, queda:

2 P P
—<E) + — | Asen (ﬂ) __4 sen(ﬂ) (2.131)
L El L El L
Por tanto, debe verificarse que
n\2 P Pa
_(Z ~ A= - 2.132
[ (L) +EI] El ( )
de donde
Pa
_ EI _ a _a
A= (£>2 P = 5] = P£_1 (2.133)
L El 2p ' P
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siendo Pg la carga critica de Euler. La solucion general, si P # Pg, es

y(x) = PEL sen (%) (2.134)
g
P

Notese que esta solucidn estd definida, y verifica:
= La solucién no es un conjunto de valores propios P,.
= La solucidn estd acotada. No se obtienen modos de pandeo.

Puede calcularse, al igual que con el caso de carga excéntrica, la relacion existente
entre la carga P y la deflexién médxima &, medida ésta desde la linea de actuacién
de la carga, es decir 8 = Yyuqx + a, siendo yya = y(L/2).

P
a 1 P Pg
E_l—}—a a @_1+ api_l aPE—P ( )
P P P

El valor de la amplitud de la imperfeccion inicial a se ve amplificado por efecto de
la carga P. Es interesante observar el siguiente limite
lim § = oo (2.136)
P—Pg
El resultado indica que, si la carga es la critica, la ampitud de la deflexién maxi-
ma se hace infinito. La ecuacién obtenida para d puede representarse graficamente
para diferentes relaciones a/L iniciales, representindose en ordenadas la carga adi-
mensional P/Pg. Estas curvas se muestran en la Figura 2.35. En todos los casos,
en P/Pg = 1 se obtiene una asintota horizontal. Nétese que esta figura es andloga
a la figura 2.32. Si se hubiese analizado con teoria no lineal, se hubiesen obtenido
curvas del mismo tipo a las mostradas en la Figura 2.33

La carga critica puede interpretarse de forma anéloga a lo visto para el elemento
biarticulado sometido a carga excéntrica. En el entorno de Pg, se produce una caida
brusca en la rigidez transversal de la columna: pequefios incrementos de carga
provocan grandes incrementos de desplazamiento.

Finalmente, es interesante el caso en el que las imperfecciones geométricas no
siguen el modo 1 de pandeo. Imaginemos que la forma inicial hubiese venido da-
da por el modo 2 de pandeo. En tal caso, el elemento comenzaria su deformacién
amplificando este modo 2 de pandeo. Nétese que la carga de pandeo del modo 2 es
P, =4 Pg. En teoria, este elemento podria cargarse hasta superar Pg, y el fendmeno
de amplificaciéon de desplazamientos para pequefios incrementos de carga se pro-
duciria en el entorno de P>. Sin embargo, esto no es asi: al superar el valor Pg, el
elemento es inestable. Se podra superar el valor Pg, pero basta perturbar al ele-
mento para que domine el modo 1 de pandeo, produciéndose un pandeo de tipo
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Figura 2.35 Curvas de carga para diferentes amplitudes de imperfecciéon geométrica inicial.
Resultados de la teorfa lineal

snap-through, con un salto brusco hacia la curva de carga del modo 1. La Figu-
ra 2.36 muestra este efecto.

En general, cuando las imperfecciones no siguen el modo 1 de pandeo, el proce-
so de carga no se ve condicionado, desde el comienzo, hacia el modo fundamental.
En estos casos, por encima del nivel de carga critica Pg, se produce un salto brusco
hacia la forma de equilibrio estable del modo 1. Este modo de fallo es critico en co-
lumnas de acero, pero lo es més en elementos de chapa delgada con forma cilindri-
ca, los cuales son muy sensibles a imperfecciones geométricas. Esta experiencia
puede tenerse comprimiendo axilmente una lata de refresco vacia, y observando
que por encima de un nivel de carga, se produce un salto brusco y el colapso, sin
existir una transicién suave entre la carga y los desplazamientos.
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S-shaped (full sine wave) initial crookedness

4
/
3 / v, /L = 1/1,000
———— PP:=10
T R R — P/Pg = 4.0
£ :
— ]
—
—
|
0
0.00 0.05 0.10 0.15

End slope, radians

Figura 2.36  Efecto de pandeo tipo snap-through en elemento biarticulado con imperfecciones
siguiendo el modo 2 de pandeo. Tomado de [8]






CAPITULO 3

PANDEO GLOBAL DE ESTRUCTURAS DE
BARRAS

3.1. Introduccion

En el capitulo precedente se ha estudiado el pandeo de elementos aislados con
diversas condiciones de contorno en sus extremos (libre, empotrado, articulado,
etc). Sin embargo, un elemento pocas veces puede ser considerado aisladamente,
sino que frecuentemente, se encuentra unido a otros elementos de una estructura,
con diversas condiciones de vinculacién (nudos rigidos, vinculacion flexible, etc).
De esta forma, el pandeo de un elemento depende de las condiciones de otros ele-
mentos, tanto de cargas como de rigidez. La estabilidad de cada elemento depende
de toda la estructura. Es preciso, por tanto, estudiar el problema de pandeo desde
el punto de vista de la estructura completa.

En este capitulo se desarrollard la formulacién matricial que permitiré analizar el
problema de estabilidad global de una estructura. En el contexto de esta asignatura,
es especialmente importante que el alumno repase y considere todos los plantea-
mientos vistos en Anélisis Matricial de Estructuras, ya que se introducird un nuevo
elemento, manteniéndose los conceptos propios del andlisis matricial (cambios de
base, sistemas de referencia, etc).

Inestabilidad de Estructuras, Tercera Edicion. 83
Por A. E. Martinez Castro, E. Puertas Garcia, R. Gallego Sevilla, M. Chiachio Ruano (©) 2020
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3.2. Modos de pandeo global

Para aclarar ideas, nos centraremos en un ejemplo sencillo. Consideremos un
pértico, formado por dos pilares de longitud L, e inercia I, y un dintel, de inercia
1, representado en la Figura 3.1 En este portico, cada pilar se encuentra sometido

p P

NN\ AN

Figura 3.1 Pértico con cargas verticales

a esfuerzos de compresion, debido al efecto de las fuerzas verticales. Por encima
de un determinado valor de carga P, se producird el pandeo de estos pilares. Pero
debido al vinculo formado por el dintel, la carga critica dependera del conjunto
pilares-viga.

La carga critica puede acotarse para determinadas relaciones de inercia entre
el dintel y los pilares. Para acotar estos valores, se van a considerar dos formas de
moverse el conjunto, o modos de pandeo: modo intraslacional, y modo traslacional.

Modo intraslacional En este caso, se considerard que el dintel no puede trasladarse
en la direccidn horizontal. La relacion de rigidez entre el dintel y el pilar determina
la forma en la que el dintel impide el giro en el nudo. La relacién I, /I, alzanza dos
valores extremos:

13/, — : En este caso, el dintel es infinitamente rigido en comparacién con el
pilar, impidiendo el giro. En esta situacion, la carga critica puede determinarse,
considerando que el pilar estd biempotrado. Para este caso, el coeficiente 8 de
pandeo vale 0.5, y por tanto,

m*El

siendo Pg la caga critica de Euler, cuya expresion se vio en la ecuacién (2.36)

1;/I, — 0 : En este caso el dintel no opone resistencia al giro. El pilar se comporta
como empotrado-apoyado, y en esta situacidn, la carga critica puede determi-
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narse, considerando que 3 = 0.7 como:

n’El
P,=——— ~204P 3.2

En conclusién, para el modo intraslacional, y para una relacion I;/I, genérica, la
carga critica se encontrard acotada como

La Figura 3.2 muestra los dos casos extremos de esta situacion.

P lP lP p
d d

g P ! P
P.,=4Pg P, =2.04Pg
NN\ ” NN XN NN\

Figura 3.2 Modos intraslacionales para relaciones limite I; /I,

Modo traslacional En este caso, se considerard que el movimiento horizontal del
dintel no estd impedido. Bajo esta hipétesis, los modos de pandeo adoptardn una
configuraciéon como la mostrada en la figura 3.3. Este modo se denomina también
de cimbreo. No debe de extrafiar que un sistema de carga simétrico en una figu-
ra simétrica produczca una deformada no simétrica. En realidad, la deformada es
asimétrica, y para llegar a la misma, es necesario un planteamiento no lineal. Ya en
el capitulo anterior se vieron configuraciones simétricas que producian configura-
ciones asimétricas en los modos de pandeo.

En funcién de la relacién de rigidez entre el dintel y el pilar, se producirdn
nuevamente dos casos extremos:

I;/I, — ot En este caso, el dintel impide el giro de los pilares. En esta situacion,
la carga critica puede determinarse, considerando que el pilar estd empotrado-
deslizadera. Para este caso, el coeficiente § = 1. Por tanto,

_ mEI

Pcr - 12 PE (34)
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1;/I, — 0 : En este caso el dintel no opone resistencia al giro. El pilar se comporta
como empotrado-libre, y en esta situacion, el coeficiente § = 2 y la carga
critica puede determinarse como:

m?El 1

P = <2L)2 = Z Pg (35)

En conclusion, para el modo traslacional, y para una relacion I, /I, genérica, la
carga critica se encontrard acotada como

1

La Figura 3.3 muestra los dos casos extremos de esta situacion.

P P P P
d
|
|
|
1
'p Td_m
| P p
|
|
Pcr:PE
N N\

Figura 3.3 Modos traslacionales para relaciones limite I /1,

Al comparar ambos casos, se observa que fijando la relacién I /1, en los valores
extremos, el modo traslacional siempre produce una carga més baja que el modo
intraslacional. En este caso, sélo se ha podido determinar los limites entre los que
se encuentra la carga critica para una relacién I; /1, genérica.

Para plantear un caso general, es necesario realizar un tratamiento matricial del
problema, sobre un nuevo elemento, denominado viga-columna.

3.3. El elemento viga-columna

3.3.1. Concepto de viga-columna

En el capitulo anterior se ha descubierto que es posible estudiar el equilibrio
en la configuraciéon deformada, atin cuando la formulacién base mantiene cierta
linealidad. Hasta el momento se conocen dos elementos estructurales que generan
deformadas que implican flexion: la viga, y la columna. En este apartado se intro-
ducird un elemento que participa de ambos comportamientos: la viga-columna. La
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Figura 3.4 muestra el elemento viga, la columna, y la viga-columna, tanto para axil
de compresiéon como para axil de traccién. Veamos por tanto unas definiciones:

Viga: Es un elemento alargado, para el cual dos de sus dimensiones (ancho, can-
to) son mucho menores que la tercera dimensién (longitudinal). Las vigas se
caracterizan por su comportamiento a flexion, siendo éste lineal. Las acciones
aplicadas a lo largo de la viga son transversales al elemento. Asimismo, se
pueden aplicar en los extremos momentos flectores y esfuerzos cortantes.

Columna: Es un elemento de geometria andloga a la de la viga, pero la carga es
Unicamente un axil de compresion, y se estudia en la configuracién deformada,
siendo de interés la configuracién de equilibrio estable que no es la recta. Es
un elemento esencialmente no lineal.

Viga-columna: Es un elemento alargado, con dos de sus dimensiones inferiores
a la tercera dimensién. Participa del comportamiento de la viga, y en el de la
columna. Es un elemento con carga transversal y axil simultidneas, de forma
tal que el equilibrio se estudia en la configuracion deformada. Nétese la dife-
rencia con el caso de la viga, para el caso en el que las cargas transversales
generan un campo de desplazamientos debido a flexién, en el caso de la vi-
ga no se producen modificaciones por efecto del axil. Pero en el caso de la
viga-columna, una carga de compresion provoca una flexibilizacion de la vi-
ga (es como si la viga “perdiese rigidez”, produciéndose una amplificaciéon de
los desplazamientos debidos a flexidn). Un axil de traccién provoca el efecto
opuesto. Y la ausencia de esfuerzo axil convierte a la viga-columna en una
viga.

q

L ¢ b bbb o444y Vie
é — Lineal

— No Lineal

P
-
é Columna

Pt v v v v v v vy g b
% é Viga-columna

T (T,
% é;Viga—columna

Figura 3.4  Viga, columna, viga-columna comprimida y viga-columna traccionada

3
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En relacién a la Figura 3.4, en la parte superior se muestra la viga: frente a una
carga transversal ¢, los desplazamientos son lineales, y se representan en azul. Si
sobre la viga existe un axil, éste no influye en la determinacién de la solucién a los
desplazamientos transversales, ya que la ecuacién del axil aparece desacoplada. A
continuacién se muestra la columna, la cual tiene como caracteristica fundamental
que el equilibrio se estudia en la configuracién deformada, produciendo una defor-
mada de flexién. En general, se vio que la teoria lineal (lineal, pero equilibrando en
la configuracion deformada), sobre la columna ideal, planteaba un problema de va-
lores propios, para el cual se obtenian infinitas cargas de pandeo, e infinitos modos
de pandeo.

La viga-columna es un elemento que, a diferencia de la viga, plantea el equili-
brio debido a la accidén combinada de flexién y axil, en la configuracién deformada.
En la figura se representan los casos de traccion y compresion. En ambos casos,
la linea azul representa la solucién que se obtendria analizando el elemento como
viga. Para un axil de compresion, se obtiene una amplificacién (linea roja) respecto
a la solucién obtenida como viga, ya que aparecen momentos en la configuracién
deformada que son proporcionales a los propios desplazamientos. La rigidez de
una viga-columna depende del valor del axil de compresioén: cuanto mayor es la
compresién, menor es la rigidez, y por tanto, mayores los desplazamientos trans-
versales. En el limite (carga critica), la rigidez se hace cero, y en ese momento,
diremos que el elemento viga-columna ha alcanzado su carga critica.

El axil de traccién produce el efecto contrario. Si se mira la dltima figura, res-
pecto a la solucidn lineal (linea azul) se produce una recuperacién (linea roja).

3.3.2. Ecuaciones de equilibrio interno

En este apartado se planteard un estudio andlogo al que en su momento se plan-
ted para estudiar el equilibrio interno en una viga. Se acudird al modelo de re-
banada diferencial, y a la notacién no-estandard! para plantear las ecuaciones de
equilibrio interno. En esta ocasion, puesto que lo exclusivo de la viga-columna es
que el equilibrio se ha de plantear en la configuracién deformada, es importante
mantener este planteamiento también a nivel de rebanada, dibujando la misma en
posicién “inclinada”, mostrando claramente que estd en posicion deformada.

La Figura 3.5 representa una rebanada de ancho ds. Nétese que respecto a las
direccidnes x e y, se ha dibujado en la posicién inclinada, un dngulo ¢. Nétese que
este dngulo es variable a lo largo de la viga-columna. Estableciendo las ecuaciones
de equilibrio, se tiene:

Equilibrio de fuerzas horizontales: En la direccion horizontal se tiene:

H+dH-H=0=dH =0 (3.7)

'Ver “Anlisis No Standard” en http.//es.wikipedia.org/wiki/Infinitesimal
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q

£ 1 V+dv

M +dM

H+dH

ds

Figura 3.5 Equilibrio de rebanada diferencial de viga-columna

Lo cual implica que H es constante, ya que en la direccién horizontal no se
han aplicado fuerzas axiles. Denominaremos por tanto en lo que sigue H al
axil. Nétese que se ha representado positivo si es de traccion.

Equilibrio de fuerzas verticales: El sumatorio de fuerzas verticales debe ser ce-

ro:
V4+dV -V +gdx=0 (3.8)
De donde se deduce que
v +q=0 (3.9)
o 1T ‘

Equilibrio de momentos: Para el equilibrio de momentos, se tomardn momentos
respecto al punto de aplicacién de los esfuerzos V' y H. Nétese que, a diferen-
cia del caso de la viga, la fuerza horizontal H + dH produce un momento, ya
que se encuentra desplazada dy en vertical. En la ecuacién de momentos no
se introducird el momento producido por la carga ¢, ya que es de orden (dx)?,
y se estd obteniendo una ecuacién de orden dx, que corresponde en un plan-
teamiento incremental con los términos de orden Ax que independientemente
han de valer cero 2. Por este motivo, tampoco se va a plantear en el producto la
variacién de V ni de H, pues los términos dV - dx y dH - dy producen términos
cuadréticos en dx.

M+dM—-M+Vdx—Hdy=0 (3.10)

2En 4lgebra de diferenciales, se plantea que este diferencial “se desprecia”, si bien un andlisis riguroso mediante
formulacién incremental permite ver que en realidad se obtiene un polinomio de equilibrio, y el esquema plan-
teado con diferenciales produce directamente la ecuacion de orden Ax. Por tanto, no se desprecia nada en estas
ecuaciones de equilibrio
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Esta ecuacién queda:

dmM dy
—+V-H-—==0 3.11
= + & (3.1

Notese que en la ecuacion (3.11), el término dy/dx es en realidad y’, 1a pendiente de
la funcién y(x) que permite posicionar los puntos en la configuracion deformada.
Tomando la derivada respecto a x en la ecuacién (3.11), y teniendo en cuenta que

la ecuacion (3.9) permite sustituir V' = —g, ambas ecuaciones se pueden combinar
y producir la siguiente ecuacion:

d*M d?y

P G12)

3.3.3. Ecuacion diferencial de una viga-columna

La ecuacion (3.12) es el punto de partida para deducir la ecuacién diferencial de
la viga-columna. Introduciendo ahora la ecuacién que relaciona el momento flector
con la curvatura,

d?y
Notese que se estdn asumiendo hipdtesis de pequefas curvaturas. La ecuacion
(3.12) se transforma en:
d? d?y d?y

Esta ecuacién es la Ecuacién Diferencial de una viga-columna. Es aplicable a un
caso general, en el que se admita que el producto E [ es variable. Esta situacion
ocurre, por ejemplo, en una viga-columna de canto variable, donde I es en reali-
dad una funcién de x, I(x). Si se considera el caso en el que E [ sea constante, se
obtendré la siguiente ecuacion:
dty d?y

Expresion del esfuerzo cortante en una viga-columna. A partir de la tercera ecua-
cién de equilibrio (3.11), y teniendo en cuenta la expresién del momento en funcién
de y” dada por (3.13) puede obtenerse la expresion del esfuerzo cortante V;

V=—EIy'+Hy (3.16)

Notese que esta expresion es diferente en el caso de la viga de Bernoulli-Euler, y es
sensible a que el axil sea de compresion o de traccion. En general, debe recordarse
que en una viga-columna, la relacién momento-curvatura si es igual que la vista
para la viga de Bernoulli-Euler. En cambio, para calcular los esfuerzos cortantes no
puede emplearse la misma expresion que la vista para el caso de Bernoulli-Euler.
Si el axil es de compresion, H = —P, la expresion queda:

V=—EIy"—Py (3.17)
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3.3.4. Solucion de la ecuacion

Laecuacién (3.15) es una EDO lineal, de coeficientes constantes, no homogénea
(puesto que g es en realidad una funcién g(x) genérica que representa a una fuerza
por unidad de linea). La solucién puede escribirse, en general, como suma de la
ecuacion homogénea mds una solucion particular, que solo depende de la carga.
Por tanto, y(x) = y"(x) +y”(x). Es interesante definir el tipo de solucién que se
obtiene, en funcidn del axil H. Nétese que este axil puede ser de tracciéon (H =T),
de compresiéon (H = —P) o nulo (H = 0). Analicemos cada caso por separado.

Axil de traccion En este caso, la ecuacién para la parte homogénea y" (x) de (3.15)
puede escribirse como:

EIY' (0" =T x)]" =0 (3.18)

Planteando que y"(x) = e?*, se obtiene el siguiente polinomio caracteristico:

7 (yZ—ETI> =0 (3.19)

| T
ecuacion que produce como raices: Y = 0 (doble), y v = =+ 7 Por tanto, la

solucién puede escribirse como:

W), )
Yi(x) =cre El +cre El +c3+ceax (3.20)

con cy, ¢, €3, C4, Cuatro constantes a definir aplicando las condiciones de contorno.
En casos como éste, en el que se ha obtenido una base de funciones exponencia-
les, es 1til recurrir a la base alternativa generada por funciones trigonométricas
hiperbdlicas. Teniendo en cuenta que:

ef—e™* ef+e ™
sinh(x) = — cosh(x) = +2

(3.21)

puede escribirse para la solucién y(x) completa:

T T
y(x) = ¢; senh [”El.x + ¢ cosh [”El ‘X

Axil de compresion En este caso, tomando H = —P, la ecuacién para y"(x) queda:

+ce3+ceax+yP(x) (3.22)

EI"(x)]" +P)"(x)]" =0 (3.23)

El polinomio caracteristico en este caso produce las raices

s (y@é) =0 (3.24)
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P
cuyas soluciones son Y =0 (doble), y y = =i T Para el caso en el que las raices

son complejas, la solucién puede escribirse en funcién de la base trigonométrica.
La solucién para y(x) es, en este caso.

P P
_ . L P 2
y(x) = c| sen 77" ~+ ¢y cos T +c3+cax+yP(x) (3.25)

Caso en el que no hay axil En ausencia de axil, la ecuacién (3.15) es idéntica a la
ecuacion de una viga de Bernoulli-Euler.

EIYYV =g (3.26)
quedando como solucidn:
y(x) =c1 +erx+ezx® +egx’ +yP(x) (3.27)
Tras resolver los tres casos, puede concluirse que:

= La solucién para una viga-columna traccionada es diferente a la de una viga-
columna comprimida. En el caso de compresion, aparecen funciones trigo-
nométricas. Las soluciones pueden contener ceros dentro del intervalo de defi-
nicién, siendo el ndmero de pasos por cero creciente a medida que aumenta el
axil. En el caso de traccién aparecen funciones trigonométricas hiperbdlicas,
las cuales no tienen el comportamiento de las funciones trigonométricas en lo
referente a nimero de ceros crecientes con el valor del argumento.

= La solucion para ausencia de axil es exactamente igual que la solucion de
una viga de Bernoulli-Euler. La viga-columna por tanto tiende a la viga de
Bernoulli-Euler cuando no hay axil. Esta conclusion se obtendrd también al
analizar la tendencia de la matriz de rigidez cuando el axil sea nulo.

3.3.5. Matriz de rigidez de la viga-columna

Las soluciones genéricas para vigas-columnas sometidas a axil de traccién (3.22)
o de compresion (3.25) dependen de cuatro constantes ¢y, ¢, €3 Y 4. Son necesa-
rias cuatro condiciones para definir las cuatro constantes.

Para obtener la matriz de rigidez que relaciona las fuerzas aplicadas en los extre-
mos, puede seguirse un procedimiento basado en imponer un conjunto de despla-
zamientos impuestos en los extremos, y fijar las cuatro constantes de integracion
c1, €2, €3 y c4. En relacién a la Figura 3.6, se representan los grados de libertad
en desplazamientos, en los extremos de una viga columna, asi como las fuerzas
en los extremos del elemento. En coordenadas locales, los desplazamientos en los
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Pl ?
4 X

i

f(L')/_h/j%

Y
=
Y
=

Desplazamientos Fuerzas

Figura 3.6  Grados de libertad en desplazamientos. Fuerzas nodales.

extremos del elemento son:

Six(r) i)
5i(L) = 5iy(L) 6 jL = 6jy(L) (3.28)
6, 6;

donde se ha omitido la referencia local en el giro, ya que éste no cambia al pasarlo
a coordenadas globales. Los vectores de fuerzas nodales son,

Pu(r) Piyw)
Py = | Py Pl = | Py (3.29)
Mi M]

La matriz de rigidez de la viga-columna permitird escribir una relacién matricial
del tipo:

Para construir KfL), puede observarse ante todo que el comportamiento axil
se encuentra desacoplado, y éste no presenta no linealidades. El comportamien-
to viga-columna sélo afecta a los 4 grados de libertad propios de la flexién. Para
construir la relaciéon matricial puede seguirse un procedimiento analitico.

1. Dependiendo del caso de traccién o compresion, se ha visto que las solucio-
nes en general dependen de cuatro constantes ¢y, ¢, €3 y ¢4, en las soluciones
(3.22) o (3.25), respectivamente, y que en este caso, al no haber carga trans-
versal, y”(x) = 0. Considerando las ecuaciones:

¥(0) = 5iy(L)

y'(0) =6

Y(L) = 8y (3.31)
Y(L)=6; (3.32)
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pueden resolverse los pardmetros cy, ¢z, ¢3 y ¢4. La viga-columna quedara ya
fijada, pues la solucién es tnica.

2. Tras esto, sélo queda relacionar las fuerzas y momentos en los extremos con
los valores del esfuerzo cortante y del momento flector. Teniendo encuenta el
criterio de signos positivo para el esfuerzo cortante y el momento flector, y la
relacion entre el cortante y flector con las derivadas de la funcidn, expresada
en las ecuaciones (3.16) y (3.13), puede escribirse:

V(0) = =Py
M(0) = —M,
M(L) =M, (3.34)

Mediante este procedimiento se obtienen cuatro relaciones que pueden escribir-
se de forma matricial segin la ecuacién (3.30). La matriz de rigidez, incluyendo el
efecto del axil, puede escribirse como sigue

EA ' EA
— 0 0 —— 0 0
L ! L
EI EI EI  EI
O M v 0 Tk M
EI EI ET ET
, R -l A Ll -G A
Kiy=|-—pr---fkeg e (3.35)
—== 0 0o , == 0 0
L L
El El EI El
0 T hp 0 e 0
|
El EI | El El
0 — — 0 —¢— -
¢1 L2 ¢3L 1 ¢1 L2 ¢2L

En esta matriz, @, @», ¢3 y ¢4 son las funciones de estabilidad, definidas inicial-
mente por James en 1935 para el método de la distribucién de momentos (méto-
do de Cross), y posteriormente por Lundquist y Kroll en 1944, y por Livesley y
Chandler en 1956 para el método directo de la rigidez.

Para un axil de compresién P, las funciones se definen a partir de 1 y A., defi-
nidos como

(3.36)

]

2

~N
=~

Ac =21 —cos(u)] — u sen(u) (3.37)



EL ELEMENTO VIGA-COLUMNA 95

Con estos dos pardmetros, las funciones de estabilidad para una viga-columna com-
primida tienen las siguientes expresiones:

¢1(P) = “2[1_:05(“)] (3.38)
oo(P) = * sen(uc) ;Cuz cos(u) (3.39)
¢3(P) = MZ_HACSGH(”) (3.40)
ou(p) = H2enH) G41)

Si el axil es de traccién T, puesto que la solucién es diferente, las funciones de
estabilidad son distintas a las obtenidas en el caso de compresion. Las funciones
de estabilidad se definen a partir de los pardmetros i y A;, definidos como:

T
=)ot (3.42)

Ay =2[1 —cosh(u)]+ p senh(u) (3.43)

Con estos dos parametros, las funciones de estabilidad para una viga-columna trac-
cionada tienen las siguientes expresiones:

w2 [cosh(p) — 1]

on(r) = 20 (3.44)
0o(T) = 2 cosh(u)A—tu senh() (3.45)
¢3(T) = “senhiw (3.46)
pa(7) = 1 semh(®) S‘Zh(“ ) (3.47)

Obsérvese que las expresiones de las funciones de estabilidad para el caso de trac-
cién no se obtienen cambiando simplemente las funciones trigonométricas por
trigonométricas hiperbdlicas; ademads, hay cambios de signos, consecuencia de
los cambios de signos que se producen en las derivadas [cos(x)]' = —sen(x) y
[cosh(x)]" = senh(x).

Nétese que en ambos casos, para P = 0 en las funciones de la barra comprimida,
opara T = 0 en el caso de la barra traccionada, las funciones de estabilidad tienden
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a los valores siguientes:

(P] —6
0 —4
(P3 —2
oy — 12 (3.48)

Notese que si P = 0, los coeficientes obtenidos en (3.48), al ser sustituidos en la
matriz (3.35), generan exactamente la matriz ya estudiada en la primera parte de la
asignatura, para el elemento barra de 6 grados de libertad (viga de Bernoulli-Euler
con axil).

Las Figuras 3.7 y 3.8 representan las funciones de estabilidad para los casos
de compresion y traccion, respectivamente En el eje de abscisas se representa el
parametro u?, que es proporcional en cada caso a Py a T, respectivamente. Nétese
que el comportamiento para compresion o traccion es diferente. Para compresion,
se obtienen en las funciones asintotas verticales en u? = (27)>. En general, al
crecer el axil de compresion, la matriz refleja una pérdida de rigidez. En el caso de
la traccidn, no hay singularidades

20 Funciones de estabilidad a compresién
T T T T T T

10}

-10

-15

-20

40

PL?
ET

Figura 3.7 Funciones de estabilidad para barra comprimida, axil P
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40 Funciones de estabilidad a traccién
T T T T

0 10 20 30 40 50

TL
ET

Figura 3.8 Funciones de estabilidad para barra traccionada, axil T

3.3.6. Matriz de rigidez geométrica

Trabajar directamente con la matriz de rigidez de la viga-columna produce un
sistema de ecuaciones trascendente. Para valores bajos del pardmetro i, es posible
linealizar el problema, mediante la expansién en serie de Taylor de las funciones
de estabilidad. Para el caso de compresion, se obtiene:

¢1(P) ~ 6 (1 - 6’;;) (3.49)
$2(P) ~ 4 (1 - ;)I;I) (3.50)
¢3(P) ~2 (1 + 6?;) (3.51)
¢4(P) ~ 12 <1 - 11;221) (3.52)

Con esto, la matriz de rigidez de la viga-columna, en coordenadas locales, puede
aproximarse mediante la suma de dos matrices:

K, ~Ki(,) + K, (3.53)

siendo,
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KLfL) : Matriz de rigidez lineal. Es la misma que la ya vista en andlisis matricial
para viga de Bernoulli-Euler de 6 grados de libertad.

KgfL) : Matriz de rigidez geométrica.

Para un elemento, la matriz de rigidez geométrica puede escribirse en funcién del
axil P de compresién del elemento, como:

Ky, = —P Ky, (3.54)

siendo Kny) una matriz que no depende del axil; sélo depende de la longitud de Ia
barra L, y su expresion es:

|
0 0 10 0 0
6 1 6 1
O 5z 10 5z 10
1 2L 1 L
O %o 15.°% "1 3
Ky =|---10--13- __-.10___30 (3.55)
0 0 0 ,0 0 0
|
6 1 6 1
0 —— —— 10 — ——
5L 100 5L 10
1 L | 1 2L
% 3% "0 15

En el estudio de determinados problemas estructurales es ttil introducir un sis-
tema de carga carga especial, denominado sistema de carga proporcional. En su
versiéon mas sencilla, en un sistema de carga proporcional, todas las cargas son
proporcionales a un factor A. El sistema es lineal y por tanto, los esfuerzos y des-
plazamientos obtenidos pueden escribirse en funcién del factor de carga A. De esta
forma, modificando un dnico factor A, se modifica todo el sistema completo.

Este tipo de sistemas serd el que se considerara mas adelante para el analisis del
problema de pandeo global. En este apartado es importante hacer ver qué particu-
laridad hay en la forma de evaluar la matriz de rigidez geométrica.

En un sistema de carga proporcional de pardmetro A, el axil de compresion de
un elemento, P¢ puede escribirse como sigue:

PP=21q (3.56)

siendo ¢¢ un factor propio del elemento barra e, y A el factor de carga de pandeo,
que es comun para toda la estructura. Nétese que de forma independiente, ni A ni
g° pueden interpretarse como un esfuerzo axil. S6lo el producto de ambos factores
es el esfuerzo axil de la barra. Se define en este caso una matriz KgfL)’ de subindice
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g mindscula, como sigue:

K =Ky, (3.57)

La matriz de rigidez geométrica puede expresarse en funcién de esta matriz, como
sigue:

Ke{r) = =P Ky = —(A4) Ky = -2 [qe Kny)] =—AKgy) (39

Quedando la matriz de rigidez geométrica en un elemento como
KGfL) =-1 KgfL) (3.59)

Notese que en KgfL) hay informacidn del axil de la barra, a través de ¢°. La matriz

KgfL) no es la que se muestra en la expresiéon matricial (3.55). La similitud entre
las expresiones (3.59) y (3.54) no debe plantear la posibilidad de confundir A con
el axil P de una barra. El factor A es comin a toda la estructura, lo cual no quiere
decir que el axil sea el mismo en toda la estructura.

EJEMPLO 3.1 Sistema de carga proporcional

Considérese el conjunto de axiles de las barras del sistema de carga propor-
cional representado en la Figura 3.9

b
P,=0

Figura 3.9  Esfuerzos axiles en barras de un sistema de carga proporcional

La barra a tiene un esfuerzo axil de compresién de valor 8 4. El factor 8
tendrd unidades, ya que al multiplicar este nimero por A, se debe obtener una
fuerza. A la hora de construir la matriz de rigidez geométrica en coordenadas
locales, ha de evaluarse la matriz Kg?L)’ a partir de la matriz KY?L)’ mediante
la expresion matricial (3.55). Para esto, se considerara la longitud de la barra
a, y se evaluara

K, = 8Ky (3.60)
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De igual forma, la barra ¢ tiene un axil de compresion de valor 3 A. Por tanto,
la matriz a evaluar en coordenadas locales es:

K = 3Ky, (3.61)

Finalmente, la barra b tiene un axil de valor 0. Puede verse este valor tam-
bién proporcional a A, como P, = OA. Para esta barra, la matriz de rigidez
geométrica a evaluar es:

b b
K/, = 0K,/ =0 (3.62)

Por tanto, no se requiere evaluar la matriz de rigidez geométrica, ya que es nula
al pasarle el coeficiente 0.
De este ejemplo cabe destacar:

= Para evaluar la matriz de rigidez geométrica, ha de considerarse que las expre-
siones ya incluyen para el axil de compresion el signo negativo. Nétese que
en la evaluacion de la matriz de la barra a, ecuacién (3.60), se ha evaluado la
expresion con P, =3A (no P, = —3 Q).

= Si una barra no tiene axil, no aportard matriz de rigidez geométrica alguna.

= El factor A no es el esfuerzo axil. Es sélo un pardmetro por el que hay que
multiplicar el factor de cada barra para obtener el axil.

3.4. Analisis no lineal de estructuras en segundo orden: efecto P-Delta

Partiendo de las matrices de rigidez en coordenadas globales de cada elemento,
es posible ensamblar un sistema caracterizado por una matriz de rigidez global.
Este sistema puede escribirse en general como:

K(P)-U=F (3.63)

Este sistema es andlogo al que aparece en el método directo de la rigidez. La
unica diferencia consiste en que la matriz de rigidez K depende de los esfuerzos
axiles de las barras, representados por el vector P = [P, P,---, P, siendo b el
nimero de barras, pudiendo ser los axiles de traccién, compresion o nulos. Pero los
axiles de las barras dependen a su vez de la solucién del campo de desplazamientos.
La solucién es por tanto no lineal.

La formulacién que se ha empleado asume cierta linealidad: las condiciones de
contorno se establecen en los extremos del elemento, y la curvatura se considera
pequeiia. Sin embargo, el equilibrio se establece en la configuracién deformada.
Este tipo de solucién se conoce en el estado del arte como solucion de segundo
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orden, o solucion incluyendo el efecto P-Delta. Es un primer acercamiento a la no
linealidad.
Tras imponer las condiciones de contorno, la solucién puede determinarse re-
solviendo:
U=[KP)] ' F (3.64)

Noétese que para que exista solucién, es fundamental poder invertir la matriz de
rigidez.

3.5. Pandeo global de estructuras

La ecuacién (3.64) permite obtener la solucidn del sistema, siempre que sea
posible invertir la matriz de rigidez. Sin embargo, esto no siempre es posible. La
matriz de rigidez del sistema depende del conjunto de esfuerzos axiles. Existen
determinadas configuraciones de esfuerzos axiles tales que la matriz de rigidez
se vuelve singular. En este momento, diremos que el sistema ha alcanzado una
configuracién de carga critica de inestabilidad global.

Para comprender mejor porqué esto es asi, es intersante retomar el andlisis que
se hizo en la seccion 2.7, cuando se estudié el pandeo con imperfecciones. Se
obtuvo una ecuacién diferencial que permitia una solucidn analitica, salvo para
el caso concreto en el que el axil de compresioén coincidiese con la carga critica.
Para la formulacién empleada, la carga critica producia desplazamientos infinitos.
Esto implicaba que la rigidez del sistema tendia a cero. Al mejorar la formulacién
incluyendo no linealidad con grandes desplazamientos, se veia que realmente la
pendiente no era cero, sino un valor pequefo.

Puede decirse que esta conclusion se obtuvo para un sistema de 1 grado de liber-
tad, o un sistema matricial de rango 1. Cuando la matriz de rigidez del sistema no
tiene rango 1, la no existencia de inversa para la matriz de rigidez indica que ésta es
singular. Si la matriz de rigidez es singular para un vector P, de axiles, se verifican
dos propiedades (comunes a toda matriz singular que depende de funciones).

1. El determinante de la matriz, cuando los axiles son P, es nulo

|K(Per)| =0 (3.65)

2. Existe un vector no nulo asociado a cada conjunto de cargas criticas, denomi-
nado vector propio, representativo del nucleo de la aplicacién lineal represen-
tada por la matriz K(P¢), tal que

K(Pe)-Up, =0 (3.66)

Si el sistema es de carga proporcional, entonces, la matriz de rigidez depende
de un escalar A. La determinacion del factor de carga critico se hard igualmente
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igualando el determinante de la matriz de rigidez del sistema a cero.
KA)|=0=21 =24, (3.67)

Este sistema producird infinitas soluciones para A.,, uno para cada modo de pan-
deo. El valor més bajo de toda la serie serd el factor de carga de pandeo global
Acr. Para cada A, existird un vector propio asociado, U(A,), el cual se determina
resolviendo un sistema compatible indeterminado:

K(Acr) Uy, =0 (3.68)

Nétese que el vector propio no es tnico, ya que es un representante de un subespa-
cio vectorial.

Finalmente, si se emplea la aproximacién de la matriz de rigidez geométrica, la
matriz del sistema se descompone en la matriz de rigidez lineal K; mas la matriz
de rigidez geométrica K¢, con Kg = -1 K,.

K(A) ~ Ky, —AK, (3.69)

La condicién de pandeo tiene estructura de un Problema de Valores Propio Gene-
ralizado,
KL —AK,| =0 (3.70)

Esto producird un conjunto de valores propios, que serdn precisamente la apro-
ximacion a los factores de carga criticos A... Este método produce tantos valores
propios como grados de libertad tenga el sistema. Si las matrices son de dimen-
siones (m x m), se obtienen exactamente m valores propios. El mds bajo de todos,
para m = 1 serd la aproximacion al factor de carga critico global del sistema. Para
los siguientes, se obtendran aproximaciones a los factores de carga para los modos
2,3, etc.

El vector propio asociado a cada valor propio puede obtenerse resolviendo el
siguiente sistema, que es compatible e indeterminado.

KL — Ao K,]- Uy =0 3.71)

Este sistema s6lo permite ser resuelto encontrando un representante del subespacio
vectorial. El procedimiento es andlogo a como se resuelven los vectores propios de
un problema de valores propios.



APENDICE A

MATRICES DE RIGIDEZ ELEMENTALES EN
COORDENADAS GLOBALES

A.1. Cambio de base de una aplicacion lineal

Desde el punto de vista algebraico, la matriz de rigidez es la matriz asociada
a una aplicacién lineal. Transforma los vectores de un conjunto origen (desplaza-
mientos) en los vectores de un conjunto imagen (fuerzas).

Esta matriz cambia al cambiar la orientacion de la base elegida, tanto para los
desplazamientos como para las fuerzas. La matriz del cambio de base de la re-
ferencia Local a la Global se notard como M"’L’G). Se construye por columnas,
expresando cada vector de la base Local en la Global. En relacidna la Figura A.1,
se muestran las direcciones unitarias asociados a los dos primeros vectores de la
base local: xf L) yf L) El tercer vector de la base es el giro 67 . La base de vectores
unitarios, en coordenadas globales, estd formada por la terna {x, y, 6 }.
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Y

Figura A.1  Vectores unitarios para desplazamientos en sistemas de referencia local y global

c | —s | 0
| |
Mg =|s e 10 (A.1)
0r0 11
siendo ¢ = cos(0) y en(0). En efecto, en el sistema de referencia Global,
X(p) = [c,s,0]7; Y = [ O]T y el giro es idéntico en ambas referencias, y por

tanto 65 = [0,0,1]7.

La matriz de cambio de base MfG’L) serd la inversa de Mvac). Puesto que las
matrices son ortonormales (vectores perpendiculares entre si, y médulo 1 para cada
vector), la inversa se construye simplemente transponiendo la matriz. Asi:

Mg, = [MfL’G)} ! (A2)

Teniendo esto en cuenta, y considerando en qué base debe estar el vector que
“toma” cada matriz, y en qué base debe “devolverlo”, es sencillo verificar que:

Kie) =MiLq)  Kir) Mg ) (A.3)

y teniendo en cuenta (A.2)

T
Kio) =M 6 K- |:M(L,G):| (A.4)

Esta relacion entre coordenadas globales y locales puede establecerse también en-
tre coordenadas Nodales y Globales. Es titil observar que el producto matricial se
“lee” de derecha a izquierda: la matriz Kf@ debe tomar un vector de desplaza-
mientos escrito en coordenadas globales, y devolver el resultado en fuerzas escrito
también en coordenadas globales. Para hacer eso con la matriz de rigidez que estd
en coordenadas locales es necesario:

1. Convertir el vector de desplazamiento, que estd en globales, a coordenadas
locales, mediante MEG. -
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2. Obtener las fuerzas en coordenadas locales, aplicando al vector obtenido del

paso anterior la matriz KfL).

3. Cambiar de base el vector de fuerzas resultante, ya que éste estard en coor-
denadas locales. Para esto, se multiplica el vector de fuerzas en coordenadas
locales por la matriz th G)

A.2. Matriz de rigidez de la viga-columna 2D

La matriz de rigidez, en coordenadas locales, de la viga-columna, es

EA  EA
== 0 0 —=2 0 0
L | L
|
El El El El
0 by N i 0~y 015
El EI | EI _EI
O 0 e 0 e v
e T (A5)
== 0 0 |, — 0 0
L L
El El' El El
0 — ¢4 ¥l —¢ 1z | 0 ¢4F —0 2
|
El EI | EI _EI
O e Y T e

O R (A.6)
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Donde:
EA EI
A= 2
E +s <P4
EA EI
B—sz——i-c (])4
C:d)z—

EA
<¢4 1
F:C‘Pl?

EI
G=0¢;—
03 I

EI

H——S(Plf

(A7)
(A.8)
(A.9)

(A.10)

(A.11)
(A.12)

(A.13)

Noétese que los términos C y G no se ven afectados por los cambios de base. Es
del todo légico, si se tiene en cuenta que estas expresiones que estan en la posicién
(3,3) de cada submatriz pueden interpretarse como momentos a aplicar cuando se

aplica un giro unitario en un extremo, manteniendo el resto de grados de libertad a
cero. Las expresiones tanto del momento como del giro no cambian al cambiar de

coordenadas locales a globales.

A.3. Matriz de rigidez geométrica

En una barra, y para un axil P¢ de compresion, la expresion de la matriz de

rigidez geométrica, en coordenadas globales, se define como
e __ YA 74
Kg = -P°K;

En un sistema de carga proporcional, si P¢ = ¢° A, entonces

K = -2 K:;
siendo
K; = ¢'K;

(A.14)

(A.15)

(A.16)

El cambio de base para determinar K% o K¢ sélo requiere obtener K¢ a partir de
p G g q yapP

e 1A .
K,,(L), cuya expresion es:
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|
0 0 10 0 0
6 1 6 1
0o — — '0o —— —
5L 10 | 5L 10
0 1510 1
Ky =|[---10--12- ----0- 0 (A.17)
0 0 0 /0 0 0
|
6 1 6 1
—_ —_ ] R PR
0 5L 10‘0 5L 10
1 Ly, 1 2L
10 30 10 15

A D H

K‘;, e (A.18)

H F G, ,-H -F C
Donde:
A—szi (A.19)
~ 7 5L '
B—czi (A.20)
5L )
2L
c="- A21
15 ( )
D=cs —i (A.22)
n 5L )
1
F=c— A.23
‘10 (A-23)
L
G=—— A24
30 ( )
1
H=—s5s— (A.25)
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