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Geometria de Curvas y Superficies

Segundo parcial

e Cada una de las preguntas se empieza en una hoja distinta.
e Cada apartado se puntia sobre 10.
e Las tres preguntas tienen el mismo valor.

e Razona todas las respuestas.

[1] a) Sean Si,Ss superficies regulares, U un conjunto abierto de R™ y las aplicaciones f1 : U — Sj,
f2151—>52yf31S2—>Rm:

i) Define qué significa que f1, fo y f3 sean diferenciables.
ii) Suponiendo que f> es diferenciable, define su diferencial en un punto.

iii) Demuestra que si fy es diferenciable, entonces io fo es diferenciable, donde i es la inclusién
de S, en R3.

b) Sea x : R? — S? la carta de Mercator de la esfera.
i) Demuestra que este carta es conforme.
ii) Considera la curva plana
R —— R?
t — (1)
Calcula el dngulo entre x oy y el meridiano correspondiente de la esfera en cada punto.
iii) Calcula la longitud total de la curva anterior en la esfera, entre el ecuador y el polo norte.

iv) Halla el intervalo maximo para el cual y, oy es una curva regular bien definida, donde y,

es la carta de Gall-Peters (para a > 0), y repite ii) para y,.



[2] Sea S una superficie regular, p € Sy 7: (=1,1) = S una curva regular tal que v(0) = p.

a) i) Define las curvaturas geodésica y normal de v en p.
ii) Relaciénalas con la curvatura de v en p.

iii) Demuestra que las curvaturas principales de S en p son el mdximo y el minimo de las

curvaturas normales en p de todas las curvas posibles de S que pasan por p.
b) Considera la aplicacién
R? X R3

(u,v) —— (u,u?v +u? —u?

v, V).

i) Demuestra que existe una superficie regular reglada S tal que x es una carta de S.
ii) Demuestra que ningtin punto de S es eliptico.

iii) Considera los puntos p := (0,0,0), q := (1,1,1). Expresa en ellos la primera y segunda

formas fundamentales de S, en la carta x.
iv) Calcula las curvaturas de Gauss y media en p y q.

v) Clasifica los puntos p y q y halla las direcciones asintdticas en ellos, si existen.

[38] a) Sea S una superficie regular orientada
i) Define las nociones de derivada covariante, geodésica y geodésica parametrizada de S.
D+’

ii) Demuestra que una curva regular v en S es una geodésica parametrizada si y sélo si =~

es proporcional a 7’.
b) Consideremos la superficie parametrizada

R x (1,+00) —=— R3

cosu sen v2 —1
(u,v) , ,argcoshy — ————

v v v

Recordemos que S := x(R x (1,+00)) es una superficie regular cuyas cartas son la restriccién de

x a (a,a+ 2m) x (1,400) para a € R (no lo demuestres).

i) Calcula su primera forma fundamental.

)
ii) Calcular los simbolos de Christophel.
iii)

Demuestra que si v : (1,00) = R x (1, 400) viene dada por v(t) = (a,t), entonces x oy es

una geodésica reparametrizada de S.

iv) Seay: I — Rx(1,400) una parametrizacién regular de la interseccién con R x (1, +00) de
una circunferencia centrada en (a,0) de radio r > 1. Demuestra que x o es una geodésica

reparametrizada de S.



