1 Meétodo de Euler implicito
1.1 Un ejemplo académico
Considera el problema

ug(w,t) = (1 + 22) uge (w,t) — 3u(x,t), x € (0,2),
(P1){ u(x,0)=1+22% xz€] ,2]
uw(0,t) =e~t, w(2,t) =5e"t, t>0.

Este problema tiene como solucién exacta u(z,t) = e *(1 + z2).

1. Discretiza dicho problema utilizando el método de Euler implicito.

De las condiciones iniciales y de contorno, podemos deducir :
W =142 Vi=1,..,n+2

ug—H =et Vj=1,..m+1
uwyt=5et Vi=1,..,m+1

t>0,

Para los nodos interiores aplicamos el método de diferencias centrales implicito:
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Y asi, tenemos:
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Multiplicamos la ecuacién por 7 y denotamos r = h2
obtenemos:

(1+2r(1+22) +3r)ul ™ —r(1+ 2?) (Wl +ul]) =

=0

Asi, sustituyendo en la ecuacién,

J
w;

2. Realiza los cambios necesarios en el programa calorexplicito.m de forma que el nuevo
programa resuelva el problema (P1) por el método de Euler implicito.

3. Completa la siguiente tabla de errores (tfinal=0.01):

n+1 | m+1 | Error maximo
10 10 €10,10 = 1.5709e — 05
20 20 €20,20 = 8.0123e — 06
40 40 €40,40 = 4.0348e — 06
80 80 €80,80 = 2.0264e — 06

4. Calcula el orden de convergencia del método.



Veamos cudl es el orden:

€10,10 -1 1.5709e — 05

z - =0.9713 ~ 1
%9 om0 928.0123¢ — 06
€20,20 8.0123e — 06
z 20 = 0.9897 ~ 1
9 a0 974.0348¢ — 06
4.0348¢ —
logy 040 _ 1, 30348¢ =00 _ 5 506 1

esos0 22,0264 — 06

Por lo tanto, el orden de convergencia del método es 1.

1.2 Aplicacién: La ecuaciéon de Black-Scholes

La ecuacién de Black-Scholes describe la evolucién de las opciones Europeas. Una opcién call
Europea es un contrato en el que en un momento determinado del futuro 7', conocido como
fecha de vencimiento, el dueno de la opcién puede comprar el activo subyacente por un valor
determinado desde el comienzo del contrato, conocido como precio de ejercicio o strike K. Si V
es el precio de la opcién, nosotros queremos encontrar V(S,t), donde S es el precio del activo
subyacente. La ecuacién de Black-Scholes se escribe como

OV AV 1, LV B
E"’T’S%‘Fio‘}gw—rv—o,

donde r es el tipo de interés y o la volatilidad del activo, los cuales se consideran constantes a
lo largo de la vida de la opcién. El precio de la opcién en la fecha de vencimiento t =T es

V(S,T) = max(S — K,0).

Ademis, si el precio de la accién subyacente es igual a cero, el de la opcién también lo es. Por
tanto, tenemos que

V(0,t) = 0.
Por otro lado, si el precio de la accién subyacente incrementa sin ningin limite, el precio de la
opcién se acercard cada vez mas al precio mismo de la accion.

lim V(S,t) = S.
S—o0

Por tanto, el problema a resolver es

8t 65 2 852 - 5 >~ s
(P2){ V(S,T)=max(S - K,0), 0<S<oo,

V(0,t)=0, 0<t<T,
limg_eo V(S,t) =S, 0<t<T.

1. Realizar el cambio de variable 7 = T'—t para transformar el problema (P2) en el siguiente
problema,
2% ov 1 0*V
—— —rS—— -~ +rV =0, 0<S 0 <T
or r a9 20 aSQ—i-'r , <O <00, <T<1,
(P3){ V(S,0) = max(S — K,0), 0<S <00,

V(0,7)=0, 0<7<T,
limg oo V(S,7) =5, 0<7<T.



2. Truncacién del dominio. Para resolver por diferencias finitas el problema, sustituimos el
dominio [0, c0) por un intervalo acotado suficientemente grande [0, Syaz]-

oV OV 1, ,0%V
_ i P = <T
o TS(’)S 2058S2+7~V 0, 0<S<Snaz, 0<7<T,
(P4){ V(5,0) = max(S — K,0), 0<S < Spmaa,

V(O7T):O7 0<TST,
V(SmaacyT) - Sma,gg, 0<rt § T.

3. Prepara un programa que resuelva el problema anterior por el método de Euler implicito.
Aproximamos ahroa la ecuacién de (P4) mediante Euler implicito.
Tenemos en cuenta las siguientes aproximaciones:

i+1 j j+1 j+1
ov_ Vit -vl ov Vi -VED
or T oS 2h
*v VIR v v
052 h?
Ahora, sustituyendo en la ecuacién dada, llegamos a que:
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+7rV =0

Y haciendo cuentas llegamos a que:
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4. Valora una opcién call con una tasa de rentabilidad libre de riesgo del 9%, una volatilidad
del 10%, un vencimiento de 9 meses, ' = 9/12, y un precio de ejercicio, K = 6€. Indica
el valor de la opcién en los siguientes casos de valor del activo

S 4.8 5.4 6 6.6 7.2
|4 0.0069 0.1034 0.4531 0.9975 1.5919
V(Ezxacta) 0.0064 0.1038 0.4542 0.9977 1.5919

5. Repite la tabla anterior en el caso de una volatilidad del 20%

S 4.8 5.4 6 6.6 7.2
V 0.0902 0.2843 0.6258 1.0893 1.6281
V(Ezacta) 0.0902 0.2846 0.6263 1.0897 1.6282

Observar que el precio de la opcién aumenta a medida que crece la volatilidad.



