1 Resultados sobre la solucién de una ecuacion parabdlica lineal
general

Se considera un problema parabdlico lineal general con condiciones de contorno de tipo Dirichlet,

ug(x,t) = p(x, t) uge (z,t) + r(z, )u(z, t) + s(x,t), =€ (a,b), t>0,
(PP) ¢ u(z,0) = f(z), =z € [a,b],
u(aat) = gl(t)v u(bvt) = gQ(t)v t>0,

donde se supone que las funciones p(z,t),r(z,t) y s(z,t) son continuas y acotadas en D =
{(z,t) /Ja<x <b t>0} con p(x,t) >0y r(z,t) <0en D. Ademsds, se verifica g1(0) = f(a)
y 92(0) = f(b).

Proposicién 1 Si en el problema (PP) p(x,t) > v >0 y r(z,t) <0, entonces existe una unica
solucion. Ademds, (principio del mdzimo):

1. si s(x,t) = 0 entonces en el rectingulo [a,b] x [0,T] no puede haber ni mdzimos positivos
ni minimos negativos fuera de los valores iniciales y de contorno.

2. si s(x,t) = r(z,t) = 0 entonces en el rectangulo [a,b] x [0,T] no puede haber ni mazimos

ni minimos fuera de los valores iniciales y de contorno.

2 Meétodos en diferencias

Partiremos de las siguientes hipétesis: existen V' y N constantes tales que en [a,b] x [0, T
o 0 <p(x,t) <V,
o —N <r(x,t) <0.

2.1 Meétodo de Euler explicito

Las diferentes derivadas son aproximadas por las siguientes férmulas:
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Proposicién 2 Se considera el problema (PP) con s(x,t) = 0. Si k < —————, entonces

~ Nh2+2V’
la solucion numérica de (PP) obtenida con el método de Euler explicito posee la propiedad del
mdzximo discreto.



2.2 Meétodo de Euler implicito

Las derivadas son aproximadas por las siguientes férmulas:
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Proposicién 3 Sea el problema (PP) definido en [a,b] x [0,T] con s(z,t) = 0. La solucion
numérica de (PP) obtenida por el método de Euler implicito posee la propiedad del mdzimo
discreto independientemente de los pasos de discretizacion en espacio y tiempo elegidos.

3 Preliminares

La notaciéon que se va a usar en esta practica es la siguiente:

e Extremos inferior y superior del intervalo de trabajo en la variable espacial: a y b.
e Tiempo inicial y tiempo final: 0 y ¢ final.
e Numero de subintervalos en la direccién espacial: n, con paso de discretizacion h.

e Numero de subintervalos en la direcciéon temporal: m, con paso de discretizacién k.

El esquema basico utilizado para resolver numéricamente este problema se puede escribir en
pseudocddigo como:

Inicializacién
do tiempo inicial hasta tiempo final
call resolver
do uold = unew
end do.
En la parte de inicializacién se definen los parametros a, b, n, ... , asi como las condiciones inicial
y de contorno.
A continuacién se entra en un bucle desde el instante inicial hasta que se alcanza el instante final
avanzando con paso de discretizacién temporal k. En cada etapa de este proceso repetitivo se
calcula unew, solucién numérica en el nuevo nivel de tiempo. La manera de calcularlo depende
del problema a resolver y del esquema de diferencias finitas considerado.
A continuacién se actualizan los valores unew, ya que éstos serdn uold en el siguiente nivel
temporal.
Finalmente para cada nivel de tiempo se calcularia el maximo error cometido y se dibujarian los
resultados obtenidos.



4 Ejercicios propuestos

4.1 Problema de difusion

Considera el problema
(
(P1) < u(z,0) = sen(

;. <2 . .z _ a2
La tinica solucién del problema anterior es la funcién u(z,t) = e~ ™ ‘sen (mwx).

J

1. Utiliza el método explicito para discretizar el problema y expresa w; en funcién de los

j—1  j—1 j—1 j . L. o,
valores w;_;, u; ~ y u;,;,donde u; denota la solucién numérica en el punto (i, t5).

Por las condiciones de contorno e inicial, deducimos:
J=ul=0 Vj=1 +1
Uy = Uy = i=1,...,m

u) = sen(mx;) Vi=1,..,n+2
Notar ahora que para cada nodo interior tenemos:

j+1 7 J  _o9,J J
LU Uy~ 2up
ut(ﬂii,t]’) =~ 77_ um(a:i,tj) = h2

Susitituyendo en la ecuacién de (P1), obtenemos:
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Despejando:
o —_— 92 .
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u; = ﬁui—l + h*“iﬂ + (1= ﬁ)“z

-

Para simplificar, denoto r = 72y asi obtengo:
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(Notar que, por teorfa, estamos utilizando la siguiente notacién: h =

Tfinal - 0)
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2. Comprueba que la condiciéon del méximo discreto del método es k < CR

Vamos a aplicar la proposicion 2.
Tenemos que p(x,t) =1, r(z,t) = s(x,t) = 0, luego buscamos V' y N de forma que:

0<plx,t)<V=V=1



—N <7r(z,t) <0=N=1

2 2
Nth—i—2V = % Ya tenemos que se cumplen las hipétesis de la
Proposicion 2, y podemos asegurar que la solucién numérica de (P1) posee la propiedad
del maximo discreto.

Ademads, como tenemos que s(z,t) = r(x,t) = 0, por el Principio del Mdximo, sabemos
que en el rectdngulo [0,1]x[0,T] no puede haber ni minimos ni méximos fuera de los valores

iniciales y de contorno.

Asi pues, tenemos k <

. Edita el fichero calorexplicito.m. Identifica cada una de las sentencias descritas en el
pseudocdédigo anterior y observa que este programa resuelve numéricamente el problema
(P1) por el método explicito.

. Resuelve el problema en tfinal = 0.1 y representa graficamente las soluciones en los
siguientes casos:

(a) n=m = 20.
(b) n =20, m = 100.
Analiza los resultados obtenidos.
Ejecutamos el cédigo con los valores n = 20 y m = 20, y observamos que el error maximo

es elevado y la grafica no es buena, de manera que, cuanto mayor es el tiempo, peor es la
grafica.
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Figure 1: n =20y m = 20

Por otro lado, si cambiamos el valor de m y ponemos m = 100 como en el apartado b, el
error maximo es bastante pequeno y la grafica es bastante buena.
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Figure 2: n =20 y m = 100

Esto se debe a que en teoria hemos visto que el esquema de Euler explicito presenta

estabilidad si se cumple la condicién: 72 < 1. Si sustituimos los valores de h y k de ambos

apartados, se puede observar que en el primero, la desigualdad no se cumple, pero en el

segundo si, que es lo que hemos visto.

5. Completa una tabla de errores con tfinal = 0.1 y justifica la reduccion de errores que se

produce.

2k
Para que se cumpla la condicién de estabilidad -5 < 1, cada vez que duplique le valor de

n + 1, multiplicaré por 4 el valor de m + 1, de esta manera, se cumplird la desigualdad.

n+1 | m+1 | Error maximo
20 100 | 0.0011
10 20 0.0062
20 80 0.0015
40 320 | 3.7861e-04
80 1280 | 9.4572e-05
160 5120 | 2.3638e-05
320 | 20480 | 5.9091e-06

. 2k )
Notar que el error cada vez es menor, esto se debe a que el cociente — cada vez es més

h2

2k
pequeno, luego la condicién de estabilidad 72 < 1 siempre se va a cumplir, es decir, el

sistema es cada vez més estable.

4.2 Problema de reaccion—difusion evolutivo

Considera el problema

ug(x,t) = ugy(z,t) — 3u(z,t), =€ (0,1), t>0,
0<z<0.5,

P2) { u(z,0) :{ é

u(0,t) = u(1,t

x> 0.5

)=0, t>0.



1. Utiliza el método explicito para discretizar el problema y expresa w

J

: en funcién de los

j—1 j—1

j— j—1 j . . L
valores w;_y, wj =y u;;,donde u; denota la solucién numérica en el punto (x;, ;).

Volvemos a aplicar el método de diferencias explicito y obtenemos que, por las condiciones
inicial y de contorno, sabemos que:

w=1 z;€[0,05 Vi=1,..,n+2
=0 z;€(05,1] Vi=1,..,n+2
uézu{zo Vi=1,...m+1

Para los nodos interiores, tenemos que :

j+1 J J 9,7 J
up U — 2up
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Sustituyendo en la ecuacién del problema:
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Despejando uf
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ul = ﬁug-ﬁ-l ﬁug_l + (_ﬁ — 37+ 1)u]
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Denoto r = —:
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u; = TU + ru;_q

+ (—2r — 37+ 1)ug_1
. Indica la condiciéon del maximo discreto del método para este problema.

Observar que en (P2), tenemos p(z,t) = 1, r(z,t) = =3 y s(x,t) = 0. Buscamos valores
de V' y N que cumplan las siguientes hipdtesis:

0<plz,t) <V=V=1

—N <r(z,t)<0=N=3
h? h?

Asi pues, por la Proposiciéon 2, tenemos que si k < = , entonces
pues, p P ’ d = Nh2+2V  3hZy2

la solucién numérica de (P2) obtenida mediante el método de Euler explicito posee la
propiedad del méximo discreto.
Es decir, la condicién del méaximo discreto del método para este problema es:

h2
k< ———
~ 3h%2 42
Ttina — 0 b—
donde k=7 = dinal — 2 oy 07 ¢
m+1 n+1
Ademas, por el Principio del mdzimo, como s(z,t) = 0, podemos asegurar que en el

rectdngulo [0,1]x[0,T] no puede haber ni méximos positivos ni minimos negativos fuera de
los valores iniciales y de contorno.



3. Realiza los cambios necesarios en el programa calorexplicito.m de forma que el nuevo
programa resuelva el problema (P2) por el método explicito.

4. Se quiere hacer una simulaciéon del problema hasta el tiempo ¢final = 0.1. Resuelve el
problema y representa graficamente la solucién obtenida.
Veamos qué pasa cuando ponemos los valores n = m = 20 :

5 X 1077 Solucion finalen t = 0.1
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Figure 3: n=20 y m=20

Se puede observar que la gréafica no tiene estabilidad, luego probamos para distintos valores de
n y m, por ejemplo, para n = 20 y m = 100:

Solucion finalen t = 0.1
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Figure 4: n=20 y m=100

Ahora ya vemos que la grafica es mas estable, esto es porque estos valores cumplen la ecuacion
2k
h?
multiplicamos m por 4, se sigue cumpliendo la desigualdad):

< 1. Luego, seguimos dando valores que lo cumplan (si cada vez que duplicamos n ,
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Figure 5: n=40 y m=400
Solucion finalen t = 0.1
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Figure 6: n=80 y m=1600




4.3 Aplicacién a procesamiento de imagenes. Eliminacion de ruido.

Es bien conocido que la ecuacién de difusion (o del calor) produce un efecto de suavizado sobre
la condicién inicial. Esta propiedad puede ser utilizada en el tratamiento de imdagenes, y a
continuacién vamos a estudiar su posible aplicacién en este campo. En particular, la ecuacion
de difusién puede ser ttil para eliminar el ruido en una imagen. El ruido en una imagen puede
aparecer en muchas situaciones, especialmente en imégenes de la tierra realizadas por satélites,
en imagenes del universo tomadas por telescopios o simplemente puede aparecer debido a que
los canales en los que las senales se transmiten producen ruidos.
Consideremos que la funcién u(z,y,t) representa la evolucién en tiempo de una imagen. Una
imagen digital en blanco y negro es esencialmente una matriz m X n con valores que oscilan
entre el negro (0) y el blanco (255). Asi pues, vamos a considerar u(x,y) la representacion de la
imagen dada en la Figura 7 (a), a la que le hemos anadido un 16 por ciento de ruido aleatorio,
como podemos ver en la imagen mostrada en la Figura 7 (b) que representaremos como ur(z,y).
Nuestro objetivo sera eliminar el ruido, y recuperar la imagen original. Para ello, consideramos

Figure 7: (a) Imagen original. (b) Imagen con ruido.

el siguiente problema

ur = cAu, x€Q,t>0,

(PI) 1('%(:1"’ Y, 0) = U’I"(l‘, y)7 T € Qv
U

%:O, x e 0N t>0.
Como podéis observar, es habitual suponer condiciones de contorno de tipo Neumann ho-
mogéneas puesto que esto indica una estabilizacién local de la intensidad de la imagen en la
direccién perpendicular a €.
La solucién del problema (PI) puede ser obtenida aplicando un método de diferencias finitas
explicito:
_ck
T h?
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La malla queda determinada por la resolucion de la imagen, y en este caso es 204 x 204. Se pro-
pone que completéis el programa denoising.m de forma que se resuelva el problema utilizando
dicho esquema, para obtener una imagen sin ruido.
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