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Geometria de Curvas y Superficies

e Cada una de las preguntas se empieza en una hoja distinta.
e Cada apartado se puntia sobre 10.
e Las tres preguntas tienen el mismo valor.
e Razona todas las respuestas.
[1] a) Sea x: I — R? una curva parametrizada regular.
(i) Define la curvatura de x

(if) Sitx = (cosa,sena), con a: I — R funcién C*, relaciona esta funcién con la curvatura.

(iii) Dado to € I, demuestra que la curva siempre atraviesa la recta normal a x en t = .
Atravesar significa que Ve > 0, x(tg—¢&, tg+¢) corta a los dos semiplanos abiertos determinados

por la recta normal a x en t = t.

b) Considera

Ea,b = {(%y) € R2

(2)2—(g)2:17$>0}, a>b>0.

(i) Encuentra una parametrizacién periddica x que haga que el conjunto E, ; sea la imagen de

un curva regular de curvatura negativa (y calcilala).

(ii) Calcula la derivada de la curvatura y di en qué puntos de E, ; se encuentran los vértices.

c) Seay : I — R? una curva regular. Sea a # 0y sea y, : I — R? la curva dada por y,(t) :=
y(t) + aty (2).

(i) Demuestra que podemos suponer que y es pardmetro arco.

(ii) Determina la regularidad de y, y calcula su curvatura.

[2] a) Sean I un intervalo abierto, ty € I, y sea x : I — R? una curva birregular con torsién no nula.

i) Define el nimero de interseccién de x en t = ¢y con una esfera.
ii) Define la esfera osculatriz de x en ¢ = to.

iii) Demuestra que la curva estd contenida en una esfera si y solo si la curva de los centros de las

esferas osculatrices es constante.

b) Dos curvas birregulares x : I — R3, y : I — R3 son companeros de Bertrand si las rectas normales
Tn, (t) (resp. ra, (t)) para x (resp. y) en ¢ € I coinciden. Supongamos que x : [ - R3 ey : I — R?

son companeros de Bertrand.
i) Relaciona ny y ny.

)
ii) Demuestra que existe una funcién diferenciable o : I — R tal que y(t) = x(¢) + a(t)nx(t).
)

iii) Demuestra que « es constante.

iv) Demuestra que el dngulo entre los vectores tangemtes tx(t) y ty (¢) es constante.



c¢) Considera la curva x : R — R3 dada por

x(t) := (15 cost — 12 sent + 42, 20 cost + 9 sent + 31, 20 sent — 20).

1) Calcula el triedro de Frenet en ¢ = 0.

)

ii) ;Estd x parametrizada por el arco?
)
)

iii) Demuestra que la imagen de x esta contenida en un plano.

iv) Demuestra que de hecho x es una circunferencia y encuentra el centro y el radio.

[3] a) Sea S una superficie regular conexa.
i) Define plano tangente vectorial.
ii) Sea x: U — S una carta. Usala para dar bases de TS, sip € x(U).

iii) Supén que existe F' : R* — R una funcién C* tal que S = F~1(0), grad F(zo, yo,20) # 0,
Y(xo0,Y0,20) € S. Da la ecuacién del plano tangente afin a S en (xq, Yo, 20)-

b) Considera la curva v : R — R? dada por ~(t) := (6t, 3t%,¢%). Sea
Rz X RS
(u,v) —— v(u) + (coswv,sinv,0).
i) Demuestra que x es una superficie parametrizada.
ii) ;Es S := x(R?) una superficie regular?

iii) Sea d : R — S C R3 la curva definida como §(t) := x(at +b,t), a,b € R. Calcula su curvatura.
(,Cuando se anula?

iv) Demuestra que S es bilateral y calcula un campo vectorial normal unitario.

v) (Para qué valores (ug,v9) € R x (0,00) existe una carta y : U — x(R x (0,00)) de la forma

(u,v) = (u, h(u,v),v) para alguna funcién h y tal que x(ug, vg) estd en la imagen de y?



