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Geometria de Curvas y Superficies

e Cada una de las preguntas se empieza en una hoja distinta.

e Cada apartado se puntia sobre 10.

e La nota del apartado es el maximo de lo obtenido en dicho apartado y de la nota del trabajo de curvas planas.

e La nota del apartado es el maximo de lo obtenido en dicho apartado y de la nota del trabajo de curvas planas.

e La nota del apartado es el méaximo de lo obtenido en dicho apartado y de la nota del trabajo de curvas espaciales.
e La nota del apartado es el maximo de lo obtenido en dicho apartado y de la nota del trabajo de curvas espaciales.

e Si P es la nota del apartado [N]n), la nota global se calcula con la siguiente férmula:

3(PLt Po)+4Ps P& + Py + P
DTS py=- N NTN

, N=1,2,3.
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e Razona todas las respuestas.

[1] a) Sea x:(—1,1) — R? una curva parametrizada.
(i) Enuncia el Teorema Fundamental de las Curvas Planas.
(ii) Construye una curva y : (—1,1) — R? tal que ky = —2kx
(iii) Sea L la recta normal a x en t = 0; sea T el semiplano cerrado determinado por L y t(0).
. Es posible que la imagen de x esté en 777
b) Sea 0 < £ < o0, sea x : (—¢,e) — R? una curva plana regular. Sea y : (—+/g, /) — R? la curva
dada por y(t) := x(t°).
(i) Comprueba que y es regular en (—+/£,0) U (0, ¥/¢), calcula ahi ky y también lim;_,¢ Ky (t).
(ii) Sea h : J — (—¢,¢) una biyeccién C* tal que 0 € J, h(0) =0, ' > 0y h'(¢t) = 0 si y solo si
t = 0. Repite el apartado anterior para x o h.
(iii) Sea z: R — R? la curva dada por z(t) := (3t2,2t®). Comprueba que z es regular en R\ {0},
calcula ahi k, y también lim; ¢ k5 (¢).
(iv) Deduce que z no se puede expresar como las curvas que aparecen en
c) Sea x : R — R? una curva regular cerrada de periodo T' > 0. La curvatura total de x se define

como T
ot = / (1) 1%/ (1) .

(i) Demuestra que la curvatura total no cambia si reparametrizamos la curva, es decir, si definimos
y :=xoh, donde h : R — R es un difeomorfismo creciente tal que existe 77 > 0 cumpliendo
h(t +T") = h(t) + T, entonces " = Ki°*

x
tot
x

(ii) Demuestra que ki = 2k para algin k € Z.

(iii) Haz lo mismo con la curva x : R — R?,

x(t) := cost(1l,sent).

[2] a) Sea I un intervalo abierto y sea x : I — R3 una curva birregular.
i) Define el contacto de x con un plano y qué es el plano osculador.
ii) Demuestra que el orden de contacto de una curva en t = tg con su plano osculador en ¢t = ¢
es al menos 3; jcuando es mayor?
iii) Considera la curva y := x + bx. Demuestra que y es birregular.
b) Sean I C R un intervalo abierto y x : I — R?® una curva birregular. Sea A una matriz 3 x 3

inversible y sea y : I — R3 la curva dada por y(t) := Ax(t).
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(3] a)

i) Supén que la x estd parametrizada por el arco y calcula ty en funcién de los datos de x
ii) Si A es ortogonal, calcula ny, by, Ky, 7y en funcién de los correspondientes invariantes de x.
iii) Justifica que los resultados obtenidos en el apartado anterior siguen siendo validos aunque x
no esté parametrizada por el arco.
Dado b > 0 considera la esfera de ecuacién x? +y%+ 22 = b? y el cilindro de ecuacién z? +y? = bx.
i) Construye una curva regular cerrada x cuya imagen es la interseccién del elipsoide y del
cilindro.
ii) Para los valores de t € R que cumplen x(t) = (b,0,0) encuentra el triedro de Frenet.
iii) Sean tg,t1 dos valores como en el apartado anterior que no difieran por un multiplo del periodo
de x. Justifica que k(to) = k(t1) y 7(to) = —7(¢1) sin calcular ni la curvatura ni la torsién.

iv) Encuentra una elipse cuya longitud coincida con la longitud de la curva x.

Sea S una superficie regular, p € S, y x; : U; — S, i = 1,2, dos cartas tales que (0,0) € Uy NUs y
p = x;(0,0).
i) Define T, S y campos coordenados
ii) Demuestra que V(u;,v;) € U; los campos coordenados de x;, evaluados en (u;,v;), forman una
base de T, (u,,v,)S- Para (uy,v1) = (u2,v2) = (0,0) da la matriz del cambio de las dos bases
de TpS.

Define superficie orientable.
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iv) Da ejemplos de superficies orientables.

v) Demuestra que si x1(U;) Nx2(Us) es conexo, entonces x1(U;) U x2(Us) es orientable.

)

)
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vi) Explica por qué si x1(U;) Nx2(Usz) no es conexo, entonces no se puede garantizar que x;(U;)U
x2(Us) sea orientable.

Sea v : [~1,1] — R? una curva regular simple dada por ~(t) := ((t),y(t)), con z(t) > 0,

vVt e (—1,1) y z(—1) = (1) = 0. Considera la aplicacién
Rx (—1,1) —*> R3
(u,v) —— (x(v) cosu, z(v) senu, y(v))

y sea S :=x(R x (—=1,1)).
(i) Demuestra que v es un homeomorfismo sobre la imagen
(ii) Demuestra que x es una superficie parametrizada.
(iii) Da condiciones suficientes para que S sea superficie regular.
Sea v, : R — R? la hélice circular dada por

7, (t) := (cost,sent, at)

con a > 0. Consideremos la aplicacién x, : R* — R?® dada por x,(u,v) := v,(u) + vn,_(u). Sea

S, = x4 (R?).

(i) Demuestra que S, es una superficie regular y que es reglada.

(ii) Encuentra la linea de estriccién de esta superficie reglada y calcula todas las rectas que estdan
contenidas en S,.

(iii) Encuentra una homotecia que lleve S, a Sj.



