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Geometria de Curvas y Superficies

Primer parcial

e Cada una de las preguntas se empieza en una hoja distinta.
e Cada apartado se puntia sobre 10.
e Las tres preguntas tienen el mismo valor.

e Razona todas las respuestas.

[1] a) Sea~:I — R? una curva parametrizada por el arco.
i) Define la curvatura  de .
ii) Sea top € I tal que k(tp) > 0. Demuestra que existe € > 0 tal que (t(to),t(t)) es base
positiva de R? para t € (tg,to + €).
iii) ;Qué puedes decir si k(tg) < 07
b) Sea v : I — R? una curva regular, to € I.

(i) Supén que existe una sucesién {t,}nen en I, lim ¢, = to, tal que k(t,) = 0. Demuestra
n—oo
que k(tg) = 0.
(ii) Supén que existe una sucesion {t,}nen en I, lim t, = to, tal que y(t,) estd en la recta
n—oo
tangente a v en to. Demuestra que x(tg) = 0.
Recuerda que si L es una recta de R?, P € L, Q ¢ L, existe una tnica circunferencia que pasa
por P, Q y es tangente a L en P.

Dado t € I, t # tg, tal que () no estd en la recta tangente a ~ en tp, denotamos y(¢) el centro
de la tnica circunferencia que pasa por (to),¥(t) y que es tangente a vy en y(tp).

(iii) Supdn que k(tg) # 0 y sea {tn tnen una sucesion en I tal que lim ¢, =tg y y(t,) no estd
n—roo
en la recta tangente a v en to. Demuestra que lim y(¢,) es el centro de curvatura de ~
n—oo
en tg.

(iv) Considera la aplicacién

R\ {0} —— R2

‘. . sent
' Texp(t=2) )

Justifica que admite extension continua a R.

(v) La extensién de v de es de hecho C*° y curva regular. Estudia los ceros y signos de su

curvatura k.



[2] a) Considera una curva regular v : R — R3. Define los planos osculador, normal y rectificante y

enuncia las condiciones que necesita la curva para que cada uno de ellos se pueda definir.

b) Sea v :R — R3 una curva birregular (parametrizada por el arco para simplificar).

(1)

Dado ty € I demuestra que existe € > 0 tal que Vt € I, 0 < |t — to| < &, se tiene que y(t)
no esta en la recta tangente a vy en tg.

Dado t € (to —e,to) U (to, to +¢) sea w(t) el plano afin que contiene 7(t) y la recta tangente
a 7y en to. Encuentra un vector unitario u(t) normal a 7 (¢).

Elige el vector unitario u(t) de de manera que u : (tg,tg +¢) — R3 sea C*°. Calcula
lim u(¢).

t—td

Sea(;l v : R — R3, la curva dada por ~(t) = (6t — t3,10t3 — 3t°, 5t* — 2t%). Comprueba que
es regular y busca donde es birregular.

Sea tg € R un valor aislado donde has calculado que la curva no es birregular. Calcula los
limites laterales del campo vectorial normal y justifica si tiene sentido extender el concepto

de plano osculador y rectificante a ty.

[3] Sea S una superficie regular.

a) Define la nocién de bilateralidad de S y demuestra que la imagen de una carta es bilateral.

b) Sea N : S — S? un campo vectorial normal unitario. Decimos que una carta x : U — S es una
carta de disco unitario si U = {(u,v) € R? | u? +v? < 1}.

(i)
(i)
(iif)

Demuestra que S es la uniéon de imagenes de cartas de disco unitario.
Sea x una carta de disco unitario. Da una férmula para Ny := N o x.
Sea x una carta de disco unitario. Demuestra que existe gy € (0,1) tal que la aplicacién
{(u,v) € R? |u? + 02 < 2} == R3
(u,v) —— x(u,v) + eNx(u,v),
es una carta de una superficie Ve € (0, &].
Fija la carta x y el valor € := 5 de Compara Ny y Ny, .

Toma x : U — R? dada por x(u,v) := (u,v,u?+v?). Demuestra que es una carta y calcula
un valor ¢ que sirva para



